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تساوی جبر ͷی روی را بیرونͬ و درونͬ f‐مشتق مفاهیم ابتدا مقاله، این در چͺیده.

برخͬ سپس کرد. خواهیم معرفͬ را f‐مشتق مفاهیم، این از استفاده با و تعریف E مانند

کرد خواهند ͷکم ما به که لازم شرایط و بررسͬ را بیرونͬ) و (درونͬ f‐مشتق ͬ های ویژگ

همچنین کرد. خواهیم مطالعه را آوریم، به دست تساوی جبر ͷی روی را f‐مشتق مفهوم تا

ثابت و تعریف را E تساوی جبر ͷی روی f‐مشتق از ثابت نقطه مجموعه و هسته مفهوم

کرد خواهیم ثابت بعلاوه، باشند. فیلتر ͬ توانند م آن ها شرایطͬ چه تحت که کرد خواهیم

هم ارزی رابطه با E در F فیلتر توسط شده تولید هم ارزی رابطه خاص، شرایط تحت که

است. منطبق f‐مشتق با E در f درون ریختͬ توسط F فیلتر تصویر توسط شده تولید

با و ساخت خواهیم بیرونͬ f‐مشتق دو تساوی، جبر ͬ های ویژگ از استفاده با پایان، در

خواهیم نشان بیرونͬ f‐مشتق های این همه مجموعه روی → دوتایی عمل ͷی معرفͬ

باشد. دوگان BCK‐جبر و BE‐جبر ͷی ͬ تواند م ساختار این که داد

مقدمه .١

است. شده بررسͬ [١٨ ،١٣] در و است ͷنزدی حلقه نظریه برای مهمͬ موضوع مشتق

محققان سپس دادند. تعمیم ‐جبرها BCI به را ͷنزدی حلقه مفاهیم نویسندگان ،[١٢] در

منطقͬ جبرهای از بسیاری در آن ها کاربرد و مشتقات تعمیم مورد در را جدیدی زمینه دیͽر،
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دوگان.
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٢٧٠ تساوی جبرهای روی f٢٧٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٧٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

مشتقات ‐(α, β) BCI/BCK/BCC‐جبرها، مفهوم آن ها مثال، به طور کردند. آغاز

‐ BCI روی را ,f)‐مشتقات g) و (راست‐چپ) چپ‐راست f‐مشتقات (معمول)،

را آن ها بین رابطه و بررسͬ را آن ها اساسͬ ͬ های ویژگ از برخͬ سپس کردند. معرفͬ جبرها

کنید). مراجعه [١۴ ،۶ ،۵ ،۴ ،٣ ،٢] (به کردند مطالعه

منطقͬ سیستم های معنایی نظام به عنوان مختلفͬ منطقͬ جبرهای ͬ دانیم م که همان طور

ͬ های ویژگ دارای مشبͺه های مانده منطقͬ، جبرهای بین در است. شده پیشنهاد ͷغیرکلاسی

مفهوم MV‐جبرها. و BL‐جبرها ͬ شوند: م جبر مهم دسته دو شامل و هستند جالبی جبری

را مشبͺه های مانده ٣ اونو و شد معرفͬ [٢٠] در ٢ دیلوورث و ١ وارد توسط مشبͺه های مانده

گرفت. نظر در [١۶] در زیرساختͬ منطق های از جبری ساختار به عنوان

ندارد، مشبͺه مانده به نسبت ͬ تری طولان سابقه درست مقادیر با متناظر جبر که آنجایی از

EQ‐جبر نام به خاصͬ جبر و دادند تعمیم را مانده مشبͺه های [١۵] در ۵ دیبتس و ۴ نوآک

ͷی (E,∧,∼,⊗, ١) به صورت EQ‐جبر هر ͬ دانیم م که همان طور کردند. پیشنهاد را ۶

جدیدی جبر EQ‐جبرها، در ضرب عمل حذف با است. (٢, ٢, ٢, ٠) نوع از جبری ساختار

که آنجایی از است. شده معرفͬ [١٠] در ٧ جنͬ توسط که ͬ آید م به دست تساوی جبر نام به

باشند، فازی نوع نظریه برای احتمالͬ جبری معناشناسͬ کاندیدای ͬ توانند م تساوی جبرهای

‐جبر BCK ͷی با تساوی جبر هر که شد ثابت ،[٩] در دارد. زیادی اهمیت آن ها مطالعه

آن در که تساوی جبر ͷی با ‐نیم شبͺه ∧ ‐جبر BCK(D) هر و است متناظر ‐نیم شبͺه ∧

است. متناظر باشد، برقرار x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z) رابطه

مشتقات مفاهیم از استفاده با E تساوی جبر در را مشتق مفهوم نویسندگان ،[١٩] در

و هسته شرایطͬ چه تحت که کردند ثابت آن ها همچنین، کردند. معرفͬ بیرونͬ و درونͬ

باشند. E از فیلترهایی ͬ توانند م E در مشتق ͷی ثابت نقطه مجموعه

تعریف E تساوی جبر ͷی روی را بیرونͬ و درونͬ f‐مشتق مفاهیم ابتدا مقاله، این در

f‐مشتق، ͬ های ویژگ برخͬ سپس کرده ایم. معرفͬ را f‐مشتق مفاهیم، این از استفاده با و

روی را f‐مشتق مفهوم تا ͬ کنند م ͷکم ما به که لازم شرایط و بررسͬ را بیرونͬ) و (درونͬ
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ثابت نقطه مجموعه و هسته مفهوم همچنین کرده ایم. مطالعه را به دست آوریم تساوی جبر

ͬ توانند م آن ها شرایطͬ چه تحت ͬ کنیم م ثابت و تعریف را E تساوی جبر روی f‐مشتق از

(جبر (E,→, ١) در هم ارزی روابط شرایط، برخͬ تحت که کردیم ثابت بعلاوه، باشند. فیلتر

است. منطبق f‐مشتق با E در هم ارزی روابط با آن) به مربوط استلزام عمل همراه به تساوی

ͷی معرفͬ با و ساختیم بیرونͬ f‐مشتق دو تساوی، جبر ͬ های ویژگ از استفاده با پایان، در

ساختار این که دادیم نشان بیرونͬ f‐مشتق های این همه مجموعه روی “⇝” دوتایی عمل

باشد. دوگان BCK‐جبر و BE‐جبر ͷی ͬ تواند م

پیشنیاز .٢

در که ͬ کنیم م جمع آوری را تساوی جبر به مربوط اساسͬ مفاهیم از برخͬ بخش، این در

بود. خواهند نیاز مورد بعدی بخش های

جبر ͷی را (٢, ٢, ٠) نوع از E = (E;∧,∼, ١) جبری ساختار ͷی [١٠] .٢. ١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط ،x, y, z ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم، م تساوی

است. جابه جایی خودتوان تکواره (E,∧, ١) (E١)

،x ∼ y = y ∼ x (E٢)

،x ∼ x = ١ (E٣)

،x ∼ ١ = x (E۴)

،x ∼ z ≤ x ∼ y و x ∼ z ≤ y ∼ z آن گاه ،x ≤ y ≤ z اگر (E۵)

،x ∼ y ≤ (x ∧ z) ∼ (y ∧ z) (E۶)

.x ∼ y ≤ (x ∼ z) ∼ (y ∼ z) (E٧)

ͬ نویسیم م E مانند تساوی جبر ͷی در ͬ نامیم. م تساوی عمل را ∼ و اینفیمم را ∧ عملͽر

رابطه ͷی “ ≤ ” رابطه که کرد مشاهده ͬ توان م راحتͬ به .x ∧ y = x اگروتنهااگر x ≤ y

است. E روی جزئͬ ترتیب

جبرهای روی دیͽر عمل دو ͬ توان م تساوی جبر روی عمل های از استفاده با همچنین،

کرد: تعریف زیر به صورت تساوی

x → y = x ∼ (x ∧ y) و x ↔ y = (x → y) ∧ (y → x).

ͬ گیریم. م درنظر تساوی جبر ͷی را E یا (E,∼,∧, ١) مقاله، این ادامه در نکته:



٢٧٢ تساوی جبرهای روی f٢٧٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٧٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

هستند: برقرار زیر احͺام ،x, y, z ∈ E هر برای [٢١ ،١٠] .٢. ٢ گزاره

،x ≤ y اگروتنهااگر x → y = ١ (١

،x → x = ١ و ١ → x = x, x → ١ = ١, (٢

،x ≤ y → x (٣

،x ≤ (x → y) → y (۴

،x → (y → z) = y → (x → z) (۵

،z → x ≤ z → y و y → z ≤ x → z که ͬ دهد م نتیجه x ≤ y (۶

،x → y = x → (x ∧ y) (٧

،x → y ≤ (z → x) → (z → y) (٨

،((x → y) → y) → y = x → y (٩

.x ∼ y = y → x آن گاه ،x ≤ y اگر (١٠

به طوری که باشد، داشته وجود ٠ ∈ E عنصر هرگاه ͬ نامیم، م کراندار را E تساوی جبر

هر برای E روی را “−” یͺتایی عمل آن گاه باشد، کراندار E اگر .٠ ≤ x ،x ∈ E هر برای

داشته x ∈ E هر برای اگر ͬ کنیم. م تعریف x− = x → ٠ = x ∼ ٠ به صورت ،x ∈ E

ͬ نامیم. م جذبی تساوی جبر را E آن گاه ،x−− = x باشیم

مجموعه ،a, b ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم، م تساوی ⊙‐جبر ͷی را E تساوی جبر ͷی

E(a, b) := {x ∈ E | a ≤ b → x}

ͷی E = (E,∧,∼, ١) کنیم فرض باشد. a ⊙ b به صورت عضو کوچͷ ترین دارای

برای به طوری که باشد، داشته وجود “⊙” به صورت دوتایی عمل ͷی که باشد تساوی جبر

،a, b, c ∈ E هر

a → (b → c) = (a⊙ b) → c.

شود). مشاهده [١] (منبع است. تساوی جبر ‐⊙ ͷی E = (E,∧,∼, ١) دراین صورت

زیر احͺام ،a, b, c ∈ E هر برای آن گاه باشد، تساوی ⊙‐جبر ͷی E اگر [١] .٢. ٣ گزاره

هستند: برقرار

،a⊙ b = b⊙ a (١

،(a⊙ b)⊙ c = a⊙ (b⊙ c) (٢

.a⊙ c ≤ b⊙ c آن گاه ،a ≤ b اگر (٣
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،x, y ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم، م جابه جایی را E تساوی جبر [٢١] .۴ .٢ تعریف

(x → y) → y = (y → x) → x.

دهید: قرار ،x, y ∈ E هر برای نکته.

x∨̄y := (x → y) → y.(٢. ١)

دراین صورت باشد. E تساوی جبر از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی F کنیم فرض [١١] .۵ .٢ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ E هر برای هرگاه است، E از فیلتر ͷی F

y؛ ∈ F آن گاه ،x ≤ y و x ∈ F اگر (١

.y ∈ F آن گاه ،x ∼ y ∈ F و x ∈ F اگر (٢

فیلتر ͷی F دراین صورت باشد. E از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی F کنیم فرض [١١] .۶ .٢ گزاره

آن گاه ،x → y ∈ F و x ∈ F اگر و ،١ ∈ F ،x, y ∈ E هر برای اگروتنهااگر ،E از

.y ∈ F

ͬ دهیم. م نشان F(E) نماد با را E فیلترهای همه مجموعه

به صورت E روی را θF رابطه دراین صورت .F ∈ F(E) کنیم فرض [١٠] .٢. ٧ ملاحظه

ͬ کنیم: م تعریف زیر

(x, y) ∈ θF ⇔ {x → y, y → x} ⊆ F.

استفاده E از F فیلتر توسط شده تولید هم ارزی رابطه دادن نشان برای ≡F نماد از ادامه در

ͬ کنیم. م

تساوی جبر دو (Q;∧Q,∼Q, ١Q) و (E;∧E ,∼E , ١e) کنیم فرض [١٧] .٢. ٨ تعریف

هر برای هرگاه ͬ نامیم، م تساوی همریختͬ ͷی را f : E → Q نگاشت دراین صورت باشند.

باشند: برقرار زیر شرایط ،x, y ∈ E

f(x ∧E y) = f(x) ∧Q f(y) و f(x ∼E y) = f(x) ∼Q f(y).

کراندار را f تساوی همریختͬ آن گاه باشند، کراندار تساوی جبر دو Q و E اگر علاوه براین،

f(٠E) = ٠Q هرگاه ͬ نامیم، م



٢٧۴ تساوی جبرهای روی f٢٧۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٧۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

را d : E −→ E نگاشت [١٩] .٢. ٩ تعریف

صدق زیر شرط در ،x, y ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم، م E روی درونͬ مشتق ͷی (١

کند:

d(x → y) = (x → d(y))∨̄(d(x) → y).

صدق زیر شرط در ،x, y ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم، م E روی بیرونͬ مشتق ͷی (٢

کند:

d(x → y) = (d(x) → y)∨̄(x → d(y)).

باشد. E بیرونͬ و درونͬ مشتق ͷی d هرگاه ͬ نامیم، م E روی مشتق ͷی (٣

با به ترتیب را E روی مشتق ها و بیرونͬ مشتق های درونͬ، مشتق های همه مجموعه

ͬ دهیم. م نشان D(E) و ID(E) ،OD(E) نمادهای

(٢, ٠) نوع از (X,↠, ١) به صورت جبری ساختار ͷی BE‐جبر ͷی [٧] .٢. ١٠ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در x, y, z ∈ X هر برای به طوری که است،

،x↠ x = ١ (b١)

،x↠ ١ = ١ (b٢)

،١↠ x = x (b٣)

.x↠ (y ↠ z) = y ↠ (x↠ z) (b۴)

روی “∗” ٢ نوع از عمل و باشد BCK‐جبر ͷی (X, ◦, ٠) کنیم فرض [٨] .٢. ١١ تعریف

‐BCK دوگان را (X, ∗, ١) دراین صورت باشد. شده تعریف x ∗ y = y ◦x به صورت X

است: زیر به صورت آن موضوعه اصول ،x, y, z ∈ X هر برای درحقیقت، ͬ نامیم. م جبر

،(y ∗ z) ∗ ((z ∗ x) ∗ (y ∗ x)) = ١ (DBCK١)

،y ∗ ((y ∗ x) ∗ x) = ١ (DBCK٢)

،x ∗ x = ١ (DBCK٣)

،x = y که دهد نتیجه y ∗ x = x ∗ y = ١ (DBCK۴)

.x ∗ ١ = ١ (DBCK۵)
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تساوی جبرهای روی f‐مشتق .٣

آن ها ͬ های ویژگ از برخͬ و کرده معرفͬ تساوی جبرهای روی را f‐مشتق بخش، این در

ͬ کنیم. م بررسͬ را

را df : E −→ E نگاشت باشد. درون ریختͬ ͷی f : E −→ E کنیم فرض .٣. ١ تعریف

ͷی

صدق زیر تساوی در ،x, y ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم م E روی درونͬ f‐مشتق (١

کند،

df (x → y) = (f(x) → df (y))∨̄(df (x) → f(y)),

صدق زیر تساوی در ،x, y ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم م E روی بیرونͬ f‐مشتق (٢

کند،

df (x → y) = (df (x) → f(y))∨̄(f(x) → df (y)),

باشد. E روی بیرونͬ و درونͬ f‐مشتق ͷی df هرگاه نامیم، E روی مشتق ‐f (٣

E روی را f‐مشتق ها و درونͬ f‐مشتق های بیرونͬ، f‐مشتق های همه مجموعه

ͬ دهیم. م نشان Df (E) و IfD(E) ،OfD(E) نمادهای با به ترتیب

‐f بیرونͬ، f‐مشتق مفاهیم آن گاه باشد، همانͬ نگاشت f اگر (١ .٣. ٢ ملاحظه

درونͬ مشتق بیرونͬ، مشتق مفاهیم با به ترتیب E روی f‐مشتق و درونͬ مشتق

هستند. منطبق E روی [١٩] مقاله در شده تعریف مشتق و

.df ∈ Df (E) آن گاه باشند، یͺسان df و f اگر (٢

ͷی ،٠ < a < b < ١ آن در که ،(E = {٠, a, b, ١},≤) کنیم فرض [١٩] .٣. ٣ مثال

ͬ کنیم. م تعریف زیر E به صورت روی را “∼” ،٢ نوع از عمل دراین صورت باشد. زنجیر

∼ ٠ a b ١

٠ ١ ٠ ٠ ٠

a ٠ ١ a a

b ٠ a ١ b

١ ٠ a b ١

→ ٠ a b ١

٠ ١ ١ ١ ١

a ٠ ١ ١ ١

b ٠ a ١ ١

١ ٠ a b ١



٢٧۶ تساوی جبرهای روی f٢٧۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٧۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

است. کراندار تساوی جبر ͷی (E,∧,∼, ٠, ١) دراین صورت

و f(a) = f(b) = f(١) = ١ ،f(٠) = ٠ آن در که f : E → E اگر (١

df (b) = df (١) = ١ و df (a) = a ،df (٠) = ٠ به طوری که df : E → E

چون .df /∈ IfD(E) که است بدیهͬ آن گاه باشند،

a = df (a) = df (١ → a) ≠ (f(١) → df (a)) ∨̄ (df (١) → f(a))

= df (a)∨̄١ = ١.

.df /∈ OfD(E) که کرد مشاهده ͬ توان م مشابه روش به

f(b) = f(١) = ١ و f(a) = a ،f(٠) = ٠ آن در که f : E → E اگر (٢

df (a) = df (b) = df (١) = ١ و df (٠) = ٠ به طوری که df : E → E و

بنابراین است. df ∈ Df (E) است بدیهͬ آن گاه باشند،

df ∈ IfD(E) ∩ OfD(E).

f(b) = f(١) = ١ و f(a) = a ،f(٠) = ٠ آن در که f : E → E دهید قرار (٣

.df (a) = df (١) = ١ و df (b) = b ،df (٠) = ٠ به طوری که df : E → E و

.df ∈ IfD(E) که است بدیهͬ

به صورت را df : E → E نگاشت و همانͬ را f نگاشت اگر حال،

است بدیهͬ بͽیریم، نظر در df (b) = df (١) = ١ و df (a) = b ،df (٠) = ٠

،df /∈ OfD(E) که کرد مشاهده ͬ توان م راحتͬ به آن گاه .df ∈ IfD(E) که

زیرا

b = df (a) = df (b → a)

̸= (df (b) → a) = (df (b) → a)∨ (b → df (a)) = ١.

نباشد. درونͬ f‐مشتق ͷی که کنید پیدا بیرونͬ f‐مشتق ͷی از مثالͬ باز: مسئله

هستند: برقرار زیر احͺام ،x, y ∈ E هر برای .۴ .٣ لم

x̄∨١؛ = ١ = x∨̄١ (١

است. x∨̄y = y آن گاه باشد، x ≤ y اگر (٢



نیازیان س نیازیان٢٧٧ س نیازیان٢٧٧ س ٢٧٧

داریم، (٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با (١) اثبات.

١∨̄x = (١ → x) → x = x → x = ١,

x∨̄١ = (x → ١) → ١ = ١ → ١ = ١.

.١∨̄x = ١ = x∨̄١ بنابراین

□ .x∨̄y = (x → y) → y = ١ → y = y پس x ≤ y چون (٢)

برای دراین صورت باشد. E روی بیرونͬ(درونͬ) f‐مشتق ͷی df کنیم فرض .۵ .٣ گزاره

هستند: برقرار زیر احͺام ،x, y ∈ E هر

df؛ (١) = ١ (١

df)؛ (x) = df (x)∨̄f(x) ) df (x) = f(x)∨̄df (x) (٢

f(x)؛ ≤ df (x) (٣

df؛ (x) → f(y) ≤ f(x) → df (y) (۴

،df ∈ IfD(E) اگر دراین صورت، باشد. کراندار تساوی جبر ͷی E کنیم فرض (۵

.df (٠) = df (٠)′′ آن گاه

دیͽر حالت اثبات ͬ کنیم. م ثابت df ∈ OfD(E) برای را شده بیان احͺام تمام اثبات.

بنابراین است. مشابه

داریم، x ∈ E هر برای (١)۴ .٣ لم و (٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با ،f(١) = ١ چون (١)

df (١) = df (x → ١) = (df (x) → f(١))∨̄(f(x) → df (١))

= (df (x) → ١)∨̄(f(x) → df (١))

= ١∨̄(f(x) → df (١)) = ١.

داریم (٢)٢. ٢ گزاره بنابر و df (١) = ١ ،(١) از استفاده با (٢)

df (x) = df (١ → x) = (df (١) → f(x))∨̄(f(١) → df (x))

= (١ → f(x))∨̄(١ → df (x)) = f(x)∨̄df (x).



٢٧٨ تساوی جبرهای روی f٢٧٨‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٧٨‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

داریم، (٢) از استفاده با دراین صورت .x ∈ E کنیم فرض (٣)

f(x) → df (x) = f(x) → (f(x)∨̄df (x))

= f(x) → [(f(x) → df (x)) → df (x)] (٢. ١) از استفاده با

= ((f(x) → df (x)) → (f(x) → df (x)) (۵)٢. ٢ گزاره بنابر

= ١. (٢)٢. ٢ گزاره بنابر

گرفت نتیجه ͬ توان م (۶)٢. ٢ گزاره بنابر پس f(x) ≤ df (x) ،(٣) از استفاده با چون (۴)

که

df (x) → f(y) ≤ f(x) → f(y).(٣. ١)

ͬ دهد م نتیجه f(y) ≤ df (y) همچنین

f(x) → f(y) ≤ f(x) → df (y).(٣. ٢)

.df (x) → f(y) ≤ f(x) → df (y) که ͬ شود م نتیجه (٣. ٢) و (٣. ١) از استفاده با بنابراین

داریم (٢. ١) از استفاده با دراین صورت .df ∈ IfD(E) کنیم فرض (۵)

df (٠) = df (١ → ٠) = (f(١) → df (٠)) ∨̄ (df (١) → f(٠))

= (١ → df (٠)) ∨̄ (١ → ٠) = (df (٠) → ٠) → ٠ = df (٠)′′.

□

باشد: برقرار زیر شرط x, y ∈ E هر برای اگروتنهااگر df ∈ OfD(E) .۶ .٣ قضیه

df (x → y) = f(x) → df (y).

اگروتنهااگر df ∈ OfD(E) تعریف به بنا اثبات.

df (x → y)

=
(
df (x) → f(y)

)
∨̄
(
f(x) → df (y)

)
=

[ (
df (x) → f(y)

)
→

(
f(x) → df (y)

)︸ ︷︷ ︸ ] → (
f(x) → df (y)

)
(٢. ١) بنابر

= ١ →
(
f(x) → df (y)

)
(۴)۵ .٣ گزاره بنابر

= f(x) → df (y). (٢)٢. ٢ گزاره بنابر



نیازیان س نیازیان٢٧٩ س نیازیان٢٧٩ س ٢٧٩

□

آن گاه ،x ≤ y اگر .(df ∈ IfD(E)) df ∈ OfD(E) کنیم فرض .٣. ٧ نتیجه

f(x) ≤ df (y).

قضیه از استفاده با دراین صورت باشند. x ≤ y و df ∈ OfD(E) کنیم فرض اثبات.

داریم (١)۵ .٣ گزاره و ۶ .٣

f(x) → df (y) = df (x → y) = df (١) = ١.

ͷی f چون دراین صورت .df ∈ IfD(E) کنیم فرض حال، .f(x) ≤ df (y) بنابراین

،(٣)۵ .٣ گزاره از استفاده با طرفͬ، از .f(x) ≤ f(y) پس ،x ≤ y و است درون ریختͬ

□ .f(x) ≤ df (y) بنابراین .f(y) ≤ df (y)

اگروتنهااگر df ∈ IfD(E) دراین صورت باشد. جابه جایی E کنیم فرض .٣. ٨ گزاره

df (x → y) = f(x) → df (y).

،df ∈ IfD(E)تعریف از استفاده با دراین صورت باشد. Eجابه جایی کنیم فرض اثبات.
اگروتنهااگر

df (x → y) = (f(x) → df (y))∨̄(df (x) → f(y))

=
[
(f(x) → df (y)) → (df (x) → f(y))

]
→ (df (x) → f(y))

(٢. ١) بنابر

=
[
(df (x) → f(y)) → (f(x) → df (y))

]
→ (f(x) → df (y))

E جابه جایی ویژگͬ از استفاده با

= ١ → (f(x) → df (y)) (۴)۵ .٣ گزاره از استفاده با

= f(x) → df (y). (٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با

□

آن برای فوق قضیه به طوری که کنید پیدا ناجابه جایی تساوی جبر ͷی از مثالͬ باز: مسئله

نباشد. برقرار



٢٨٠ تساوی جبرهای روی f٢٨٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٨٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

f‐مشتق و درونͬ مشتق ‐f بیرونͬ، f‐مشتق آن گاه باشد، جابه جایی E اگر .٣. ٩ نتیجه

هستند. معادل یͺدیͽر با E روی

.f٢ = f ◦ f = f هرگاه نامیم خودتوان نگاشت ͷی را f : E → E نگاشت نکته.

دراین صورت .d١,f , d٢,f ∈ OfD(E) و باشد خودتوان f کنیم فرض .٣. ١٠ گزاره

.d١,f ◦ d٢,f ∈ OfD(E)

هر برای ،۶ .٣ قضیه از استفاده با آن گاه باشند، d١,f , d٢,f ∈ OfD(E) اگر اثبات.

داریم پس .di,f (x → y) = f(x) → di,f (y) ،i = ١, ٢ و x, y ∈ E

(d١,f ◦ d٢,f )(x → y) = d١,f (d٢,f (x → y)) = d١,f (f(x) → d٢,f (y))

= f٢(x) → d١,f (d٢,f (y)) = f(x) → (d١,f ◦ d٢,f )(y).

□ .d١,f ◦ d٢,f ∈ OfD(E) ،۶ .٣ قضیه از استفاده با بنابراین،

عمل با E روی بیرونͬ f‐مشتق های همه مجموعه آن گاه باشد، خودتوان f اگر .٣. ١١ قضیه

است. نیم گروه ͷی ⟨OfD(E), ◦⟩ یعنͬ، ،“◦”

بیرونͬ f‐مشتق های همه مجموعه ،٣. ١٠ گزاره از استفاده با که است بدیهͬ اثبات.

□ است. بدیهͬ اثبات ترکیب عمل شرکت پذیری به توجه با و است بسته ترکیب عمل به نسبت

دراین صورت، .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .٣. ١٢ گزاره

.df (x) = f(x) آن گاه ،df (x → y) = df (x) → f(y) اگر

دراین صورت .df (x → y) = df (x) → f(y) و df ∈ IfD(E) کنیم فرض اثبات.

داریم ،(١)۵ .٣ گزاره از استفاده با

df (x) = df (١ → x) = df (١) → f(x) = ١ → f(x) = f(x).

□ است. مشابه دیͽر حالت اثبات

دراین صورت .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .٣. ١٣ لم

ͬ دهد م نتیجه f(x) → df (y) = df (x) → f(y)

df (x → y) = df (x) → f(y).



نیازیان س نیازیان٢٨١ س نیازیان٢٨١ س ٢٨١

.f(x) → df (y) = df (x) → f(y) و df ∈ IfD(E) کنیم فرض اثبات.

دراین صورت

df (x → y)

= (f(x) → df (y))∨̄(df (x) → f(y))

=
[
(f(x) → df (y))︸ ︷︷ ︸ → (df (x) → f(y))

]
→ (df (x) → f(y))

=
[
(df (x) → f(y)) → (df (x) → f(y))

]
→ (df (x) → f(y)) فرض به بنا

= ١ →
(
df (x) → f(y)

)
(٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با

= df (x) → f(y).

□ است. مشابه دیͽر حالت اثبات

دراین صورت، .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .١۴ .٣ نتیجه

.df (x) = f(x) آن گاه ،f(x) → df (y) = df (x) → f(y) اگر

□ است. بدیهͬ اثبات ٣. ١٢ گزاره و ٣. ١٣ لم از استفاده با اثبات.

دهید قرار دراین صورت، .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .١۵ .٣ تعریف

،ker(df ) = {x ∈ E| df (x) = ١}, F ixdf (E) = {x ∈ E | df (x) = x}

Edf=f = {x ∈ E| df (x) = f(x)}.

که است بدیهͬ بͽیرید. نظر در را (٢)٣. ٣ مثال .١۶ .٣ مثال

ker(df ) = {a, b, ١}, F ixdf (E) = {٠, ١}, Edf=f = {٠, b, ١}.

،(١)۵ .٣ گزاره از استفاده با پس است همریختͬ ͷی f چون نکته.

١ ∈ ker(df ) ∩ Fixdf (E) ∩ Edf=f .



٢٨٢ تساوی جبرهای روی f٢٨٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٨٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

٠ ≤ a, b ≤ c ≤ آن در که باشد E = {٠, a, b, c, d, ١} کنیم فرض (١) [١] .٣. ١٧ مثال

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت E روی را ∼ عمل .d ≤ ١

∼ ٠ a b c d ١

٠ ١ d d d c ٠

a d ١ c d c a

b d c ١ d c b

c d d d ١ d c

d c c c d ١ d

١ ٠ a b c d ١

→ ٠ a b c d ١

٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١

a d ١ d ١ ١ ١

b d d ١ ١ ١ ١

c d d d ١ ١ ١

d c c c d ١ ١

١ ٠ a b c d ١

و f = idE دهید قرار است. کراندار تساوی جبر ͷی (E,∧,∼, ٠, ١) دراین صورت

.df (c) = df (١) = ١ و df (b) = b ،df (d) = d ،df (a) = a ،df (٠) = ٠

.d ∼ ٠ = c /∈ Edf=f زیرا نیست، E زیرجبر که Edf=f = {٠, a, d, b, ١} دراین صورت

٠ ∈ Edf=f چون Edf=f = {٠, b, ١} که است بدیهͬ بͽیرید. نظر در را (٢)٣. ٣ مثال (٢)

نیست. E از فیلتر ͷی Edf=f بنابراین ،a /∈ Edf=f ولͬ

آن گاه ،(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) اگر .٣. ١٨ گزاره

f(x) → df (x) ∈ ker(df ).

دراین صورت .df ∈ IfD(E) کنیم فرض اثبات.

df (f(x) → df (x))

= df
(
f(x) → (df (x)∨̄f(x))

)
(٢)۵ .٣ گزاره بنابر

= df
[
f(x) →

(
(df (x) → f(x)) → f(x)

)]
(٢. ١) بنابر

= df
[(
df (x) → f(x)

)
→

(
f(x) → f(x)

)]
(۵)٢. ٢ گزاره بنابر

= df
[(
df (x) → f(x)

)
→ ١

]
(٢)٢. ٢ گزاره بنابر

= df (١) = ١.

ͬ توان م مشابه روش به آن گاه ،df ∈ OfD(E) اگر .f(x) → df (x) ∈ ker(df ) بنابراین

□ کرد. ثابت را آن



نیازیان س نیازیان٢٨٣ س نیازیان٢٨٣ س ٢٨٣

نیست. برقرار همواره بالا گزاره عکس دهد نشان که بیابید مثالͬ باز: مسئله

زیر احͺام دراین صورت .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .٣. ١٩ گزاره

هستند: برقرار

است. ker(df ) و Fixdf (E) روی خودتوان نگاشت ͷی df (١

.Im(df ) = Fixdf (E) آن گاه باشد، E روی خودتوان نگاشت ͷی df اگر (٢

است. Edf=f و Fixdf (E) روی ترتیب حافظ نگاشت ͷی df (٣

.Fixdf (E) ∩ ker(df ) = {١} (۴

.Edf=f ∩ ker(df ) = f−(١)١ = ker f (۵

است. بسته “→” عمل تحت ker(df ) (۶

است. بسته “→ ” عمل تحت Edf=f (٧

نتیجه در و df (x) = x دراین صورت .x ∈ Fixdf (E) کنیم فرض (١) اثبات.

df (df (x)) = df (x) = x.

نیز ker(df ) روی df که است بدیهͬ است. خودتوان Fixdf (E) روی df نگاشت بنابراین

ͬ باشد. م خودتوان

آن گاه ،x ∈ Fixdf (E) اگر .x ∈ E و باشد خودتوان E روی df کنیم فرض (٢)

فرض حال .Fixdf (E) ⊆ Im(df ) بنابراین .x ∈ Im(df ) نتیجه در و df (x) = x

.df (x) = y به طوری که دارد، وجود x ∈ E عنصر دراین صورت، .y ∈ Im(df ) کنیم

نتیجه در و df (y) = df (df (x)) = df (x) = y پس است، خودتوان E روی df چون

.Fixdf (E) = Im(df ) بنابراین .Im(df ) ⊆ Fixdf (E) پس .y ∈ Fixdf (E)

است. بدیهͬ اثبات پس است، تساوی جبر همریختͬ ͷی f چون (٣)

.x = ١ پس ١ = df (x) = x چون .x ∈ Fixdf (E) ∩ ker(df ) کنیم فرض (۴)

نتیجه در و ١ = df (x) = f(x) دراین صورت .x ∈ Edf=f ∩ ker(df ) کنیم فرض (۵)

.x ∈ f−(١)١ = ker f

اگر حال .df (x) = ١ = df (y) دراین صورت .x, y ∈ ker(df ) کنیم فرض (۶)



٢٨۴ تساوی جبرهای روی f٢٨۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٨۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

آن گاه باشد، df ∈ IfD(E)

df (x → y)

=
(
f(x) → df (y)

)
∨̄
(
df (x) → f(y)

)
=

[
(f(x) → df (y)) → (df (x) → f(y))

]
→ (df (x) → f(y)) (٢. ١) بنابر

=
[
(f(x) → ١) → (١ → f(y))

]
→ (١ → f(y))

=
(
١ → f(y)

)
→ f(y) = f(y) → f(y) = ١.

عمل تحت ker(df ) بنابراین .١ ∈ ker(df ) چون همچنین .x → y ∈ ker(df ) پس

است مشابه دیͽر حالت اثبات است. بسته “→”

فرض .df (y) = f(y) و df (x) = f(x) دراین صورت .x, y ∈ Edf=f کنیم فرض (٧)

داریم ۶ .٣ قضیه از استفاده با دراین صورت .df ∈ OfD(E) کنیم

df (x → y) = f(x) → df (y) = f(x) → f(y) = f(x → y).

پس .df ∈ IfD(E) دهید قرار حال

df (x → y)

=
(
f(x) → df (y)

)
∨̄
(
df (x) → f(y)

)
=

[
(f(x) → df (y))︸ ︷︷ ︸ → (df (x) → f(y))

]
→ (df (x) → f(y)) (٢. ١) بنابر

=

[
(df (x) → f(y)) → (df (x) → f(y))

]
→ (f(x) → f(y)) فرض به بنا

= ١ →
(
f(x) → f(y)

)
= f(x) → f(y)

= f(x → y). است درون ریختͬ ͷی f چون

“→” عمل تحت Edf=f بنابراین .df (x → y) = f(x → y) مورد دو هر در بنابراین

□ است. بسته

و ker(df ) دراین صورت .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .٣. ٢٠ نتیجه

هستند. بسته “∨̄” عمل تحت Edf=f

□ است. بدیهͬ اثبات ،(٧) و (۶)٣. ١٩ گزاره ،(٢. ١) از استفاده با اثبات.



نیازیان س نیازیان٢٨۵ س نیازیان٢٨۵ س ٢٨۵

E روی ترتیب حافظ بیرونͬ (درونͬ) f‐مشتق دو d٢,f و d١,f کنیم فرض .٣. ٢١ گزاره

دراین صورت .x ≤ f(x) باشیم، داشته x ∈ E هر برای که باشند

.d١,f = d٢,f اگروتنهااگر ،Fixd١,f (E) = Fixd٢,f (E) (١

.d١,f = d٢,f اگروتنهااگر Im(d١,f ) = Im(d٢,f ) (٢

Fixd١,f (E)روی به ترتیب d٢,f و d١,f نگاشت های (١)٣. ١٩ گزاره از استفاده با (١) اثبات.

هر برای درنتیجه و d١,f (d١,f (x)) = d١,f (x) پس هستند. خودتوان Fixd٢,f (E) و

d١,f (x) ∈ پس Fixd١,f (E) = Fixd٢,f (E) چون .d١,f (x) ∈ Fixd١,f (E) ،x ∈ E

(٣)۵ .٣ گزاره از استفاده با همچنین .d٢,f (d١,f (x)) = d١,f (x) درنتیجه .Fixd٢,f (E)

حافظ f‐مشتق دو d٢,f و d١,f چون .x ≤ f(x) ≤ d١,f (x) ،x ∈ E هر برای فرض، و

پس هستند، E روی ترتیب

d٢,f (x) ≤ d٢,f (f(x)) ≤ d٢,f (d١,f (x)) = d١,f (x).

،x ∈ E هر برای نتیجه در

d٢,f (x) ≤ d١,f (x).

بدیهͬ دیͽر طرف اثبات .d١,f = d٢,f بنابراین .d١,f (x) ≤ d٢,f (x) داریم، مشابه به روش

است.

□ است. بدیهͬ اثبات ،(١) و (٢)٣. ١٩ گزاره از استفاده با (٢)

آن گاه باشد، d١,f ◦ d٢,f = ١ اگر .d١,f , d٢,f ∈ OfD(E) کنیم فرض .٣. ٢٢ گزاره

است. برقرار x ∈ Ed٢,f=f هر برای گزاره عکس .Ed٢,f=f ⊆ f−١(ker(d١,f ))

این به توجه با .d٢,f (x) = f(x) دراین صورت .x ∈ Ed٢,f=f کنیم فرض اثبات.

داریم، گزاره فرض و ۶ .٣ قضیه از استفاده با ،d١,f ∈ OfD(E) که مطلب

d١,f (f(x)) = d١,f (١ → f(x)) = f(١) → d١,f (f(x))

= ١ → d١,f ◦ d٢,f (x) = ١ → ١ = ١.

.x ∈ f−١(ker(d١,f )) درنتیجه و f(x) ∈ ker(d١,f ) بنابراین



٢٨۶ تساوی جبرهای روی f٢٨۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٨۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

پس x ∈ f−١(ker(d١,f )) و d٢,f (x) = f(x) آن گاه ،x ∈ Ed٢,f=f اگر برعکس،

پس d١,f , d٢,f ∈ OfD(E) چون .d١,f (f(x)) = ١ نتیجه در و f(x) ∈ ker(d١,f )

d١,f ◦ d٢,f (x) = d١,f ◦ d٢,f (١ → x) = f(١) → d١,f ◦ d٢,f (x)

= ١ → d١,f ◦ d٢,f (x) = d١,f (d٢,f (x)) = d١,f (f(x)) = ١.

□

آن گاه ،x ∈ ker(df ) اگر .(df ∈ OfD(E))df ∈ IfD(E) کنیم فرض .٣. ٢٣ گزاره

هستند: برقرار زیر احͺام y ∈ E هر برای

y؛ → x ∈ ker(df ) (١)

.y∨̄x ∈ ker(df ) (٢)

df (x) = ١ دراین صورت .x ∈ ker(df ) و df ∈ IfD(E) کنیم فرض (١) اثبات.

نتیجه در و

df (y → x) =
(
f(y) → df (x)

)
∨̄
(
df (y) → f(x)

)
=

(
f(y) → ١

)
∨̄
(
df (y) → f(x)

)
= ١∨̄

(
df (y) → f(x)

)
= ١. (١)۴ .٣ لم بنابر

.y → x ∈ ker(df ) بنابراین

داریم (٢. ١) و ٣. ١ تعریف از استفاده با (٢)

df (y∨̄x)

= df
(
(y → x) → x

)
=

[
f(y → x) → df (x)

]
∨̄
[
df (y → x)︸ ︷︷ ︸ → f(x)

]
=

[
f(y → x) → ١

]
∨̄
[
١ → f(x)

]
(١) بنابر

= ١)̄∨١ → f(x)) = ١. (١)۴ .٣ لم بنابر

□ .y∨̄x ∈ ker(df ) بنابراین

و x ≤ y اگر .x, y ∈ E و df ∈ IfD(E) باشد، جابه جایی E کنیم فرض .٢۴ .٣ قضیه

.y ∈ ker(df ) آن گاه ،x ∈ ker(df )



نیازیان س نیازیان٢٨٧ س نیازیان٢٨٧ س ٢٨٧

داریم دراین صورت .x ≤ y و x ∈ ker(df ) ،df ∈ IfD(E) کنیم فرض اثبات.

پس .x → y = ١ و df (x) = ١

df (y) = df (١ → y) = df ((x → y) → y)

= df
(
(y → x) → x

)
E جابه جایی به بنا

=

[
f(y → x) → df (x)

]
∨̄
[
df (y → x) → f(x)

]
=

[
f(y → x) → ١

]
∨̄
[
df (y → x)︸ ︷︷ ︸

=١

→ f(x)
]

(١)٣. ٢٣ گزاره از استفاده با

= ١∨̄f(x) = ١. (١)۴ .٣ لم بنابر

□ .y ∈ ker(df ) بنابراین

باشد. (df ∈ IfD(E)) df ∈ OfD(E) و زنجیر ͷی E کنیم فرض .٢۵ .٣ گزاره

است. E از زیرجبر ͷی ker(df ) دراین صورت

x, y ∈ ker(df ) اگر است. زنجیر ͷی ker(df ) پس ،ker(df ) ⊆ E چون اثبات.

بنابراین .df (x ∧ y) = df (x) = ١ نتیجه در و x ∧ y = x آن گاه ،x ≤ y به طوری که

.x ∼ y = y → x داریم (١٠)٢. ٢ گزاره از استفاده با علاوه براین، .x ∧ y ∈ ker(df )

داریم، ۶ .٣ قضیه از استفاده با آن گاه ،df ∈ OfD(E) اگر حال

df (x ∼ y) = df (y → x) = f(y) → df (x) = f(y) → ١ = ١,

آن گاه ،df ∈ IfD(E) اگر همچنین

df (x ∼ y)

= df (y → x)

= [(f(y) → df (x)) → (df (y) → f(x))] → (df (y) → f(x))

= [(f(y) → ١) → (١ → f(x))] → (١ → f(x)) df (x) = ١ = df (y) چون

= [١ → f(x)] → f(x) (٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با

= f(x) → f(x) = ١,



٢٨٨ تساوی جبرهای روی f٢٨٨‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٨٨‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

E از زیرجبر ͷی ker(df ) بنابراین .x ∼ y ∈ ker(df ) حالت دو هر در نتیجه در و

□ است.

است فیلتر ͷی ker(df ) آن تحت که را شرایطͬ آن در و ͬ دهیم م ارائه گزاره ای ادامه در

ͬ کنیم. م بررسͬ

زیر شرط در x, y ∈ E هر برای هرگاه نامیم E روی ریختͬ درون ‐→ ͷی را df نکته.

کند: صدق

df (x → y) = df (x) → df (y).

دراین صورت باشد. E روی نگاشت ͷی df : E → E کنیم فرض .٢۶ .٣ گزاره

.ker(df ) ∈ F(E) آن گاه باشد، E روی →‐درون ریختͬ ͷی df اگر (١

به طوری که باشد، ترتیب حافظ و خودتوان df اگر .df ∈ OfD(E) کنیم فرض (٢

.ker(df ) ∈ F(E) آن گاه ،x ≤ f(x) باشیم داشته x ∈ E هر برای

(١)۵ .٣ گزاره از استفاده با است E روی درون ریختͬ ‐→ ͷی df چون (١) اثبات.

x, x → y ∈ ،x, y ∈ E برای کنیم فرض .١ ∈ ker(df ) نتیجه در و df (١) = ١ داریم

بنابراین .df (x) = df (x → y) = ١ دراین صورت .ker(df )

١ = df (x → y) = df (x) → df (y) = ١ → df (y) = df (y).

.ker(df ) ∈ F(E) بنابراین .y ∈ ker(df ) درنتیجه و df (y) = ١ پس

پس باشد. E روی خودتوان و ترتیب حافظ بیرونͬ f‐مشتق ͷی df کنیم فرض (٢)

باشیم داشته x, y ∈ E برای کنیم فرض .١ ∈ ker(df ) نتیجه در و df (١) = ١

بنابراین .df (x) = df (x → y) = ١ دراین صورت .x, x → y ∈ ker(df )

با همچنین .f(x) ≤ df (y) نتیجه در و ،١ = df (x → y) = f(x) → df (y)

حافظ بیرونͬ f‐مشتق ͷی df چون .x ≤ df (y) پس x ≤ f(x) فرض از استفاده

چون طرفͬ، از .df (x) ≤ df (df (y)) = df (y) پس است E روی خودتوان و ترتیب

.y ∈ ker(df ) پس df (y) = ١ نتیجه در و ١ = df (x) ≤ df (y) داریم: x ∈ ker(df )

□ .ker(df ) ∈ F(E) بنابراین

نگاشت و تساوی جبر دو (Q;∧Q,∼Q, ١Q) و (E;∧E ,∼E , ١E) کنیم فرض .٣. ٢٧ لم

دراین صورت باشد. تساوی همریختͬ ͷی f : E → Q



نیازیان س نیازیان٢٨٩ س نیازیان٢٨٩ س ٢٨٩

.f(F ) ∈ F(Q) آن گاه ،ker f ⊆ F و پوشا همریختͬ ͷی f ،F ∈ F(E) اگر (١

.f−١(G) ∈ F(E) آن گاه ،G ∈ F(Q) اگر (٢

□ است. بدیهͬ اثبات اثبات.

ͷی f : E → E و (df ∈ IfD(E)) df ∈ OfD(E) کنیم فرض .٣. ٢٨ قضیه

آن گاه ،ker f ⊆ F به طوری که ،F ∈ F(E) اگر باشد. پوشا همریختͬ

.df (F ) ⊆ f(F ) (١

رابطه که ͬ دهد م نتیجه df (x → y) ≤ df (x) → df (y) ،x, y ∈ E هر برای (٢

df f‐مشتق توسط که E روی هم ارزی رابطه با است منطبق E روی هم ارزی

است. آمده به دست

.f(F ) ∈ F(E) ،(١)٣. ٢٧ لم و فرض از استفاده با اثبات.

.df (x) = y به طوری که دارد، وجود x ∈ F عنصر پس .y ∈ df (F ) کنیم فرض (١)

پس x ∈ F و f(F ) ∈ F(E) چون .f(x) ≤ df (x) = y ،(٣)۵ .٣ گزاره بنابر

.df (F ) ⊆ f(F ) بنابراین .y ∈ f(F ) نتیجه در و f(x) ∈ f(F )

همریختͬ ͷی f چون .x → y, y → x ∈ F ،٢. ٧ گزاره بنابر .x ≡F y کنیم فرض (٢)

داریم، فرض و (٣)۵ .٣ گزاره بر بنا علاوه براین، .f(x) ≡f(F ) f(y) پس است، پوشا

f(x) → f(y) = f(x → y) ≤ df (x → y) ≤ df (x) → df (y).

گرفت نتیجه ͬ توان م مشابه به روش .df (x) → df (y) ∈ f(F ) پس f(F ) ∈ F(E) چون

□ .df (x) ≡f(F ) df (y) بنابراین .df (y) → df (x) ∈ f(F ) که

ͬ کند. م برآورده را (٢)٣. ٢٨ قضیه شرط ،(٢)٣. ٣ مثال در شده ساخته مشتق ‐f نکته.

دراین صورت .x, y ∈ E و F ∈ F(E) کنیم فرض

x, y /∈ F ⇒ x → y ∈ F یا y → x ∈ F.(٣. ٣)

شرط در که دارد وجود تساوی جبر در فیلتری ͬ دهد م نشان که ͬ دهیم م ارائه مثالͬ ادامه در

ͬ کند. م صدق (٣. ٣)



٢٩٠ تساوی جبرهای روی f٢٩٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٩٠‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

باشد. زیر عمل و هسه نمودار با E = {٠, a, b, ١} کنیم فرض [١] .٣. ٢٩ مثال

u
u u

u
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@

٠

a

١

b

∼ ٠ a b ١

٠ ١ b a ٠

a b ١ b a

b a a ١ b

١ ٠ a b ١

→ ٠ a b ١

٠ ١ ١ ١ ١

a b ١ b ١

b a a ١ ١

١ ٠ a b ١

F٢ = {a, ١} و F١ = {١} و است کراندار تساوی جبر ͷی (E,∧,∼, ٠, ١) دراین صورت

(٣. ٣) شرط در F٢ و ͬ کند نم صدق (٣. ٣) شرط در F١ به طوری که هستند، E از فیلتر دو

.b → ٠ = a ∈ F٢ و ٠ → b = ١ ͬ که درصورت ،٠, b /∈ F٢ زیرا ͬ کند، م صدق

ویژگͬ که F ∈ F(E) و باشد درون ریختͬ ͷی f : E → E کنیم فرض .٣. ٣٠ قضیه

Edf=f = F به طوری که دارد وجود df ∈ Df (E) ͷی دراین صورت نکند. برآورده را (٣. ٣)

.Edf=f ∈ F(E) نتیجه در و

ͬ کنیم م تعریف به گونه ای را df : E → E نگاشت .F ∈ F(E) کنیم فرض اثبات.

.df (x) = ١ ،x /∈ F هر برای و df (x) = f(x) باشیم داشته x ∈ F هر برای که

که کنیم ثابت است کافͬ پس .Edf=f ∈ F(E) نتیجه در و Edf=f = F که است بدیهͬ

نشان ابتدا .df ∈ IfD(E) ∩ OfD(E) ͬ کنیم م ثابت منظور این برای .df ∈ Df (E)

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت چهار .df ∈ OfD(E) که ͬ دهیم م

چون .df (y) = f(y) و df (x) = f(x) دراین صورت .x, y ∈ F کنیم فرض .١ حالت

نتیجه در و x → y ∈ F پس x, y ∈ F ∈ F(E)

df (x → y) = f(x → y) = f(x) → f(y) = f(x) → df (y).

.df ∈ OfD(E) داریم: ۶ .٣ قضیه از استفاده با بنابراین،

.df (y) = f(y) و df (x) = ١ دراین صورت .y ∈ F و x /∈ F کنیم فرض .٢ حالت

مشاهده ͬ توان م (١) حالت مشابه .x → y ∈ F پس F ∈ F(E) و y ≤ x → y چون

.df ∈ OfD(E) که کرد

و x ∈ F چون آن گاه ،x → y ∈ F اگر .y /∈ F و x ∈ F کنیم فرض .٣ حالت

و x → y /∈ F پس است. تناقض که y ∈ F که گرفت نتیجه ͬ توان م F ∈ F(E)



نیازیان س نیازیان٢٩١ س نیازیان٢٩١ س ٢٩١

دیͽر، طرف از .df (x → y) = ١[(
df (x) → f(y)

)
→

(
f(x) → df (y)

)]
→

(
f(x) → df (y)

)
=

[(
f(x) → f(y)

)
→

(
f(x) → ١

)]
→

(
f(x) → ١

)
بنابراین .df (x → y) = ١ = (df (x) → f(y))∨̄(f(x) → df (y)) پس

df ∈ OfD(E).

پس .df (x) = ١ = df (y) دراین صورت .x, y /∈ F کنیم فرض .۴ )]حالت
df (x) → f(y)

)
→

(
f(x) → df (y)

)]
→

(
f(x) → df (y)

)
= [(١ → f(y)) → (f(x) → ١)] → (f(x) → ١)

= ١ → ١ = ١.

.y → x /∈ F و x → y /∈ F ͬ دهد م نتیجه x, y /∈ F فرض از استفاده با علاوه براین،

کرد ثابت ͬ توان م مشابه روش به .df ∈ OfD(E) بنابراین .df (x → y) = ١ پس

□ .df ∈ Df (E) بنابراین .df ∈ IfD(E)

تساوی جبرهای روی مشتق ‐(α, f) .۴

نشان و ͬ سازیم م درون ریختͬ دو تساوی، جبرهای ͬ های ویژگ از استفاده با قسمت این در

مشتقات ‐f این از استفاده با و هستند تساوی جبرهای بیرونͬ مشتقات ‐f آن ها که ͬ دهیم م

ͬ سازیم. م دوگان BCK‐جبر و BE‐جبر ͷی بیرونͬ

تساوی جبر ͷی را E دراین صورت باشد. تساوی جبر ͷی E کنیم فرض [١] .١ .۴ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط x, y, z ∈ E هر برای هرگاه ͬ نامیم م مثبت

x → (y → z) = (x → y) → (x → z)(١ .۴)

شرط در E دراین صورت بͽیرید. نظر در را ٣. ٢٩ مثال در بیان شده تساوی جبر .٢ .۴ مثال

ͬ کند. م صدق (١ .۴)



٢٩٢ تساوی جبرهای روی f٢٩٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٩٢‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

آن در که باشد E روی نگاشت ͷی dβf : E → E کنیم فرض .٣ .۴ گزاره

dβf (x) = (f(x) → β) → β,

برقرارند: زیر احͺام دراین صورت .β ∈ E و

است. ترتیب حافظ dβf (١

است. خودتوان نگاشت dβf آن گاه ،f٢ = f و β ∈ Fixf (E) اگر (٢

.ker(dβf ) ∈ F(E) (٣

.dβf ∈ OfD(E) آن گاه باشد، E روی →‐درون ریختͬ ͷی dβf اگر (۴

پس است همریختͬ ͷی f چون .x ≤ y به طوری که x, y ∈ E کنیم فرض (١) اثبات.

داریم: (۶)٢. ٢ گزاره از استفاده دوبار با .f(x) ≤ f(y)

dβf (x) = (f(x) → β) → β ≤ (f(y) → β) → β = dβf (y).

است. ترتیب حافظ dβf بنابراین

با و f(β) = β دراین صورت .β ∈ Fixf (E) و f٢ = f ،x ∈ E کنیم فرض (٢)

داریم (٩)٢. ٢ گزاره از استفاده

dβf (d
β
f (x)) = dβf ((f(x) → β) → β) =

[
f
(
(f(x) → β) → β

)
→ β

]
→ β

=

[((
f٢(x) → f(β)

)
→ f(β)

)
→ β

]
→ β

=

[(
(f(x) → β) → β

)
→ β

]
→ β

= (f(x) → β) → β (٩)٢. ٢ گزاره بنابر

= dβf (x).

است. خودتوان dβf بنابراین

dβf (x) = ١ پس .x, x → y ∈ ker(dβf ) کنیم فرض .١ ∈ ker(dβf ) که است بدیهͬ (٣)

بنابر و f(y) ≤ (f(y) → β) → β ،(۴)٢. ٢ گزاره از استفاده با .dβf (x → y) = ١ و

که گرفت نتیجه ͬ توان م (۶)٢. ٢ گزاره

f(x) → f(y) ≤ f(x) →
(
(f(y) → β) → β

)
.(٢ .۴)

علاوه براین



نیازیان س نیازیان٢٩٣ س نیازیان٢٩٣ س ٢٩٣

dβf (y) = (f(y) → β) → β = ١ → [(f(y) → β) → β] (٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=

[ (
(f(x) → f(y)) → β

)
→ β︸ ︷︷ ︸

]
→ [(f(y) → β) → β]

dβf (x → y) = ١ چون

= (f(y) → β) →
[((

(f(x) → f(y)) → β
)
→ β

)
→ β

]
(۵)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(y) → β

)
→

[
(f(x) → f(y)) → β

]
(٩)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(x) → f(y)

)
→

[
(f(y) → β) → β

]
(۵)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(x) → f(y)

)
→

[
١ →

(
(f(y) → β) → β

)]
(٢)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(x) → f(y)

)
→

[ (
(f(x) → β) → β

)︸ ︷︷ ︸ → (
(f(y) → β) → β

)]
dβf (x) = ١ بنابر

= (f(x) → f(y)) →
[
(f(y) → β) →

(
(f(x) → β) → β) → β

)︸ ︷︷ ︸
]

(۵)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(x) → f(y)

)
→

[
(f(y) → β) → (f(x) → β)

]
(٩)٢. ٢ گزاره از استفاده با

=
(
f(x) → f(y)

)
→

[
f(x) →

(
(f(y) → β) → β

)]
(٢ .۴) بنابر

= ١.

.ker(dβf ) ∈ F(E) بنابراین .y ∈ ker(dβ) نتیجه در و dβf (y) = ١ پس



٢٩۴ تساوی جبرهای روی f٢٩۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٩۴‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

داریم مفروضات از استفاده با (۴)

dβf (x → y) = dβf (x) → dβf (y)

=
(
(f(x) → β) → β

)
→

(
(f(y) → β) → β

)
= (f(y) → β) →

((
(f(x) → β) → β

)
→ β

)
(۵)٢. ٢ گزاره از استفاده با

= (f(y) → β) → (f(x) → β) (٩)٢. ٢ گزاره از استفاده با

= f(x) →
(
(f(y) → β) → β

)
(۵)٢. ٢ گزاره از استفاده با

= f(x) → dβf (y).

□ .dβf ∈ OfD(E) داریم: ۶ .٣ قضیه از استفاده با بنابراین،

به طوری که بͽیرید، درنظر E روی را dαf : E → E نگاشت .α ∈ E کنیم فرض .۴ .۴ گزاره

برقرارند: زیر احͺام دراین صورت .dαf (x) = α → f(x) داریم: x ∈ E برای

.d٠
f (x) = ١ آن گاه باشد، کراندار E اگر .d١

f (x) = f(x) (١

است. ترتیب حافظ dαf (٢

است. E روی →‐درون ریختͬ ͷی dαf آن گاه کند، صدق (١ .۴) شرط در E اگر (٣

.dαf ∈ OfD(E) (۴

است. بدیهͬ اثبات (١) اثبات.

پس است، همریختͬ ͷی f چون .x ≤ y به طوری که باشند x, y ∈ E کنیم فرض (٢)

و α → f(x) ≤ α → f(y) ،(۶)٢. ٢ گزاره از استفاده با دراین صورت .f(x) ≤ f(y)

است. ترتیب حافظ dαf بنابراین .dαf (x) ≤ dαf (y) نتیجه در

داریم: ͬ کند م صدق (١ .۴) شرط در E چون .x, y ∈ E کنیم فرض (٣)

dαf (x → y) = α → f(x → y) = α → (f(x) → f(y))

= (α → f(x)) → (α → f(y)) = dαf (x) → dαf (y).

.dαf (x → y) = dαf (x) → dαf (y) بنابراین

با بنابراین .f(x) ≤ α → f(x) ،(٣)٢. ٢ گزاره از استفاده با .x, y ∈ E کنیم فرض (۴)



نیازیان س نیازیان٢٩۵ س نیازیان٢٩۵ س ٢٩۵

که گرفت نتیجه ͬ توان م (۵) و (۶)٢. ٢ گزاره از استفاده

(α → f(x)) → f(y) ≤ f(x) → f(y)

≤ α →
(
f(x) → f(y)

)
= f(x) → (α → f(y)).(٣ .۴)

پس

dαf (x → y)

= α → f(x → y) = α → (f(x) → f(y)) است همریختͬ ͷی f چون

= f(x) → (α → f(y)) (۵)٢. ٢ گزاره بنابر

= ١ →
[
f(x) → (α → f(y))

]
(٢)٢. ٢ گزاره بنابر

=

[(
(α → f(x)) → f(y)

)
→

(
f(x) → (α → f(y))

)]
︸ ︷︷ ︸ →

[
f(x) → (α → f(y))

]
(٣ .۴) بنابر

=

[(
dαf (x) → f(y)

)
→

(
f(x) → dαf (y)

)]
→

[
f(x) → dαf (y)

]
dαf تعریف به بنا

=
(
dαf (x) → f(y)

)
∨̄
(
f(x) → dαf (y)

)
. ∨̄ تعریف به بنا

□ .dαf ∈ OfD(E) بنابراین

(Dα
f (E), ◦, ١E) آن  گاه باشد. خودتوان f و تساوی ⊙‐جبر ͷی E کنیم فرض .۵ .۴ گزاره

.Dα
f (E) = {dαf | α ∈ Fixf (E)} آن در که است تکواره ͷی

پس α١, α٢ ∈ Fixf (E) چون .dα١
f , dα٢

f ∈ Dα
f (E) کنیم فرض اثبات.

f(α١ ⊙ α٢) = f(α١)⊙ f(α٢) = α١ ⊙ α٢,



٢٩۶ تساوی جبرهای روی f٢٩۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f٢٩۶‐مشتق تساوی جبرهای روی f‐مشتق

داریم: حال است. بسته ⊙ عمل تحت Fixf (E) نتیجه در

dα١
f ◦ dα٢

f (x) = dα١
f (α٢ → f(x)) = α١ → f (α٢ → f(x)) dαf تعریف به بنا

= α١ →
(
f(α٢) → f٢(x)

)
است درونریختͬ ͷی f چون

= α١ → (f(α٢) → f(x)) است خودتوان f چون

= α١ → (α٢ → f(x)) α٢ ∈ Fixf (E) چون

= (α١ ⊙ α٢) → f(x) است تساوی ⊙‐جبر ͷی E چون

= dα١⊙α٢
f (x).

(Dα
f (E), ◦, ١E) ،(٢)٢. ٣ گزاره از استفاده با و است بسته “◦” عمل تحت (Dα

f (E), ◦) بنابراین

□ .١E(x) = ١ ،x ∈ E هر برای آن در که است تکواره ͷی

در ثابت α ∈ E و است E روی ͬ های درون ریخت همه مجموعه End(E) کنیم فرض

با را f درون ریختͬ با مرتبط E از مشتق ‐(α, f) تمام مجموعه دراین صورت بͽیریم. نظر

.DE(α, f) = {dαf | f ∈ End(E)} دیͽر عبارت به ͬ دهیم، م نشان DE(α, f) نماد

ͬ کنیم م تعریف (f ⇝ g)(x) = f(x) → g(x) به صورت End(E) روی را “⇝” عمل

.x ∈ E و f, g ∈ End(E) آن در که

و باشد ٣. ٣ مثال در بیان شده تساوی جبر E آن در که f, g : E → E کنیم فرض .۶ .۴ مثال

.g(a) = g(b) = g(١) = ١ ،g(٠) = ٠ و f(b) = f(١) = ١ و f(a) = a ،f(٠) = ٠

.g ⇝ f /∈ End(E) ͬ که درصورت f ⇝ g = ١E ∈ End(E) است بدیهͬ

از عمل ͷی با جبری ساختار آن گاه باشد، بسته “⇝” عمل تحت End(E) اگر .٧ .۴ قضیه

دوگان BCK‐جبر ͷی نتیجه در و است BE‐جبر ͷی (DE(α, f),⇝, ١E) ،٢ نوع

است.

□ است. بدیهͬ اثبات اثبات.

نتیجه .۵

مشتقات ‐f مفاهیم از استفاده با E تساوی جبر در f‐مشتق مفهوم ابتدا مقاله، این در

را بیرونͬ) (درونͬ، f‐مشتق ͬ های ویژگ از برخͬ سپس کردیم. معرفͬ را بیرونͬ و درونͬ



نیازیان س نیازیان٢٩٧ س نیازیان٢٩٧ س ٢٩٧

کنیم تعریف E در را f‐مشتق ͷی تا ͬ کنند م ͷکم ما به که را مناسبی شرایط و بررسͬ

تعریف را E در f‐مشتق ثابت نقطه مجموعه و هسته مفاهیم علاوه براین، کردیم. مطالعه

که دادیم نشان علاوه براین، هستند. E فیلترهای شرایطͬ چه تحت که کردیم ثابت و کرده

منطبق f‐مشتق با E در هم ارزی روابط با (E,→, ١) در هم ارزی روابط شرایط برخͬ تحت

با و شده ساخته بیرونͬ f‐مشتق دو تساوی، جبر ͬ های ویژگ از استفاده با همچنین است.

که دادیم نشان بیرونͬ f‐مشتق های این همه مجموعه روی ⇝ دوتایی عملیات ͷی معرفͬ

ͬ دهد. م دوگان BCK‐جبر و BE‐جبر ͷی تشͺیل مجموعه این
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