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دلیل به همچنین و واقعی دنیای های پدیده با بهینه کنترل مسایل بیشتر انطباق برای چکیده.

و فازی مفهوم دو از مهندسی، مدلهای در گیری اندازه ابزارهای نادقیق های داده از استفاده

کنیم. می استفاده مسایل از دسته این ارتقای برای بال دو عنوان به کسری، مرتبه مشتقات

بهینه کنترل مساله دو به α-برش مفهوم کمک به توان می را فازی کسری بهینه کنترل مساله

کسری، بهینه کنترل مساله برای پونتریاگین کمینه اصل از استفاده با سپس و کرد تبدیل کسری

اطمینان درجه مفهوم بیان با مطالب، این برپایه آورد. دست به را آن بهینه کنترل و بهینه مسیر

،α اطمینان مقدار کردن اختیار با تواند می گیرنده تصمیم شخص مسایل، از دسته این برای

که است حالی در این کند. محاسبه بازه یک صورت به را مذکور مساله بهینه کنترل و بهینه مسیر

بهینه مسیر برای آمده دست به های بازه پایین و بالا کران باشد، نزدیکتر یک به α مقدار هرچه

نزدیکتر و نزدیک مساله فازی) (غیر دقیق حالت برای بهینه کنترل و مسیر به بهینه، کنترل و

شوند. می

دارد) (ادامه حسب بر مقاله این در شده ارایه روش با را عددی مثال یک مقاله، این پایان در
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نشان و کنیم می حل β مختلف مراتب کسری مشتقات همچنین و α مختلف برشهای

جوابهای با α = β = ١ حالت در آمده دست به بهینه مسیر و بهینه کنترل که دهیم می

دارد. مطابقت یک مرتبه مشتقات با و فازی غیر حالت در آمده دست به بهینه

سرآغاز .١

از بسیاری و دینامیکی سیستمهای کنترل برای بهینه استراتژی یک بهینه کنترل موضوع

بسیاری طبیعی، طور به شوند. واقع مفید تا دارند شدن کنترل به نیاز که است دیگر رویدادهای

آنها، رفتار حتی و خروجی و ورودی های متغیر در دقیق غیر های داده با واقعی دنیای مدلهای از

از دسته این بیان برای روش یک عنوان به سازی فازی از ما حقیقت، این اساس بر هستند. مواجه

می ما بهینه، کنترل مساله سازی فازی اهمیت دانستن با کنیم. می استفاده واقعی دنیای در مدلها

دنیای در دینامیکی سیستمهای همچنین و فیزیکی مدلهای در کنترل پارامتر از بهتری نمایش توانیم

مهندسی ریاضیات، در را مهمی نقش کسری مرتبه محاسبات اخیر، سالهای در دهیم. ارایه واقعی

حوادث مدلهای و دینامیکی سیستمهای از بسیاری کند. می ایفا علمی های زمینه سایر و مکانیک

دهند. می نشان خود از بهتری عملکرد کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات از استفاده با واقعی دنیای

سازد. می رهنمون فازی، کسری بهینه کنترل مسایل مطالعه و بررسی و بحث به را ما دلایل این

را آن باشد، کنترل متغیر یک دارای کسری مرتبه از مشتقات با فازی دیفرانسیل معادله یک که اگر

برای ١٩٨٧ سال در را بلمن بهینه اصل [٣٣] زو نامیم. می فازی کسری بهینه کنترل مساله یک

مسایل از دسته این برای جواب وجود روی [١١] کلویدن و دیموند برد؛ بکار فازی کنترل مساله

سیستم یک برای بهینگی لازم شرایط [٢٨] دیگران و پارک سپس، کردند. نظر اظهار و بحث کنترلی

دستگاه یک با فازی کنترلی مساله یک [١٢] آنجلاو و فیلیو آوردند. دست به را فازی کنترلی

زمان فازی بهینه کنترل مساله یک [٣٣] کین ز. رساندند. انجام به را آن حل و بیان را غیرخطی

مشتق قابلیت گرفتن نظر در به توجه با [۵] در پرداختند. آن مطالعه و بررسی به و مطرح را همگن

هاکوهارا مشتقپذیری با فازی مرزی نقطه دو با سیستم یک برای را جدیدی روش نویسندگان پذیری،

و بحث اولیه شرایط با بالاتر مرتبه فازی دیفرانسیل معادلات روی [١٣] دیگران و گال کردند. بیان

دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روشهای [٢٧] دیگران و نیتو پرداختند. آن مورد در نظر اظهار

مساله برای لازم شرایط آوردن بدست برای را لاگرانژ ضرایب روش [۴] گراوال آ دادند. ارایه فازی

کردند. پیاده فازی بهینه کنترل

که است همراه ابهاماتی و قطعیت ها عدم با اغلب واقعی، دنیای سیستم های کنترل و مدل سازی

معادلات و فازی های داده شرایط، این در نیستند. آنها پوشش به قادر دقیق ریاضی مدل های
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قطعیت ها عدم این مدیریت برای قدرتمند ابزاری عنوان به می توانند کسری مشتقات با دیفرانسیل

کنترل مسایل کاربردهای این از برخی گیرند. قرار استفاده مورد کارآمد کنترلی سیستم های طراحی و

از: عبارتند فازی کسری بهینه

انجام در دقت افزایش انرژی، مصرف کاهش ربات ها، حرکت مسیر بهینه سازی رباتیک: کنترل

پیش بینی. غیرقابل و ناهموار محیط های در ویژه به ربات ها تعادل و حرکت کنترل وظایف،

محصولات، کیفیت افزایش و ضایعات، کاهش فرآیند، پارامترهای بهینه سازی صنعتی: فرآیندهای کنترل

گاز. و نفت شیمیایی فرآیندهای در متغیرها سایر و جریان فشار، دما، کنترل

و فرکانس ولتاژ، کنترل تلفات، کاهش برق، توزیع و تولید بهینه سازی قدرت: سیستم های کنترل

سیستم. کارایی و پایداری بهبود منظور به برق شبکه های در توان

خودروها، ایمنی افزایش سوخت، مصرف کاهش ترافیک، بهینه سازی نقل: و حمل سیستم های کنترل

ناوبری. سیستم های و خودرو تعلیق سیستم های عملکرد سازی بهینه

بهبود دیابتی، بیماران در خون قند کنترل بیماری ها، درمان بهینه سازی زیستی: سیستم های کنترل

و عروق ، قلب مانند فیزیولوژیکی سیستم های کنترل و مدل سازی مصنوعی، اندام های عملکرد

ایمنی. سیستم های

کیفیت بهبود و مطلوب دمای حفظ انرژی، مصرف بهینه سازی گرمایش: و مطبوع تهویه سیستم های

ساختمان. داخل هوای

ربات حرکت برای مسیر بهترین یافتن است ممکن هدف رباتیک، سیستم یک در مثال، عنوان به

فرآیند یک در یا برساند. حداقل به را انرژی مصرف هم و برسد هدف به سرعت به هم که باشد

کیفیت با محصول هم که باشد فشار و دما برای تنظیمات بهترین یافتن است ممکن هدف شیمیایی،

داده با مدلهایی سازی بهینه با است ممکن موارد این همه در یابد. کاهش هزینه ها هم و شود تولید

باشیم. رو به رو کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات با محدودیتهایی و نادقیق های

سیستم های بهینه سازی و عملکرد بهبود برای قدرتمند ابزاری فازی کسری بهینه کنترل نهایت، در

حساب فازی، منطق ترکیب با کنترل، روش این هستند. نادقیق های داده دارای که است پیچیده

کارآمد، کنترلی سیستم های طراحی امکان بهینه سازی، تکنیک های و کسری، انتگرال و دیفرانسیل

می کند. فراهم را هوشمند و مقاوم،

در است. شده ارایه آن برای تحلیلی حل روش و فازی کسری بهینه کنترل مساله مقاله این در

مثال یک روی را آن و بیان را کنترلی مسایل از گونه این برای اطمینان درجه جدید مفهوم کار، ادامه

کنیم. می سازی پیاده عددی
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بگیرید: نظر در را زیر فازی کسری بهینه کنترل مساله

Min :

∫ b

a
f◦(t, x̃(t), ũ(t))dt

(١. ١) S. to :


(
Dβ

a+
x̃
)
(t) = f(t, x̃(t), ũ(t));

x̃(a) = x̃◦

f فازی، کنترل متغیر ũ فازی، عدد یک x̃◦ فازی، متغیر یک x̃ ،t ∈ (a, b) ⊆ R که جایی

مشتق کننده بیان
(
Dβ

a+
x̃
)
(t) اینجا در باشند؛ می ũ و x̃ ، t حسب بر پیوسته تابع دو f◦ و

می فازی کنترل و حالت متغیر آن در که (١. ١) مساله است. β ∈ (◦, ١) مرتبه از لیوویل ریمان

بهینه کنترل مساله یک را است شده هدایت کسری مرتبه از دیفرانسیل معادله دستگاه توسط و باشد

α-برش کمک به آنگاه باشد فازی عدد یک x بردار اگر که دانیم می .[١۴] نامند می فازی کسری

صورت به آن های مولفه از یک هر برای ای بازه نمایش توان می

(١. ٢) xkα =

[
xα
−

k, x̄kα

]
, k = ١, ٢, . . . , N,

صورت به که عدد این از دیگری نمایش به را ما نمایش طرز این داشت. α ∈ [◦, ١] هر برای را

:[٣٠ ،٢٠ ،٣٢ ،٢٩] شود می راهنما است، مختلط عدد یک نمادین

(١. ٣) xkα = x
−

k

α
+ ix̄kα , k = ١, ٢, . . . , N.

:[٢٠] نوشت زیر صورت به را آن توان می باشد، مثلثی فازی عدد یک x̃ = (p, q, r) اگر بنابراین

x̃ = [qα+ p(١ − α), qα+ r(١ − α)]

= (qα+ p(١ − α)) + i(p(١ − α), qα+ r(١ − α)), α ∈ [◦, ١].
(۴ .١)

فازی لیوویل ریمان مشتق و انتگرال روی برش .٢

LF [a, b] و [a, b] بازه روی مقدار فازی توابع همه فضای دهنده CFنشان [a, b] که کنید فرض

باشد. [a, b] ⊂ R کراندار بازه روی پذیر انتگرال لبگ مقدار فازی توابع همه فضای بیانگر

استفاده با آنگاه باشد، مقدار فازی تابع یک f ∈ CF [a, b]∩LF [a, b] کنید فرض .٢. ١ قضیه

نمایش زیر صورت به توان می را f مقدار فازی تابع از لیوویل ریمان انتگرال α-برش، مفهوم از
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:[١٨ ،١۵] )داد
Iβ
a+

f
)
(x;α) =[(

Iβ
a+

f
−

)
(x;α),

(
Iβ
a+

f̄
)
(x;α)

]
, ◦ ≤ α ≤ ١, ◦ ≤ β ≤ ١.

(٢. ١)

□ شود. رجوع [١۵] مرجع به اثبات.

نیز
(
Iβ
a−f

)
(x;α) برای مشابه طور به توان می را فرمولها و روابط همین شویم می یادآور

کرد. بیان

◦ < β ≤ ١ و x◦ ∈ (a, b) ⊆ R ، f ∈ CF [a, b] ∩ LF [a, b] کنید فرض .٢. ٢ قضیه

صورت به توان می را f مقدار فازی تابع از لیوویل ریمان مشتق α-برش، مفهوم از استفاده با آنگاه

:[١٩ ،١۵] داد نمایش )زیر
Dβ

a+
f
)
(x;α) =

[(
Dβ

a+
f
−

)
(x;α),

(
Dβ

a+
f̄
)
(x;α)

]
, ◦ ≤ α ≤ ١;

داریم. نیز
(
Dβ

b−f
)
(x ; a) برای را نتیجه همین مشابه طور به

□ شود. رجوع [١۵] مرجع به اثبات.

زیر صورت به f ∈ CF [a, b] ∩ LF [a, b] مقدار فازی تابع برای α-برش ،(١. ٢) مطابق

شود: می داده نمایش

(٢. ٢) f(x;α) =

[
f
−
(x;α), f̄(x;α)

]
, ◦ ≤ α ≤ ١,

باشد. می f تابع α-برش از بالا کران و پایین کران ترتیب به f̄(x;α) و f
−
(x;α) که جایی

فازی کسری بهینه کنترل مساله .٣

شویم. یادآور است، گردیده بیان [١٠] در که را پونتریاگین کمینه اصل است لازم بحث آغاز در

گیریم: می نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مساله ابتدا منظور این برای

Min :

∫ b

a
f◦(t, x(t), u(t))dt

(٣. ١) S. to :


(
Dβ

b−x
)
(t) = f(t, x(t), u(t));

x(a) = A,
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این باشد (٣. ١) جواب یک (x∗, u∗) که آن برای لازم شرط است. حقیقی عدد یک A آن در که

کسری دستگاه در (x∗, u∗) که طوری به باشد داشته وجود چنان w مانند اسکالر تابع یک که است

کند: صدق زیر

(
Dβ

b−x
)
(t) = ∂H

∂w (x, u, w, t);(
Dβ

b−w
)
(t) = ∂H

∂x (x, u, w, t);

∂H
∂u (x, u, w, t) = ◦;

(x(a), w(b)) = (A, ◦),

کنید مراجعه بیشتر جزییات (برای H(x, u, w, t) = f◦(t, x, u) + w.f(x, u, t) که جایی

.([١٠] به

گیریم: می نظر در را زیر فازی کسری بهینه کنترل مساله و پردازیم می اصلی مبحث به اکنون

Min :

∫ b

a
f◦(t, x̃(t), ũ(t))dt

(٣. ٢) S. to :


(
Dβ

a+
x̃
)
(t) = f(t, x̃(t), ũ(t));

x̃(a) = x̃◦ = (p, q, r),

استفاده با حال .◦ < β ≤ ١ و است مثلثی فازی عدد یک x̃◦ = (p, q, r) اولیه، شرط در که

به توان می را (٣. ٢) مساله که دانیم می ،[٢٠ ،١۴] در شده ارایه روشهای و قبل بخش مطالب از

داد: نمایش نیز زیر صورت

Min :

∫ b

a
[f◦

(
t, x

−
(t;α), u

−
(t;α)

)
+ if◦ (t, x̄(t;α), ū(t;α))]dt

S. to :



(
Dβ

a+
x
−

)
(t;α) + i

(
Dβ

a+
x̄
)
(t;α) =

f

(
t, x

−
(t;α), u

−
(t;α)

)
+ if (t, x̄(t;α), ū(t;α)) ;

x
−
(a;α) + ix̄(a;α) = (qα+ p(١ − α)) + i (qα+ r(١ − α)) .

(٣. ٣)

زیر مساله دو صورت به توان می را مساله این مختلط، اعداد مبحث در تساوی اصل به توجه با

نوشت:

Min :

∫ b

a
f◦

(
t, x

−
(t;α), u

−
(t;α)

)
dt
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(۴ .٣) S. to :


(
Dβ

a+
x
−

)
(t;α) = f

(
t, x

−
(t;α), u

−
(t;α)

)
;

x
−
(a;α) = (qα+ p(١ − α)) ;

و

Min :

∫ b

a
f◦ (t, x̄(t;α), ū(t;α)) dt

(۵ .٣) S. to :


(
Dβ

a+
x̄
)
(t;α) = f (t, x̄(t;α), ū(t;α)) ;

x̄(a;α) = (qα+ r(١ − α)) .

(x̄∗(t;α), ū∗(t;α)) و
(
x
−

∗(t;α), u
−

∗(t;α)

)
مرتبهای زوج مساله، دو این حل از که داریم توجه

جواب آنگاه، آیند. می دست به معین α حسب بر (۵ .٣) و (۴ .٣) مسایل بهینه جوابهای عنوان به

گردد: می معین زیر α-برشهای صورت به (٣. ٢) مساله بهینه

x̃∗(t, α) =

[
x
−

∗(t;α), x̄∗(t;α)

]
, ũ∗(t, α) =

[
u
−

∗(t;α), ū∗(t;α)

]
.

گردند. می یادآوری اینجا در که هستند مفید زیر قضایای ،(۵ .٣) و (۴ .٣) جوابهای تعیین جهت

:[١۵] بگیرید نظر در را زیر مساله .٣. ١ قضیه

(۶ .٣)


(
Dβ

a+
y
)
(x) = f(x, y(x)), ◦ < β ≤ ١(

I١−β
a+

y
)
(a) = b b ∈ R,

و باشد می G ⊂ R × R دامنه در مقدار حقیقی پیوسته تابع یک f(x, y(x)) آن در که

این جواب آنگاه کند، می صدق نیز شیتز لیب شرط در f و sup(x,y)∈G |f(x, y)| ≤ ∞

:[١۵] باشد می زیر صورت به کسری دستگاه

(٣. ٧) y(x) =
b(x− a)(β−١)

Γ(β)
+

١
Γ(β)

∫ x

a

f(t, y(t))dt

(x− t)(١−β)
, x > a, ◦ < β < ١;

مراجعه [١۵] به بیشتر اطلاع برای نامند، می کوشی نوع از مساله یک را (٣. ٧) نوع از (مساله

شود).

است: کوشی نوع از که زیر خطی دیفرانسیل معادله جواب همچنین

(٣. ٨)


(
Dβ

a+
y
)
(x)− λy(x) = f(x),

y(a) = b.



١٨٨ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٨٨درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٨٨درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

باشد: می زیر صورت به

y(x) = bxβ−١Eβ,β(λ(x− a)β) +

∫ x

a
(x− t)β−١Eβ,β(λ(x− t)β)f(t)dt,

(٣. ٩)

شود: می تعریف زیر صورت به که باشد می پارامتری دو لفلر میتاگ تابع Eβ,β که جایی

(٣. ١٠) Eα,β(z) :=
∑∞

k=◦

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C; R(α) > ◦ .

□ گردد. رجوع [١۵] به اثبات.

فازی کسری بهینه کنترل مساله اطمینان درجه .۴

باورپذیری یا قطعیت میزان به کلی طور به فازی، کسری بهینه کنترل مسائل در اطمینان درجه

و قطعیت عدم با که فازی سیستم های در ویژه به مفهوم، این دارد. اشاره کنترلی تصمیمات و نتایج

می توانیم حد چه تا ما که می دهد نشان اطمینان درجه می کند. پیدا ویژه ای اهمیت دارند، سروکار ابهام

دیگر، عبارت به کنیم. اعتماد موجود، قطعیت های عدم به توجه با کنترل، سیستم بهینه عملکرد به

و کند درک بهتر را کنترل سیستم عملکرد تا می کند کمک گیرنده تصمیم شخص به اطمینان درجه

مساله از (٣. ٣) مساله شد، گفته آنچه بنابر بگیرد. آن پیاده سازی و طراحی مورد در بهتری تصمیمات

را (٣. ٣) مساله است؛ آمده دست به (◦ < β ≤ ١) که β مرتبه با (٣. ٢) فازی کسری بهینه کنترل

و بوده (٣. ٣) مساله جواب که باشد داشته وجود u∗α کنترل تابع یک هرگاه نامیم می پذیر α-کنترل

کند. هدایت α(◦ ≤ α ≤ ١) اطمینان درجه با انتها نقطه به اولیه نقطه از را (٣. ٣) مساله سیستم

یک که x∗α هر برای µ(x∗α) = α عضویت تابع اینجا، در اطمینان درجه مفهوم بهتر بیان برای

x∗α ∈
[
xα
−

∗, x̄α
∗
]

داریم بنابراین کنیم. می تعریف را باشد می u∗α حسب بر (۴ .٣) مساله جواب

باشند. می α(◦ ≤ α ≤ ١) اطمینان درجه با x∗α بالای و پایین کران ترتیب به x̄α∗ و xα
−

∗ که

نزدیک یکدیگر به xα
−

∗ پایین کران و x̄α∗ بالا کران آنگاه شود می نزدیک یک به α مقدار که وقتی

که وقتی شود. می نزدیکتر و نزدیک دقیق بهینه مسیر به x∗α بهینه مسیر این، بنابر و شوند می

روش این بیابد، α اطمینان درجه با را (٣. ٢) مساله بهینه مسیر که بخواهد گیرنده تصمیم شخص

دهد. می نتیجه α برحسب بهینه مسیر برای بسته بازه یک
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دوم درجه فازی کسری بهینه کنترل مساله .۵

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه فازی کسری بهینه کنترل مساله

Min :

∫ ١

◦

(
ũ(t)٢

٢
+ q(١ − t)px̃(t)

)
dt

(١ .۵) S. to :


(
Dβ

(◦+)
x̄
)
(t) = λx̃(t) + µũ(t);

x̃(◦) = (a, b, c) ,

p, q, λ, µ ∈ و ◦ < β ≤ ١، t ∈ [◦, ١] فازی، کنترل متغیر ũ(t) فازی، حالت متغیر x̃(t) که

کنیم: می تبدیل زیر مساله به را (١ .۵) مساله ابتدا α-برش، مفهوم به توجه با هستند. R+

Min :

∫ ١

◦

(
١
٢
(u
−
(t;α)٢ + iū(t;α)٢) + q(١ − t)p(x

−
(t;α) + ix̄(t;α))

)
dt

S. to :



(
Dβ

(◦+)
x
−

)
(t;α) + i

(
Dβ

(◦+)
x̄
)
(t;α) = λ(x

−
(t;α) + ix̄(t;α))+

µ(u
−
(t;α) + iū(t;α))

(x
−
(◦;α) + ix̄(◦;α)) = (α+ a(b− α)) + i (α+ c(b− α)) ,

(٢ .۵)

شود: می تبدیل زیر مساله دو به (٢ .۵) مساله شده، بیان روش به توجه با حال

Min :

∫ ١

◦

(
١
٢
(u
−
(t;α)٢ + q(١ − t)p(x

−
(tα)

)
dt

(٣ .۵) S. to :


(
Dβ

(◦+)
x
−

)
(t;α) = λx

−
(t;α) + µu

−
(t;α)

x
−
(◦;α) = α+ a(b− α) ;

همچنین:

Min :

∫ ١

◦

(
١
٢
ū(t;α)٢) + q(١ − t)px̄(t;α))

)
dt

(۴ .۵) S. to :


(
Dβ

(◦+)
x̄
)
(t;α) = λx̄(t;α) + µū(t;α)

x̄(◦;α) = α+ c(b− α) .



١٩٠ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٠درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٠درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

همیلتونی تابع ابتدا کنیم؛ می حل کسری پونتریاگین کمینه اصل از استفاده با را (٣ .۵) مساله اکنون،

کنیم: می محاسبه )را
x
−
(t;α), u

−
(t;α), w, t

)
=

(
١
٢u−

(t;α)٢ + q(١ − t)px
−
(t;α)

)
+

w.(λx
−
(t;α) + µu

−
(t;α))

است: چنین کسری پونتریاگین کمینه اصل مطابق بهینگی برای لازم شرایط حال

(۵ .۵) Dβ
◦+x−

(t;α) =
∂H

∂w

(
x
−
(t;α), u

−
(t;α), w, t

)
= λx

−
(t;α) + µu

−
(t;α);

(۶ .۵) Dβ
◦+w =

∂H

∂x
−
(t;α)

(
x
−
(t;α), u

−
(t;α), w, t

)
= q(١ − t)p + λw;

(٧ .۵)
∂H

∂u
(x, u, w, t) = u

−
(t;α) + µw = ◦;

(٨ .۵)
(
x
−
(◦;α), w(١)

)
= (α+ a(b− α), ◦) .

داریم: (٧ .۵) و (۶ .۵) از

(٩ .۵)

 Dβ
◦+w = q(١ − t)p + λw;

w(١) = ◦ ,

است. t ∈ [◦, ١] آن در که

است: زیر کوشی دستگاه با معادل (٩ .۵) معادله همچنین

(١٠ .۵)

 Dβ
١−w

′
= qtp + λw

′
;

w
′
(◦) = ◦ ,

به (١٠ .۵) کسری کوشی مساله جواب [١۵] به بنا باشد. می w
′
(t) = w(١ − t) که جایی

باشد: می زیر صورت

(١١ .۵) w
′
=

∫ t

◦
(t− y)β−١Eβ,β

(
λ(t− y)β

)
qypdy , ∀t ∈ [◦, ١] ,



جهرمی یار کریم م. جهرمی١٩١ یار کریم م. جهرمی١٩١ یار کریم م. ١٩١

از استفاده با حال است. (٣. ١٠) رابطه بوسیله شده تعریف لفلر میتاگ تابع همان Eβ,β آن در که

کرد: بازنویسی زیر صورت به توان می را (١١ .۵) رابطه متغیر، تغییر

(١٢ .۵)

w
′
= q

∫ t
◦ (t− y)pyβ−١Eβ,β

(
λ(y)β

)
dy

= qΓ(p+ ١)Ip+١
١−

(
yβ−١Eβ,β

(
λ(y)β

))
(t)

= qΓ(p+ ١)tβ+pEβ,β+p+١
(
λ(y)β

)
,

داریم: بنابراین

(١٣ .۵) w(t) = w
′
(١ − t) = qΓ(p+ ١)(١ − t)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − t)β

)
,

داریم: (١٣ .۵) و (٧ .۵) رابطه از اکنون

(١۴ .۵) u
−

∗(t;α) = qΓ(p+ ١)(١ − t)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − t)β

)
همچنین: و

Dβ
◦+x

−
(t;α) = λx

−
(t;α) + µ

[
qΓ(p+ ١)(١ − t)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − t)β

)]
;

x
−
(◦;α) = α .

(١۵ .۵)

:[١۴] آورد دست به زیر مطابق را بهینه مسیر پایین کران توان می ،(٣. ٨) رابطه از استفاده با اکنون

x
−

∗(t;α) =
∫ t
◦ (t− y)β−١Eβ,β

(
λ(t− y)β

) (
µqΓ(p+ ١)(١ − y)β+p

Eβ,β+p+١
(
λ(١ − y)β)

))
dy + αtβ−١Eβ,β

(
λtβ

)
,

(١۶ .۵)

می دست به باشد می (٣ .۵) مساله جواب که (x
−

∗(t;α), u
−

∗(t;α)) بهینه مرتب زوج ترتیب بدین

پونتریاگین کمینه اصل کارگیری به همچنین و همیلتونی تابع نوشتن و روش همین از استفاده با آید.

می محاسبه زیر صورت به (x̄∗(t;α), ū∗(t;α)) بهینه مرتب زوج ،(۴ .۵) مساله برای کسری

گردد:

(١٧ .۵) ū∗(t;α) = qΓ(p+ ١)(١ − t)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − t)β

)
,

همچنین و

x̄∗(t;α) = (α+ ١)٢ − α)) tβ+pEβ,β

(
λtβ

)
+
∫ t

◦ (t− y)β−١Eβ,β

(
λ(t− y)β

)[
µqΓ(p+ ١)(١ − y)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − y)β

)]
dy .

(١٨ .۵)



١٩٢ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٢درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٢درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

را واقعیت این ؛ ū∗(t;α) = u
−

∗(t;α) که شود می مشاهده (١٧ .۵) و (١۴ .۵) درنظرگرفتن با

کرد: بیان زیر ویژگی قالب در توان می

است: زیر صورت به مساله بهینه کنترل تابع ،(١ .۵) مساله شرایط به توجه با

u∗(t;α) = ū∗(t;α) = u
−

∗(t;α) = qΓ(p+١)(١−t)β+pEβ,β+p+١

(
λ(١ − t)β

)
,

(١٩ .۵)

باشد. می ◦ < β ≤ ١ کسری مشتق مرتبه به وابسته و α از مستقل که

عددی سازی شبیه .۶

λ = µ = دهیم می قرار (١ .۵) مساله در تحلیلی جواب تعیین چگونگی دریافت جهت .١ .۶ مثال

گیریم: می نظر در را زیر فازی کسری بهینه کنترل مساله و p = q = ١

Min :

∫ ١

◦

(
ū(t)٢

٢
+ (١ − t)x̄(t)

)
dt

(١ .۶) S. to :


(
Dβ

◦+ x̄
)
(t) = x̄(t) + ū(t);

x̄(◦) = (◦, ١, ٢) ,

(١ .۶) مساله ، α = β = ١ دهیم قرار مساله این در اگر اکنون .◦ < β ≤ ١ و t ∈ [◦, ١] که

اصل از استفاده با که شود می زیر صورت به آزاد انتهایی نقطه با بهینه کنترل مساله یک به تبدیل

است: حل قابل پونتریاگین کمینه

Min :

∫ ١

◦

(
u(t)٢

٢
+ (١ − t)x(t)

)
dt

(٢ .۶) S. to :

 ẋ(t) = x(t) + u(t);

x(◦) = ١ .

است: زیر صورت به مساله این همیلتونی تابع

(٣ .۶) H = −
(
u(t)٢

٢
+ (١ − t)x(t)

)
+ w (x(t) + u(t)) ;

هستند: چنین بهینگی لازم شرط بنابراین

(۴ .۶) ẇ = −∂H

∂x
= −t− w;
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(۵ .۶)
∂H

∂u
= −u+ w = ◦.

شود می نتیجه لذا ، w(١) = ◦ آنجاکه از w؛ = ١− t+ ce−t آید می دست به (۴ .۶) رابطه از

می حاصل u∗(t) = −t+ ١ تحلیلی صورت به بهینه کنترل تابع (۵ .۶) به توجه با حال .c = ◦

آید. می بدست x∗(t) = t + e−t صورت به نیز بهینه مسیر تابع (٢ .۶) رابطه به توجه با شود؛

است. شده داده نشان ۵ و ١ های شکل در ها آن نمودار

x∗(t) بهینه مسیر :١ شکل

روابط به توجه با بگیرید. نظر در کلی حالت در را (١ .۶) فازی کسری بهینه کنترل مساله اکنون

داریم: (١۶ .۵) و (١۴ .۵)

(۶ .۶) u
−

∗(t;α) = Γ(٢)(١ − t)β+١Eβ,β+٢

(
(١ − t)β

)
,

x
−

∗(t;α) =
∫ t
◦ (t− y)β−١Eβ,β

(
tβ
) [

Γ(٢)(١ − y)β+١Eβ,β+٢
(
(١ − y)β

)]
dy

+αtβ−١Eβ,β

(
tβ
)
,

(٧ .۶)

داریم: ،(١٨ .۵) و (١٧ .۵) روابط گیری کار به با مشابه طور به

(٨ .۶) ū∗(t;α) = Γ(٢)(١ − t)β+١Eβ,β+٢

(
(١ − t)β

)
,



١٩۴ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩۴درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩۴درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

u∗(t) بهینه کنترل :٢ شکل

x̄∗(t;α) = (α+ ١)٢ − α))tβ−١Eβ,β

(
tβ
)
+∫ t

◦ (t− y)β−١Eβ,β

(
(t− y)β

) [
Γ(٢)(١ − y)β+١Eβ,β+٢

(
(١ − y)β

)]
dy .

(٩ .۶)

عنوان به لفلر میتاگ تابع اول جمله یازده از (٩ .۶) - (۶ .۶) روابط محاسبه در که شویم می یادآور

است. شده استفاده تقریب

β مختلف مقادیر برای بهینه کنترل توابع محاسبات، انجام از پس ،(۶ .۶) رابطه به توجه با

،t = ◦ نزدیکی در و ٣ شکل در که شود می مشاهده دقت کمی با است؛ شده رسم ٣ شکل در

رابطه به توجه با همچنین کند. می پیدا افزایش u
−

∗ مقدار شود می نزدیک صفر به β مقدار که وقتی

لازم است. شده داده نمایش ۴ شکل در α مختلف مقادیر ازای به β = ١ برای x
−

∗ نمودار ،(٧ .۶)

که است حالتی برای بهینه کنترل مسیر دهنده نشان ،۴ شکل در رنگ قرمز منحنی که است ذکر به

اصل از استفاده با مساله دقیق حالت برای که ،١ شکل منحنی با و باشد می α = ١ و β = ١

دارد. مطابقت کاملا است، آمده بدست (معمولی) پونتریاگین کمینه

مختلف مقادیر ازای به β = ١ برای x̄∗ بهینه مسیر بالای کران منحنی ،(٩ .۶) رابطه اساس بر

است. شده ترسیم ۵ شکل در α



جهرمی یار کریم م. جهرمی١٩۵ یار کریم م. جهرمی١٩۵ یار کریم م. ١٩۵

β مختلف مقادیر ازای به u∗ بهینه کنترل تابع :٣ شکل

در رنگ قرمز های منحنی به که است کافی مقاله این در شده ارایه روش دقت دادن نشان برای

مسیر بالای کران و پایین کران دهنده نشان ترتیب به ها منحنی این کنید. توجه ۵ و ۴ های شکل

و باشند می α = β = ١ حالت برای فصل این در شده ارایه محاسباتی روش از استفاده با بهینه

ترسیم مساله دقیق حالت برای پونتریاگین روش از استفاده با بهینه مسیر برای که ١ نمودار با کاملا

دارد. مطابقت است، شده

فرض فازی، کسری بهینه کنترل مساله یک اطمینان درجه عنوان به α نقش بررسی منظور به

β = ٠/۵ و α = ٠/۵ مقادیر گیرنده تصمیم فرد ،(١ .۶) فازی کسری بهینه کنترل مساله در که کنید

رابطه و ۶ -١ خاصیت گیری کار به و شده داده مقادیر ازای به مساله این حل با باشد. کرده تعیین را

نمایش ٧ و ۶ های شکل در ترتیب به آمده دست به بهینه مسیر و بهینه کنترل ،(٩ .۶) و (٧ .۶) های

است؛ شده داده

درجه با β = ٠/۵ حالت برای (١ .۶) مساله بهینه مسیر که گوید می ما به ٧ شکل واقع در

باشد. می صورت این به α = ٠/۵ اطمینان



١٩۶ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩۶درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩۶درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

α مختلف مقادیر ازای به β = ١ برای بهینه مسیر پایین کران :۴ شکل

α مختلف مقادیر ازای به β = ١ برای x̄∗ بهینه مسیر بالای کران :۵ شکل



جهرمی یار کریم م. جهرمی١٩٧ یار کریم م. جهرمی١٩٧ یار کریم م. ١٩٧

β = ٠/۵ ازای به u∗ بهینه کنترل :۶ شکل

α = ٠/۵ و β = ٠/۵ ازای به x∗ بهینه مسیر :٧ شکل



١٩٨ فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٨درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان ١٩٨درجه فازی کسری بهینه کنترل مسایل اطمینان درجه

گیری نتیجه .٧

بهینه کنترل مسایل از هایی رده برای تحلیلی جواب تعیین روش یک مقاله این مطالب پایه بر

درجه بهینه کنترل مساله بهینه جواب توان می روش این اساس بر است. شده ساخته فازی کسری

مسیر های متغیر آن در که کسری مرتبه از خطی دیفرانسیل معادلات با شده هدایت فازی کسری دوم

مقدار کردن اختیار با تواند می گیرنده تصمیم شخص کرد. محاسبه را هستند فازی نوع از کنترل و

حالی در این کند. محاسبه بازه یک صورت به را مذکور مساله بهینه کنترل و بهینه مسیر ،α اطمینان

مسیر برای آمده دست به های بازه پایین و بالا کران باشد، نزدیکتر یک به α مقدار هرچه که است

نزدیکتر و نزدیک مساله فازی) (غیر دقیق حالت برای بهینه کنترل و مسیر به بهینه، کنترل و بهینه

شوند. می
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