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پرداخته (فازی) ابرجبرها در (فازی) همنهشتی و سازگاری روابط تحلیل به مقاله این در چکیده.

تحلیل ما هدف می شود. ارائه فازی جبر ساختارهای در روابط این از بهتری درک و می شود

این ویژگی های بررسی و همریختی تحت (فازی) ابرجبرها در همنهشتی و سازگاری روابط دقیق

همریختی قضایای و (فازی) قسمتی خارج ابرجبرهای همچنین، است. مختلف ابعاد در روابط

پیوند که می دهد نشان تحقیق این نتایج می شوند. تحلیل و معرفی تحقیق این در آن ها با مرتبط

کمک فازی ابرجبر در جدید مفاهیم توسعه به می تواند کلاسیک جبرهای و (فازی) ابرجبرها میان

کند.
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٢۶۶ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢۶۶همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢۶۶همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

سرآغاز .١

کنگره هشتمین در ١٩٣۴ سال در [٢١] مارتی١ توسط بار نخستین برای ابرساختار مفهوم

ساختارهای بررسی برای نظری چارچوبی به عنوان مفهوم این شد. معرفی اسکاندیناوی ریاضی دانان

[٢٨] زاده٢ آن، به دنبال گرفت. قرار توجه مورد ریاضی پیچیده تر زمینه های در ویژه به مختلف، جبری

از تعمیمی به عنوان را فازی هم ارزی روابط و داد ارائه را فازی مجموعه های مفهوم ١٩۶۵ سال در

[٢۵ ،٢۴] پیکت٣ جمله از مختلفی پژوهشگران اخیر، سال های در نمود. تعریف هم ارزی رابطه مفهوم

ابرجبرها زیرمستقیم تجزیه های و زیرجبرها همریختی، مختلف جنبه های بررسی به [١۴] هانسول۴ و

پرداخته اند.

همه با که می شوند شناخته فازی هم ارزی روابط به عنوان ابرجبرها در فازی همنهشتی روابط

نیم گروه ها جمله از مختلفی جبری ساختارهای در روابط این سازگارند. ابرجبر در اساسی عمل های
شوایگرت۵ گرفته اند. قرار مطالعه مورد [٢٠] مدول ها و [١٩] حلقه ها ،[١٨ ،١١ ،٩] گروه ها ،[٢٧]

معرفی را ابرجبر مفهوم [۴] زاهدی و عامری و است پرداخته چندجبر در همنشتی ها بررسی به [٢۶]

سازگاری مفهوم معرفی به قبلی، کارهای از پیروی با [٣ ،٢] روزنبرگ۶ و عامری ادامه، در کرده اند.

کرده اند. مطالعه را ابرجبرها در همنهشتی ویژگی های از برخی و پرداخته اند ابرجبرها همنهشتی های و

ابرعمل های مانند فازی، نوین ساختارهای توسعه بر [١٧] و [١۶] مانند پژوهش هایی همچنین

روابط بررسی در جدیدی افق های می توانند که داشته اند تمرکز فازی، کاهش یافته گروه های و گرافی

کنند. فراهم همنهشتی و هم ارزی

است. یافته افزایش فازی مجموعه های روی بر معمولی عمل های به توجه اخیر، سال های در
چودری١٠ و عامری سن٩، پرداخته اند. اعمال این بررسی به خاص طور به [١٠] لئورانو٨ و کرسینی٧

به توجهی قابل به طور که کرده اند معرفی فازی نیم ابرگروه های برای را جدیدی رویکرد نیز [٢٧]

ابرمدول های و فازی ابرحلقه های مفاهیم به روش این است. کرده کمک حوزه این در مفاهیم گسترش

است. یافته گسترش نیز فازی
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مفهوم و دادند گسترش ابرجبرها به را رویکرد این [۵] نوذری و عامری پیشین، کارهای بر تکیه با

برقراری به پژوهش ها این کردند. تحلیل و معرفی را ابرجبرها با آن ها روابط و فازی ابرجبرهای

جدید نظریه های توسعه زمینه ساز و می کنند کمک معمولی جبرهای و فازی ابرجبرهای میان پیوندی

می شوند. حوزه این در

همچنین می شود. معرفی (فازی) ابرجبرها در (فازی) همنهشتی و سازگاری روابط مقاله، این در

ادامه، در می گیرد. قرار بررسی مورد همریختی تحت (فازی) ابرجبر معکوس تصویر و تصویر

با پایان، در می شوند. تعریف آن ها با مرتبط همریختی قضایای و (فازی) قسمتی خارج ابرجبرهای

همریختی ویژگی های و آن ها مشبکه ای ساختار (فازی)، همنهشتی روابط از یکپارچه ای تحلیل ارائه 

شد. خواهد حوزه این در نظری چارچوب های بیشتر توسعه  جهت در گامی (فازی) ابرجبرها در

مقدماتی نتایج و مفاهیم .٢

روابط جبری، ابرساختارهای نظریه در مهم نتایج و نمادها تعاریف، از برخی بخش، این در

می شود. معرفی فازی مجموعه های نظریه و آن ها روی بر تعریف شده هم ارزی

باشد. H ناتهی زیرمجموعه های تمام مجموعه P ∗(H) و ناتهی مجموعه یک H کنید فرض

n-تایی همه مجموعه نمایانگر است، مثبت صحیح عدد یک n آن در که ،Hn کنید فرض همچنین

می شود Hنامیده روی n-تایی ابرعمل یک β : Hn → P ∗(H) نگاشت Hباشد. عناصر از ها

تعریف، این در می دهد. اختصاص را H از ناتهی زیرمجموعه یک Hn عناصر از n-تایی هر به که

از عضو یک به عنوان H روی پوچ ابرعمل یک همچنین، می شود. نامیده β ابرعمل رتبه n مقدار

.[٢] می شود تعریف H از ناتهی زیرمجموعه یک یعنی ،P ∗(H)

است، اندیس گذار مجموعه یک I که i ∈ I هر برای و باشد ناتهی مجموعه Hیک کنید فرض

ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ صورت این در باشد. H روی ni-تایی ابرعمل یک βi
نوع می دهد، نسبت را βi رتبۀ i ∈ I هر به که (ni | i ∈ I) دنباله همچنین می شود. نامیده

از که ابرجبر دو است. W حسابی اعداد مجموعه به I از تابعی دنباله این می شود. نامیده ابرجبر

.[٢] می شوند نامیده مشابه باشند، نوع یک

H از S ناتهی زیرمجموعه باشد. ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض

باشیم داشته ،a١, . . . , ani ∈ S هر و i ∈ I هر برای هرگاه می شود نامیده زیرجبر ابر

.[٢] βi(a١, . . . , ani) ⊆ S



٢۶٨ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢۶٨همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢۶٨همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

دو H′
= ⟨H ′

, (β
′
i| i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .([٢]) ٢. ١ تعریف

صورت این در باشد. نگاشت یک h : H → H ′ و باشند نوع یک از ابرجبر

،(a١, ..., ani) ∈ Hni هر و i ∈ I هر برای هرگاه می شود نامیده همریختی یک h (آ)

h(βi((a١, ..., ani)) ⊆ β
′
i(h(a١), ..., h(ani)),

،(a١, ..., ani) ∈ Hni هر و i ∈ I هر برای هرگاه می شود نامیده خوب همریختی یک h (ب)

h(βi((a١, ..., ani)) = β
′
i(h(a١), ..., h(ani)),

باشد. خوب همریختی یک و پوشا یک به یک، h هرگاه می شود نامیده یکریختی یک h (پ)

داد. ارائه نیز فازی ابرجبرهای روی بر را مشابهی تعاریف می توان فوق، تعاریف مشابه

به صورت H ناتهی مجموعه روی ،n ∈ N ،fn فازی n-تایی ابرعمل یک .([۵]) ٢. ٢ تعریف

عناصر از (a١, . . . , an) n-تایی هر به که می شود، تعریف fn : Hn → F∗(H) نگاشت

F∗(H) اینجا، در می دهد. اختصاص را fn(a١, . . . , an) غیر صفر فازی زیر مجموعه یک H

است. H مجموعه غیرصفر فازی زیر مجموعه های تمام مجموعه

است. [٠, ١] بازه به H از تابعی ،H ناتهی مجموعه از µ فازی زیرمجموعه یک که می کنیم یادآوری

غیرصفر فازی زیرمجموعه یک یعنی ،F∗(H) از عضو یک Hبه عنوان روی پوچ فازی ابرعمل یک

می شود. تعریف H از

اگر تنها و اگر µ ⊆ ν این صورت در باشند. H از فازی زیرمجموعه دو ν و µ کنید فرض

.µ(x) ≤ ν(x) باشیم داشته ،x ∈ H هر برای

a ∈ [٠, ١] هر برای µ از µa برش باشد. H از فازی زیرمجموعه یک µ کنید فرض .٢. ٣ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به

µa = {x ∈ H| µ(x) ≥ a}.

زیر موارد a, b ∈ H هر و H از ν و µ فازی زیر مجموعه دو هر برای که می شود دیده به آسانی

است: برقرار

،µa ⊆ νa آنگاه ،µ ⊆ ν اگر (آ)

،µa ⊆ µb آنگاه ،b ≤ a اگر (ب)
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.µa = νa ،a ∈ H هر برای اگر تنها و اگر µ = ν (پ)

باشد. نگاشت یک f : H → H ′ و ناتهی مجموعه دو H ′ و H کنید فرض .([۵]) ۴ .٢ تعریف

f−١(ν) و f(µ) صورت این در Hباشند. ′ Hو از فازی زیرمجموعه دو به ترتیب ν و µ همچنین

می شوند: تعریف زیر صورت به که هستند H و H ′ روی فازی زیرمجموعه دو به ترتیب

f(µ)(b) =


∨{

µ(a) | a ∈ f−١(b)
}

f−١(b) ̸= ∅

٠ f−١(b) = ∅.

.f−١(ν)(x) = ν(f(x)) و

رابطه است. H٢ از ای زیرمجموعه ،H مجموعه روی دوتایی رابطه یک که می شود یادآوری

هرگاه می شود نامیده هم ارزی H روی ρ دوتایی

(انعکاسی)، (a, a) ∈ H ،a ∈ H هر برای (آ)

(تقارنی)، (b, a) ∈ ρ آنگاه ،(a, b) ∈ ρ اگر ،a, b ∈ H هر برای (ب)

(تعدی). (a, c) ∈ ρ آنگاه ،(b, c) ∈ ρ و (a, b) ∈ ρ اگر ،a, b, c ∈ H هر برای (پ)

زیر به صورت ρ ◦ ϕ ترکیب باشند. H ناتهی مجموعه روی دوتایی روابط ϕ و ρ کنید فرض

می شود: تعریف

ρ ◦ ϕ =
{
(x, y) | (x, u) ∈ ρ, (u, y) ∈ ϕ, u ∈ H

}
.

می نامند جزئی ترتیب یک را A روی ≤ رابطه باشد. مجموعه یک A کنید فرض .۵ .٢ تعریف

باشند: برقرار زیر ویژگی های a, b, c ∈ A هر برای هرگاه

(انعکاسی)، a ≤ a (آ)

تقارنی)، (پاد a = b دهد نتیجه b ≤ a و a ≤ b (ب)

(تعدی). a ≤ c دهد نتیجه b ≤ c و a ≤ b (پ)

می نامند. جزئی مرتب مجموعه یک را (A,≤) صورت این در

کوچک ترین .A ⊆ P و باشد جزئی مرتب مجموعه یک (P,≤) کنید فرض .([١۴]) ۶ .٢ تعریف

به طوری که است a ∈ P مانند عضوی A بالای کران

باشد)، A بالای کران یک a (یعنی x ≤ a ،x ∈ A هر برای (آ)

.a ≤ b ،b مانند A بالای کران هر برای (ب)



٢٧٠ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٠همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٠همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

inf A با را A پایین کران بزرگ ترین می شود. تعریف A پایین کران بزرگ ترین مشابه، طور به

می دهند. نشان
∨
A یا supA با را A بالای کران کوچک ترین و

∧
A یا

inf{a, b} ،a, b ∈ L هر برای هرگاه می نامند مشبکه یک را (L,≤) جزئی مرتب مجموعه

L مشبکه باشند. داشته وجود می شوند، داده نشان a ∨ b و a ∧ b با به ترتیب که sup{a, b} و

باشند. داشته وجود
∨
A و

∧
A ،L از A زیرمجموعه هر برای هرگاه می نامند کامل را

مجموعه یک I که i ∈ I هر برای و باشد ناتهی مجموعه یک H کنید فرض .([۵]) ٢. ٧ تعریف

این صورت در باشد. H روی فازی ni-تایی ابرعمل یک βi است، اندیس   گذار

ابرجبر این نوع (ni| i ∈ I) و می شود نامیده فازی ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩

باشند. نوع یک از هرگاه می شوند نامیده مشابه فازی ابرجبر دو می شود. محسوب فازی

زیرمجموعه باشد. فازی ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .([۵]) ٢. ٨ تعریف

،a١, . . . , ani ∈ S هر و i ∈ I هر برای هرگاه می نامند فازی زیرجبر ابر را H از S ناتهی

نماد با H فازی زیرجبرهای ابر تمام مجموعه .x ∈ S آنگاه βi(a١, . . . , ani)(x) > ٠ چنانچه

می شود. داده نشان S(H)

دو H′ = ⟨H ′, (βi
′ | i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .([۵]) ٢. ٩ تعریف

صورت این در باشد. نگاشت یک f : H → H ′ و باشند نوع یک از فازی ابرجبر

،a١, . . . , ani هر و i ∈ I هر برای هرگاه است فازی ابرجبرهای از همریختی یک f (آ)

f(βi(a١, . . . , ani)) ⊆ βi
′(f(a١), . . . , f(ani)),

،a١, . . . , ani هر و i ∈ I هر برای هرگاه است فازی ابرجبرهای از خوب همریختی یک f (ب)

f(βi(a١, . . . , ani)) = βi
′(f(a١), . . . , f(ani)),

همریختی یک و پوشا یک به یک، f هرگاه است فازی ابرجبرهای از است یکریختی یک f (پ)

باشد. خوب

و H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ ابرجبر روی هم ارزی رابطه یک ρ کنید فرض .([۵]) ٢. ١٠ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه µρν صورت این در باشند. H از فازی زیرمجموعه دو ν و µ

به طوری که باشد داشته وجود b ∈ H عنصر آن گاه ،µ(a) > ٠ اگر ،a ∈ H هر برای (آ)

،(a, b) ∈ ρ و ν(b) > ٠

طوری که به  باشد داشته وجود a ∈ H عنصر آن گاه ،ν(b) > ٠ اگر ،b ∈ H هر برای (ب)

،(a, b) ∈ ρ و µ(a) > ٠
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.(a, b) ∈ ρ باشیم داشته ν(b) > ٠ و µ(a) > ٠ که a, b ∈ H هر برای هرگاه µρν همچنین

است مجموعه ها در کلاسیک تعریف مانند ابرجبرها، در هم ارزی رابطه تعریف که است ذکر به لازم

است. ابرجبر جبری ساختار از مستقل و می شود اعمال زمینه مجموعه روی صرفاً و

می شود نامیده (قوی) سازگار β n-تایی ابرعمل با H روی ρ دوتایی رابطه .([٢]) ٢. ١١ تعریف

که دهد نتیجه (ai, bi) ∈ ρ ،ai, bi ∈ H هر و ١ ≤ i ≤ n هر ،n طبیعی عدد هر برای هرگاه

β(a١, ..., an) ρ β(b١, ..., bn),

(β(a١, ..., an) ρ β(b١, ..., bn)).

(قوی) همنهشتی Hرا روی ρ هم ارزی رابطه آن گاه باشد، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi|i ∈ I)⟩ اگر

باشد. (قوی) سازگار ،١ ≤ i ≤ n ،βi هر با ρ هرگاه نامند H از

(فازی) ابرجبرها در (فازی) هم نهشتی و سازگاری روابط .٣

ابرجبرهای روی همنهشتی روابط و ابرجبرها روی فازی همنهشتی روابط معرفی به بخش، این در

همنهشتی رابطه یک توسط شده القا فازی خارج قسمتی ابرجبرهای همچنین، می شود. پرداخته فازی

بر علاوه می شود. ارائه فازی ابرجبرهای این برای یکریختی و همریختی قضایای از برخی و بررسی

همریختی قضایای و معرفی فازی همنهشتی رابطه یک توسط شده القا خارج قسمتی ابرجبرهای این،

می شود. داده نشان مشابه یکریختی و

تابعی H روی ρ فازی رابطه یک باشد. ناتهی مجموعه یک H کنید فرض .([۵]) ٣. ١ تعریف

است: زیر به صورت

ρ : H ×H → [٠, ١].

هرگاه می شود نامیده فازی هم ارزی رابطه یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ ابرجبر روی ρ فازی رابطه

باشد: برقرار زیر شرایط

فازی)، (انعکاسی ρ(a, a) = ١ ،a ∈ H برای (آ)

فازی)، (تقارنی ρ(a, b) = ρ(b, a) ،a, b ∈ H هر برای (ب)

فازی). (تعدی ρ ◦ ρ(a, b) ⊆ ρ(a, b) ،a, b ∈ H هر برای (پ)

تأثیر ابرجبر یک ابرعمل های روی چگونه هم ارزی رابطه یک که بدانیم است لازم ادامه، در

می دهیم: ارائه را زیر تعریف منظور، این برای می گذارد.



٢٧٢ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٢همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٢همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

روی فازی هم ارزی رابطه یک ρ و ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٢ تعریف

می کنیم تعریف ،a١, . . . , ani , b١, . . . , bni ∈ H هر برای باشد. آن

ρ
(
βi(a١, . . . , ani), βi(b١, . . . , bni)

)
=

∧
a∈βi(a١,...,ani )

b∈βi(b١,...,bni )

ρ(a, b).

کنیم: معرفی ابرجبرها روی را فازی همنهشتی رابطه می توانیم اکنون

در باشد. H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ ابرجبر روی فازی هم ارزی رابطه ρ کنید فرض .٣. ٣ تعریف

H روی فازی سازگاری رابطه یک هرگاه است فازی همنهشتی رابطه یک H روی ρ این صورت

،βi ابرعمل هر و a١, . . . , ani , b١, . . . , bni ∈ H ،i ∈ I هر برای یعنی باشد؛

ρ
(
βi(a١, . . . , ani), βi(b١, . . . , bni)

)
≥

∧
١≤i≤ni

ρ(ai, bi).

می دهیم. نشان FC(H) نماد با را H ابرجبر روی فازی همنهشتی  روابط تمام مجموعه

باشد: شده تعریف زیر به صورت H روی β ابرعمل و H = {x, y, z} کنید فرض .۴ .٣ مثال

β(x, x) = {x}, β(y, y) = {y}, β(z, z) = {z},

β(x, y) = β(y, x) = {x, y}, β(y, z) = β(z, y) = {y, z},

β(x, z) = β(z, x) = {z}.

جدول به صورت H روی را ρ دوتایی فازی رابطه است. ابرجبر یک H = ⟨H,β⟩ صورت این در

است. H روی فازی همنهشتی یک ρ صورت این در می کنیم: تعریف زیر

H روی ρ فازی رابطه :١ جدول

ρ x y z

x ١ ٠.٨ ٠.۶

y ٠.٨ ١ ٠.۶

z ٠.۶ ٠.۶ ١
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∇H و ∆H فازی همنهشتی  روابط باشد. ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض

می کنیم: تعریف زیر به صورت را

∆H(x, y) =

 ١ x = y

٠ x ̸= y
∇H(x, y) = ١

.x, y ∈ H آن در که

ارائه را ابرجبر یک روی فازی همنهشتی های تمام مجموعه مشبکه ای ساختار زیر قضیه در

می دهیم.

آن عضو کوچکترین که است کامل مشبکه یک (FC(H),⊆) جزئی مرتب مجموعه .۵ .٣ قضیه

است. ∇H آن عضو بزرگترین و ∆H

مجموعه این چون است. جزئی مرتب مجموعه یک ⊆ رابطه تحت FC(H) مجموعه اثبات.

به است، بسته اشتراک و اجتماع تحت و است ∇H عضو بزرگترین و ∆H عضو کوچکترین دارای

□ است. کامل مشبکه یک FC(H) که می شود نتیجه  سادگی

ابرجبر دو H′ = ⟨H ′, (β′i| i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .۶ .٣ تعریف

رابطه دو به ترتیب ϕ و ρ کنید فرض باشد. آن ها بین همریختی یک h : H → H′ و باشند مشابه

زیر به صورت است، H روی فازی رابطه یک که را، ϕ وارون تصویر باشند. H′ و H روی فازی

می شود: تعریف

h−١(ϕ)(a١, a٢) = ϕ
(
h(a١), h(a٢)

)
, ∀a١, a٢ ∈ H.

می شود: تعریف زیر به صورت که می دهیم نشان h(ρ) با را ρ تصویر

(٣. ١) h(ρ)(a′١, a
′
٢) = sup{ρ(a١, a٢)| a١ ∈ h−١(a′١), a٢ ∈ h−١(a′٢)},

اصل را فوق رابطه است. H′ روی فازی رابطه یک h(ρ) که شود توجه .a′١, a′٢ ∈ H ′ آن در که

می نامیم. فازی گسترش

مشابه ابرجبر دو H′ = ⟨H ′, (β′i| i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٧ قضیه

این صورت در باشد. آن ها بین پوشا همریختی یک h : H → H′ و باشند

(ϕ)١−h؛ ∈ FC(H) آن گاه ،ϕ ∈ FC(H′) اگر (آ)

.h(ρ) ∈ FC(H′) آن گاه ،ρ ∈ FC(H) اگر (ب)



٢٧۴ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧۴همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧۴همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

است کافی است. H روی فازی هم ارزی رابطه یک h−١(ϕ) که کرد ثابت می توان (آ) اثبات.

است. H روی فازی سازگاری رابطه یک h−١(ϕ) که دهیم نشان

صورت این  در .a١, . . . , ani , b١, . . . , bni ∈ H کنید فرض

h−١(ϕ)
(
βi(a١, . . . , ani

), βi(b١, . . . , bni
)
)

= ϕ
(
h
(
βi(a١, . . . , ani)

)
, h

(
βi(b١, . . . , bni)

))
= ϕ

(
β′
i

(
h(a١), . . . , h(ani)

)
, β′

i

(
h(b١), . . . , h(bni)

))
=

∧
a∈β′

i(h(a١),...,h(ani
))

b∈β′
i(h(b١),...,h(bni

))

ϕ(a, b)

≥
∧

١≤i≤ni

ϕ
(
h(ai), h(bi)

)
=

∧
١≤i≤ni

h−١(ϕ)(ai, bi).

است. H روی فازی همنهشتی رابطه یک h−١(ϕ) بنابراین
دهیم نشان است کافی است. H′ روی فازی هم ارزی رابطه یک h(ρ) که کرد ثابت می توان (ب)

است. H′ روی فازی سازگاری رابطه یک h(ρ) که
این صورت در .a′١, . . . , a′ni

, b′١, . . . , b
′
ni

∈ H ′ کنید فرض

h(ρ)
(
β′
i(a

′
١, . . . , a

′
ni
), β′

i(b
′
١, . . . , b

′
ni
)
)

= sup
βi(a١,...,ani

)∈h−١(β′
i(a

′
١,...,a

′
ni

))

βi(b١,...,bni
)∈h−١(β′

i(b
′
١,...,b

′
ni

))

{ρ
(
βi(a١, . . . , ani

), βi(b١, . . . , bni
)
)
}

≥ sup{
∧
ρ(ai, bi)| ١ ≤ i ≤ ni}

= sup
∧

١≤i≤ni

sup{ρ(h−١(a′i), h
−١(b′i))}

=
∧

١≤i≤ni

h(ρ)(a′i, b
′
i).

□ است. H′ روی فازی همنهشتی رابطه یک h(ρ) لذا
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کلاس .a ∈ H و ρ ∈ FC(H) باشد، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض

می شود: تعریف زیر به صورت می دهیم نشان aρ با که ،ρ و a فازی همنهشتی

aρ(b) = ρ(a, b), ∀b ∈ H.

است H از فازی زیرمجموعه یک aρ که شود توجه

و ρ ∈ FC(H) باشد، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٨ گزاره

.ρ(a, b) = ١ اگر تنها و اگر aρ = bρ این صورت در .a, b ∈ H

□ است. اثبات قابل آسانی به اثبات.

H/ρ و ρ ∈ FC(H) باشد، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٩ تعریف

ابرعمل اکنون .H/ρ = {aρ| a ∈ H} یعنی باشد؛ ρ فازی همنهشتی کلاس های تمام مجموعه

می کنیم: تعریف زیر به صورت a١, . . . , ani ∈ H هر برای را H/ρ روی H و βi توسط القاشده

β
H/ρ
i (a١ρ, . . . , aniρ) = {aρ| a ∈ βi(a١, . . . , ani)}.

می شود. بررسی ابرعمل این خوش تعریفی بعدی گزاره در

این در .ρ ∈ FC(H) و باشد ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ١٠ گزاره

است. خوش تعریف βH/ρ
i ابرعمل  صورت

به طوری که a١, . . . , ani , b١, . . . , bni ∈ H کنید فرض اثبات.

(a١ρ, . . . , aniρ) = (b١ρ, . . . , bniρ).

i = هر برای ،٣. ٨ گزاره بنابر حال .aiρ = biρ ،i = ١, . . . , ni هر برای این صورت در

بنابراین .ρ(ai, bi) = ١ داریم ،١, . . . , ni

ρ
(
βi(a١, . . . , ani), βi(b١, . . . , bni)

)
=

∧
a∈βi(a١,...,ani )

b∈βi(b١,...,bni )

ρ(a, b)

≥
∧

١≤i≤ni

ρ(ai, bi)

= ١.



٢٧۶ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧۶همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧۶همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

مجدداً .ρ(a, b) = ١ داریم ،b ∈ βi(b١, . . . , bni) و a ∈ βi(a١, . . . , ani) هر برای لذا

داریم ٣. ٨ گزاره بنابر

{aρ| a ∈ βi(a١, . . . , ani)} = {bρ| b ∈ βi(b١, . . . , bni)}.

□ است. خوش تعریف βH/ρ
i ابرعمل نتیجه در

در را مشابهی نتایج می توانیم و هستند اعمال قابل فازی ابرجبرهای برای شده، مطرح مفاهیم

آوریم. دست به زمینه این

فازی ابرعمل با H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ فازی ابرجبر روی ρ دوتایی رابطه .٣. ١١ تعریف

که H عناصر از a١, . . . , ani , b١, . . . bni هر و i ∈ I هر برای هرگاه است سازگار βi

باشیم داشته ،a١ρb١, . . . , aniρbni

βi(a١, . . . , ani) ρ βi(b١, . . . , bni).

هر با ρ رابطه ،i ∈ I هر برای هرگاه است همنهشتی یک H فازی ابرجبر روی ρ هم ارزی رابطه

باشد. سازگار βi فازی ابرعمل

تعریف فازی ابرجبر یک روی را قوی همنهشتی و قوی سازگاری رابطه می توان مشابه، طور به

کرد.

است قوی سازگاری βi فازی ابرعمل Hبا = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩فازی ابرجبر روی ρ دوتایی رابطه

که H عناصر از a١, . . . , ani , b١, . . . bni هر و i ∈ I هر برای هرگاه

باشیم داشته ،a١ρb١, . . . , aniρbni

βi(a١, . . . , ani) ρ βi(b١, . . . , bni).

با ρ رابطه ،i ∈ I هر برای هرگاه است قوی همنهشتی یک H فازی ابرجبر روی ρ هم ارزی رابطه

باشد. قوی سازگاری βi فازی ابرعمل هر

روی قوی همنهشتی های تمام مجموعه و Con(H) با را H روی همنهشتی ها تمام مجموعه

می دهیم. نشان Cons(H) با را H

است. نیز همنهشتی رابطه یک فازی، ابرجبر یک روی قوی همنهشتی رابطه هر به وضوح،

یک و بوده سازگار نیز تعریف شده فازی ابرعمل با که است هم ارزی رابطه  یک از نمونه ای زیر مثال

بررسی نحوه  روشن سازی و همنهشتی تعریف عینی نمایش مثال، این از هدف است. همنهشتی رابطه 

است. عمل در سازگاری



اونق ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. اونق٢٧٧ ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. اونق٢٧٧ ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. ٢٧٧

دو H′ = ⟨H ′ = {x, y, z}, β′⟩ و H = ⟨H = {a, b, c}, β⟩ کنید فرض .٣. ١٢ مثال

است. آمده ٣ و ٢ جدول های در به ترتیب β′ و β فازی ابرعمل های که باشند دو نوع از فازی ابرجبر

کنید فرض

ρ ={(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a)} ⊆ H ×H,

σ ={(x, x), (y, y), (z, z), (y, z), (z, y)} ⊆ H ′ ×H ′.

هستند. H ′ و H مجموعه های روی دوتایی هم ارزی رابطه به ترتیب σ و ρ صورت این در

H برای β فازی ابرعمل جدول :٢ جدول

H β(a, a) β(a, b) β(a, c) β(b, a) β(b, b) β(b, c) β(c, a) β(c, b) β(c, c)

a ٠ ٠.٢ ٠.٣ ٠.٣ ٠ ٠.۴ ٠.١ ٠ ٠.٧

b ٠.٢ ٠.٣ ٠.۵ ٠ ٠.٣ ٠.۵ ٠ ٠.٢ ٠.٢

c ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠.٣

H′ برای β′ فازی ابرعمل جدول :٣ جدول

H ′ β′(x, x) β′(x, y) β′(x, z) β′(y, x) β′(y, y) β′(y, z) β′(z, x) β′(z, y) β′(z, z)

x ٠.١ ٠ ٠ ٠.٧ ٠.٢ ٠.١ ٠.۵ ٠.١ ٠.١

y ٠ ٠.۵ ٠ ٠.١ ٠.٨ ٠.۴ ٠ ٠.۴ ٠

z ٠ ٠.۶ ٠.۵ ٠ ٠.۶ ٠.٣ ٠.۶ ٠ ٠.۴

سازگارند. نیز تعریف شده ابرعمل های با روابط این همچنین

وجود a عنصر و β(a, a)(b) > ٠ چون ،٢ جدول به توجه با .(a, a), (a, b) ∈ ρ مثال، برای

طور به است. برقرار حالت این در سازگاری شرط پس .(a, b) ∈ ρ و β(a, b)(a) > ٠ که دارد

σ و H روی همنهشتی رابطه یک ρ بنابراین کرد. بررسی نیز حالت ها سایر برای می توان مشابه،

است. H′ روی همنهشتی رابطه یک

است. شده ارائه زیر مثال در فازی ابرجبرهای در قوی همنهشتی از نمونه ای

ابرعمل که باشد فازی ابرجبر یک H = ⟨H,β⟩ و H = {a, b, c} کنید فرض .٣. ١٣ مثال

است. شده تعریف زیر جدول طبق β : H ×H → F∗(H) فازی



٢٧٨ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٨همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٧٨همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

H برای β فازی ابرعمل جدول :۴ جدول

H β(a, a) β(a, b) β(a, c) β(b, b) β(b, c) β(c, c)

a ١ ٠.٧ ٠ ١ ٠ ٠

b ٠ ٠.٧ ٠ ٠ ٠ ٠

c ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١

بگیرید. درنظر را H روی ρ = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a), (c, c)} دوتایی هم ارزی رابطه

ابرجبر روی قوی همنهشتی رابطه یک ρ بنابراین است. سازگار شده تعریف ابرعمل های تمام با ρ

است. H فازی

قوی همنهشتی الزاما فازی ابرجبر یک روی همنهشتی رابطه هر که می دهیم نشان زیر مثال در

نیست.

ابرعمل که باشد فازی ابرجبر یک H = ⟨H,β⟩ و H = {a, b, c} کنید فرض .١۴ .٣ مثال

است: شده تعریف زیر جدول طبق β : H ×H → F∗(H) فازی

H برای β فازی ابرعمل جدول :۵ جدول

H β(a, a) β(a, b) β(a, c) β(b, b) β(b, c) β(c, c)

a ١ ٠.٧ ٠.۵ ١ ٠ ٠

b ٠ ٠.٧ ٠ ٠ ٠.۵ ٠

c ٠ ٠ ٠.۵ ٠ ٠.۵ ١

بگیرید: نظر در H روی را زیر هم ارزی رابطه

ρ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a)}

مثال، برای نیست. قوی همنهشتی اما است، H روی همنهشتی رابطه یک ρ صورت این در

حالی که در ،β(a, c)(c) > ٠ و β(a, c)(a) > ٠ ،۵ جدول به توجه با .(a, a), (c, c) ∈ ρ

.(a, c) /∈ ρ
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تعریف قابل نیز فازی ابرجبرهای در مفاهیم این ابرجبرها، در وارون تصویر و وارون مشابه

شده اند. ارائه بعدی تعریف در که هستند

همریختی یک f : H → H′ و باشند مشابه فازی ابرجبر دو H′ و H کنید فرض .١۵ .٣ تعریف

با که ρ تصویر باشند. H′ و H روی دوتایی روابط ترتیب به σ و ρ کنید فرض همچنین باشد.

می شود: تعریف زیر به صورت که است H′ روی دوتایی رابطه یک می شود، داده نشان f(ρ)

f(ρ) =
{
(f(x), f(y)) ∈ H ′ ×H ′ | (x, y) ∈ ρ

}
.

صورت به که است H روی دوتایی رابطه یک می شود، داده نشان f−١(σ) با که σ وارون تصویر

می شود: تعریف زیر

f−١(σ) = {(a, b) ∈ H ×H | ∃x, y ∈ H ′, a ∈ f−١(x), b ∈ f−١(y), (x, y) ∈ σ}.

مثالی همریختی تحت رابطه یک وارون تصویر و تصویر عملکرد نحوه نمایش برای ادامه در

می شود. ارائه

و ٣. ١٢ مثال در معرفی شده فازی ابرجبر دو H′ و H کنید فرض .١۶ .٣ مثال

که باشد فازی ابرجبرهای از همریختی یک f : H → H ′

f(a) = y, f(b) = z, f(c) = y.

این صورت در

f(ρ) = {(y, y), (z, z), (y, z), (z, y)}.

همچنین

f−١(σ) = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}.

همنهشتی رابطه یک وارون تصویر و همنهشتی رابطه یک تصویر که می دهیم نشان زیر قضیه در

هستند. همنهشتی روابط نیز

ابرجبر دو H′ = ⟨H ′, (β′i | i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi | i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ١٧ قضیه

این صورت در باشد. پوشا همریختی یک f : H → H′ و باشند مشابه فازی

،f−١(σ) ∈ Con(H) آن گاه ،σ ∈ Con(H′) اگر (آ)

.f(ρ) ∈ Con(H′) آن گاه ،ρ ∈ Con(H) اگر (ب)



٢٨٠ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨٠همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨٠همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

است. H روی هم ارزی رابطه یک f−١(σ) به وضوح (آ) اثبات.
هر برای چون .f(u) = m و βi(a١, . . . , ani)(u) > ٠ ،u ∈ H کنید فرض
طوری که به دارند وجود H ′ از xi, yi عناصر ،(ai, bi) ∈ f−١(σ) فرض طبق ،i = ١, . . . , ni

که شود توجه .(xi, yi) ∈ σ و bi ∈ f−١(yi) و ai ∈ f−١(xi)

٠ <
∨

{βi(a١, . . . , ani
)(s)| f(s) = m} = f(βi(a١, . . . , ani

))(m)

= β′
i(f(a١), . . . , f(ani

))(m)

= β′
i(x١, . . . , xni

)(m).

(٣. ٢)

عنصر می توان ،(٣. ٢) بنابر ،(xi, yi) ∈ σ و است H′ روی همنهشتی رابطه یک σ چون

بنابراین .(m,n) ∈ σ و β′i(y١, . . . , yni)(n) > ٠ طوری که به یافت را n ∈ H ′

٠ < β′i(y١, . . . , yni)(n) = β′i(f(b١), . . . , f(bni))(n)

= f(βi(b١, . . . , bni))(n)

=
∨

{βi(b١, . . . , bni)(r)| f(r) = n}.

چون حال .βi(b١, . . . , bni)(v) > ٠ و f(v) = n طوری که به دارد وجود v ∈ H لذا

طور به .(u, v) ∈ f−١(σ) که می شود نتیجه ،(m,n) ∈ σ و f(v) = n ،f(u) = m

′u ای ∈ H آن گاه ،βi(b١, . . . , bni)(v
′) > ٠ اگر ،v′ ∈ H هر برای که می شود ثابت مشابه،

یک f−١(σ) لذا .(u′, v′) ∈ f−١(σ) و βi(a١, . . . , ani)(u
′) > ٠ طوری که به دارد وجود

است. H روی همنهشتی رابطه

است. H′ روی هم ارزی رابطه یک f(ρ) که کرد ثابت می توان (ب)

هر برای لذا .(xi′, yi′) ∈ f(ρ) و xi′, yi′ ∈ H ′ کنید فرض ،i = ١, . . . , ni هر برای

.f(yi) = yi
′ و f(xi) = xi

′ طوری که به دارند وجود xi, yi ∈ H عناصر ،i = ١, . . . , ni
.(xi, yi) ∈ ρ بنابراین

داریم i = ١, . . . , ni هر برای است، H روی همنهشتی رابطه یک ρ چون

(٣. ٣) βi(x١, . . . , xni) ρ βi(y١, . . . , yni).

که دهیم نشان باید

β′i(x١
′, . . . , xni

′) f(ρ) β′i(y١
′, . . . , yni

′).
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صورت این در .β′i(x١
′, . . . , xni

′)(a) > ٠ باشیم داشته a ∈ H ′ هر برای کنید فرض

٠ < β′i(x١
′, . . . , xni

′)(a) = β′i(f(x١), . . . , f(xni))(a)

= f(βi(x١, . . . , xni))(a)

=
∨

{βi(x١, . . . , xni)(r) | f(r) = a}.

،(٣. ٣) بنابر .f(t) = a و βi(x١, . . . , xni)(t) > ٠ طوری که به دارد وجود t ای ∈ H لذا

کنید فرض .(t, s) ∈ ρ و βi(y١, . . . , yni)(s) > ٠ طوری که به دارد وجود s ای ∈ H

این صورت در .f(s) = b

٠ <
∨

{βi(y١, . . . , yni)(p) | f(p) = b} = f(βi(y١, . . . , yni))(b)

= β′i(f(y١), . . . , f(yni))(b)

= β′i(y١
′, . . . , yni

′)(b).

به .(a, b) ∈ f(ρ) که گرفت نتیجه می توان ،f(s) = b و f(t) = a ،(t, s) ∈ ρ چون

آن گاه ،β′i(y١
′, . . . , yni

′)(b′) > ٠ اگر ،b′ ∈ H ′ هر برای کرد ثابت می توان مشابه، طور

لذا .(a′, b′) ∈ f(ρ) و β′i(x١
′, . . . , xni

′)(a′) > ٠ طوری که به دارد وجود ′a ای ∈ H ′

□ است. H′ روی همنهشتی رابطه یک f(ρ)

همریختی f چون ،١۶ .٣ مثال در باشد. پوشا همریختی باید f ،٣. ١٧ قضیه در .٣. ١٨ ملاحظه

نیست. همنهشتی H′ روی همنهشتی رابطه یک f(ρ) نیست، پوشا

ابرجبر دو H′ = ⟨H ′, (β′i | i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi | i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ١٩ تعریف

زیر به صورت را f همریختی هسته باشد. همریختی یک f : H → H′ و باشند مشابه فازی

می شود: تعریف

ker f =
{
(a, b) ∈ H ×H | f(a) = f(b)

}
.

دو H′ = ⟨H ′, (β′i | i ∈ I)⟩ و H = ⟨H, (βi | i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٢٠ قضیه

رابطه یک ker f این صورت در باشد. همریختی یک f : H → H′ و باشند مشابه فازی ابرجبر

است. H روی همنهشتی



٢٨٢ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨٢همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨٢همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

است کافی است. H روی هم ارزی رابطه یک K به وضوح .K := ker f دهید قرار اثبات.

نشان باید .a١Kb١, . . . , aniKbni کنید فرض است. سازگاری رابطه یک ker f که دهیم نشان

که دهیم

βi(a١, . . . , ani) K βi(b١, . . . , bni).

.f(ai) = f(bi) پس ،(ai, bi) ∈ K فرض طبق ،i = ١, . . . , ni هر برای چون

این صورت در .f(x) = z و βi(a١, . . . , ani)(x) > ٠ باشد، دلخواه x ∈ H کنید فرض

∨
{βi((a١), . . . , (ani

))(s) | f(s) = z} > ٠

⇒ f(βi(a١, . . . , ani
))(z) > ٠

⇒ β′
i(f(a١), . . . , f(ani

))(z) > ٠

⇒ β′
i(f(b١), . . . , f(bni

))(z) > ٠

⇒ f(βi(b١, . . . , bni
))(z) > ٠

⇒
∨

{βi(b١, . . . , bni
)(r) | f(r) = z} > ٠

طرفی از .f(y) = z و βi(b١, . . . , bni)(y) > ٠ طوری که به دارد وجود y ای ∈ H لذا

□ .(x, y) ∈ K و f(x) = f(y) بنابراین .f(x) = z

داریم قصد اینجا در شد، تعریف ابرجبرها در شده القا ابرعمل آن در که ٣. ٩ تعریف مشابه

دهیم. ارائه فازی ابرجبرهای برای مشابه تعریفی

عنصر x و H روی همنهشتی رابطه ρ فازی، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض

زیر به صورت می شود، داده نشان ρx با که ،ρ رابطه تحت x همنهشتی کلاس باشد. H از دلخواهی

می شود: تعریف

ρx = {y ∈ H| (x, y) ∈ ρ}.

همنهشتی رابطه یک ρ فازی، ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٢١ تعریف

یعنی باشد؛ H روی همنهشتی کلاس  های تمام مجموعه H/ρ و H روی

H/ρ = {ρx| x ∈ H}.



اونق ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. اونق٢٨٣ ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. اونق٢٨٣ ن. و عامری ر. نوذری، ط. حسینی، ا. ٢٨٣

تعریف زیر به صورت ρ توسط القاشده H/ρ روی βi فازی ابرعمل ،x١, . . . , xni ∈ H هر برای

می شود:

β
H/ρ
i (ρx١ , . . . , ρxni

)(ρx) =
∨

ti∈ρxi
t∈ρx

βi(t١, . . . , tni)(t),

توسط القاشده H از خارج قسمتی فازی ابرجبر را H/ρ = ⟨H/ρ, (βH/ρ
i | i ∈ I)⟩ فازی ابرجبر

می نامیم. ρ

است. خوش تعریف βH/ρ
i فازی ابرعمل که می دهیم نشان زیر گزاره در

همنهشتی رابطه یک ρ و فازی ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٣. ٢٢ گزاره

است. خوش تعریف βH/ρ
i فازی ابرعمل صورت این در باشد. H روی

همچنین و xj , yj , tj , sj ∈ H ،j = ١, . . . , ni هر برای کنید فرض اثبات.

صورت این در .ρx = ρy و ρxj = ρyj به طوری که x, y, t, s ∈ H

β
H/ρ
i (ρx١ , . . . , ρxni

)(ρx) =
∨

tj∈ρxj
t∈ρx

βi(t١, . . . , tni)(t),

β
H/ρ
i (ρy١ , . . . , ρyni

)(ρy) =
∨

sj∈ρyj
s∈ρy

βi(s١, . . . , sni)(s).

است. برابر فوق عبارت دو مقدار ،ρt = ρs = ρx = ρy و ρxj = ρyj = ρsj = ρtj چون

□ است. خوش تعریف βH/ρ
i بنابراین

H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ فازی ابرجبر روی همنهشتی رابطه یک ρ کنید فرض .٣. ٢٣ قضیه

یک π(a) = ρa توسط شده تعریف π : H → H/ρ طبیعی نگاشت ،a ∈ H هر برای باشد.

.ker(π) = ρ طوری که به  است پوشا همریختی



٢٨۴ (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨۴همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) ٢٨۴همنهشتی (فازی) ابرجبر و (فازی) همنهشتی

هر برای .π(a) = ρa و ρa ∈ H/ρ ،a ∈ H هر برای کنید فرض اثبات.

داریم a١, . . . , ani ∈ H

β
H/ρ
i (π(a١), . . . , π(ani))(π(a)) = β

H/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

))(ρa)

=
∨

ti∈ρai
t∈ρa

βi(t١, . . . , tni)(t)

≥
∨

π(a)=ρa

βi(a١, . . . , ani)(a)

= π(βi(a١, . . . , ani))(ρa)

همچنین است. همریختی یک π بنابراین

ker(π) = {(a, b) ∈ H ×H| π(a) = π(b)}

= {(a, b) ∈ H ×H| ρa = ρb}

= {(a, b) ∈ H ×H| (a, b) ∈ ρ}

= ρ,

□ می کند. کامل را قضیه اثبات این و

است. حلقه ها و گروه ها نظیر جبری ساختارهای در یکریختی اول قضیه مشابه زیر قضیه

H از خوب همریختی یک ϕ و باشند مشابه فازی ابرجبر دو H′ و H کنید فرض .٢۴ .٣ قضیه

این صورت در باشد. H′ به روی

H/ kerϕ ∼= H′,

است: جابجایی زیر دیاگرام و

ϕ”][dr, ”π”]H/ ker f [d, ”f”]” ، [r H
′H

نگاشت ،π طبیعی نگاشت از استفاده با .K := kerϕ دهید قرار اثبات.

می کنیم. تعریف f(Ka) = ϕ(a) به صورت ،a ∈ H هر برای را f : H/ kerϕ → H′

صورت این در .Ka = Kb کنید فرض است. خوش تعریف نگاشت این که می دهیم نشان ابتدا

که می دهیم نشان حال است. یک به یک ϕ که کرد ثابت می توان .ϕ(a) = ϕ(b) و (a, b) ∈ K
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طوری که به دارد وجود x ای ∈ H صورت این در باشد. دلخواه y ∈ H ′ کنید فرض است. پوشا f

.f(a) = f(Kx) = ϕ(x) = y این صورت در .a = Kx دهید قرار حال .ϕ(x) = y

پس ،f(π(a)) = f(ka) = ϕ(a) داریم ،a ∈ H هر برای چون همچنین، است. پوشا f لذا

داریم a١, . . . , ani ∈ H هر برای اکنون، است. جابجایی دیاگرام

f(βi(Ka١ , . . . ,Kani
))(Ka) = f(

∨
ti∈Kai

t∈Ka

βi(t١, . . . , tni))(t)

= π(βi(a١, . . . , ani))

= βi(π(a١), . . . , π(ani))

= βi(f(a١), . . . , f(ani)).

□ است. خوب همریختی یک f بنابراین

روابط σ و ρ و باشد فازی ابرجبر یک H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ کنید فرض .٢۵ .٣ قضیه

کنید فرض .ρ ⊆ σ به  طوری که باشند H روی همنهشتی

σ/ρ = {(ρx, ρy) ∈ (H/ρ)٢| (x, y) ∈ σ}.

است. H/ρ روی همنشهتی رابطه یک σ/ρ صورت این در

رابطه σ چون .(ai, bi) ∈ σ صورت این در .(ρai , ρbi) ∈ σ/ρ کنید فرض اثبات.

آن گاه ،βi(a١, . . . , ani)(x) > ٠ اگر ،x ∈ H هر برای پس است، H روی همنهشتی

برای همچنین .(x, y) ∈ σ و βi(b١, . . . , bni)(y) > ٠ طوری که به دارد وجود y ای ∈ H

طوری که به دارد وجود ′xای ∈ H آن گاه ،βi(b١, . . . , bni)(y
′) > ٠ اگر ،y′ ∈ H هر

.(ρx, ρy) ∈ σ/ρ بنابراین .(x′, y′) ∈ σ و βi(a١, . . . , ani)(x
′) > ٠

که دهیم نشان باید طرفی، از

β
H/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

) σ/ρ β
H/ρ
i (ρb١ , . . . , ρbni).

تعریف بنابر .βH/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

)(ρx) > ٠ باشیم داشته ،a ∈ H/ρ هر برای کنید فرض

داریم ،٣. ٢١

.βH/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

)(ρx) =
∨

ti∈ρai
t∈ρx

βi(t١, . . . , tni)(t) > ٠
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و t ∈ ρx چون مشابه، به طور .ti ∈ ρbi پس ،(ρai , ρbi) ∈ σ/ρ و ti ∈ ρai چون

لذا .t ∈ ρy پس ،(ρx, ρy) ∈ σ/ρ

∨
ti∈ρbi
t∈ρy

βi(t١, . . . , tni)(t) > ٠.

داریم ٣. ٢١ تعریف از مجدد استفاده با

β
H/ρ
i (ρa١ , . . . , ρbni

)(ρy) > ٠.

آن گاه ،βH/ρ
i (ρa١ , . . . , ρbni

)(ρy) > ٠ اگر ،ρy ∈ H/ρ هر برای مشابه، به طور

و β
H/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

)(ρx) > ٠ طوری که به دارد وجود ρx ای ∈ H/ρ

□ است. H/ρ روی همنهشتی رابطه یک σ/ρ بنابراین .(ρy, ρx) ∈ σ/ρ

است. حلقه ها و گروه ها مانند جبری ساختارهای در یکریختی دوم قضیه مشابه زیر قضیه

H = ⟨H, (βi| i ∈ I)⟩ فازی ابرجبر روی همنهشتی رابطه دو σ و ρ کنید فرض .٢۶ .٣ قضیه

به دارد وجود H/ρ فازی ابرجبر روی σ/ρ همنهشتی رابطه صورت، این در .ρ ⊆ σ و باشند

طوری که

H/σ ∼= (H/ρ)/(σ/ρ),

است: جابجایی زیر دیاگرام و

ρ[r, ”ϕ′”][dr, ”f”]H/ρ/σ/ρ[d, ”ψ”]H/

σH/

در را ϕ : H → H/σ و π : H → H/ρ طبیعی نگاشت های ،٣. ٢٣ قضیه بنابر اثبات.

با f : H/ρ → H/σ نگاشت . ker ϕ = σ و kerπ = ρ ،٢۴ .٣ قضیه بنابر بگیرید. نظر

پس ،ρ ⊆ σ چون .(a, b) ∈ ρ پس ،ρa = ρb چون بگیرید. نظر در را f(ρa) = σa ضابطه
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همچنین است. خوش تعریف f لذا .σa = σb و (a, b) ∈ σ

f(β
H/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

))(σx) =
∨

{βH/ρ
i (ρa١ , . . . , ρani

)(ρx)| f(ρx) = σx}

=
∨

f(ρx)=σx

∨
ti∈ρai
t∈ρx

βi(t١, . . . , tni)(t)

=
∨

f(ρx)=σx

∨
ti∈σai

t∈σx

βi(t١, . . . , tni)(t)

=
∨

f(ρx)=σx

β
H/σ
i (σa١ , . . . , σani

))(ρx)

= β
H/σ
i (f(ρa١), . . . , f(ρani

))(σx)

طرفی از است. H/σ به H/ρ از خوب همریختی یک f بنابراین

ker f = {(ρa, ρb)| f(ρa) = f(ρb)}

= {(ρa, ρb)| σa = σb}

= {(ρa, ρb)| (a, b) ∈ σ}

= σ/ρ.

دارد وجود ψ : (H/ρ)/(σ/ρ) → H/σ یکریختی ،٢۴ .٣ قضیه بنابر است. پوشا f به وضوح

،x ∈ H هر برای طوری که به

ψ ◦ ϕ′(ρx) = ψ(ϕ′(ρx)) = σx = f(ρx).

دیاگرام لذا
ρ[r, ”ϕ′”][dr, ”f”]H/ρ/σ/ρ[d, ”ψ”]H/

σH/

□ است. جابجایی

نتیجه گیری .۴

ابرجبرها این ساختارهای بر آن ها تأثیر و فازی ابرجبرهای در همنهشتی روابط مقاله، این در

ρ ⊆ σ و باشند H فازی ابرجبر یک روی همنهشتی رابطه دو σ و ρ اگر که دادیم نشان شد. بررسی

مشخص همچنین، کرد. تعریف H/ρفازی ابرجبر روی را σ/ρ همنهشتی رابطه می توان آن گاه باشد،
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همریختی های به ویژه، و کنند متصل یکدیگر به را ساختارها این می توانند طبیعی نگاشت های که شد

کنند. ایجاد H/σ و H/ρ ساختارهای بین را خوبی

همنهشتی رابطه که کردیم اثبات مرتبط، قضایای و طبیعی نگاشت های ویژگی های از استفاده با

و دقیق به طور نگاشت ها این و می شود اعمال H/ρ فازی ابرجبر روی بر مناسبی به طور σ/ρ

که شد مشاهده علاوه، به می آورند. وجود به را فازی ابرجبر از جدیدی ساختارهای خوش تعریف،

است. برقرار ساختارها این بین یکریختی و است جابجایی روابط این به مربوط دیاگرام

زمینه های در عملی کاربردهای در همچنین و فازی تئوری های توسعه در می توانند نتایج این

داشته چشمگیری کاربردهای فازی منطق و داده ها پردازش اطلاعاتی، سیستم های مانند مختلف

تحلیل برای ابزارهایی به عنوان می توانند مقاله این در معرفی شده ساختارهای این، بر علاوه باشند.

برای گیرند. قرار استفاده مورد می برند، بهره همنهشتی روابط از که پیچیده تری سیستم های طراحی و

مشابه عناصر شناسایی برای روابط این از می توان دارند، فازی ساختار که داده هایی تحلیل در نمونه،

به صورت داده ها پردازش و تحلیل که به گونه ای کرد؛ استفاده فازی کلاس های در آن ها گروه بندی و

شود. انجام ساده تر و یافته ساختار
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