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ͬͺدینامی سیستم و دوم درجه هدف تابع با بهینه کنترل مسائل حل مقاله، دراین چͺیده.

این حل برای قبلͬ های رویͺرد مطالعه با است. شده بررسͬ بازه ای ضرایب با خطͬ

زیرمدل های حل علیرغم روش ها، این در شده ارائه نتایج که داد خواهیم نشان مسائل،

بهینه جواب از دقیقͬ غیر تقریب های به نهایت در بازه ای، بهینه کنترل مسئله از قطعͬ

ناشͬ مشͺلات و ͬͺدینامی های سیستم ذاتͬ پیچیدگͬ به توجه با لذا، است. شده منجر

کارآمد معیارهای به دستیابی جهت جدیدی الͽوریتم های توسعه به نیاز قطعیت، عدم از

است. مسائل از دسته این حل برای کارآمد رویͺرد ͷی ارائه مقاله، این اصلͬ هدف است.

همیلتونͬ تابع تبدیل با را حاصل ای بازه مسئله موجود، الͽوریتم های اصلاح با این رو، از

به را مسئله جواب پونتریاگین شرایط اعمال با و کرده قطعͬ پایین، و بالا کران تابع دو به

مسائل حل در را قبلͬ روش های کارایی و دقت است تلاش در مقاله این ͬ آوریم. م دست

شده استفاده متلب افزاز نرم از عددی نتایج آوردن بدست برای بخشد. بهبود بهینه کنترل
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که نتایجͬ با مقایسه در تا است شده گزارش بازه ای به صورت نتایج بعلاوه، است.

شوند. صحت سنجͬ درستͬ به شده اند، ارائه مسائل این برای قبلا́

مقدمه .١

مختلف زمینه های در بازه ای دیفرانسیل معادلات و بازه ای محاسبات اخیر، دهه های در

ابزاری عنوان به بازه ای تحلیل رویͺردهای است. گرفته  قرار توجه مورد مهندسͬ و علوم

و تحقیقاتͬ فعال زمینه ͷی به کنترل، سیستم های در عدم دقت و عدم قطعیت ها با مقابله برای

جواب های مجموعه تقریب برای روش هایی [١] در مثال، به عنوان است. شده  تبدیل کاربردی

در را کاربردهایی همچنین و است شده  پیشنهاد سراسری بهینه سازی با غیرخطͬ معادلات

دستگاه های کنترل و تثبیت تخمین، برای معمولا˟ بازه ای حساب است. داده ارائه مقاوم کنترل

موقعیت یابی دقت تحلیل برای همچنین، .[٢] ͬ شود م استفاده عدم قطعیت با غیرخطͬ و خطͬ

شده گرفته به کار نیز احتمالͬ غیر زمان به وابسته اطمینان قابلیت اساس بر صنعتͬ ربات های

متغیر مقادیر از محدوده ای به بازه ای مقدار بازه ای، دیفرانسیل معادلات زمینه در .[٣] است

از اطمینان برای مفهوم این است. معتبر دیفرانسیل معادله حل آن در که دارد اشاره مستقل

است. مهم بسیار ͬ ماند، م باقͬ معنادار و سازگار و مشخص محدوده ͷی در معادله حل اینکه

خاص بازه ͷی در که ͬ شود م گفته معادلاتͬ به بازه ای دیفرانسیل معادلات دیͽر، به عبارت

مشاهده قابل زیادی ͬͺفیزی دستگاه های واقعͬ، دنیای در ͬ شوند. م تعریف مستقل متغیر از

توجه با .[۵ ،۴] ͬ شود م کنترل بازه ای دیفرانسیل معادلات اساس بر رفتارشان که هستند

است، شده تبدیل پژوهشͽران برای جذابی موضوع به بازه ای مدل های روی مطالعه اینکه به

در با محققان است. شده برخوردار ویژه ای اهمیت از بازه ای توابع برای مشتق مفهوم لذا

بازه ای توابع مشتقات برای جایͽزین هایی ،[۶] هوکوهارا١ جانبی مشتق نوع چهار گرفتن نظر

مشتقات از زیادی حد تا بهینه کنترل و تغییرات حساب محققان .[٨ ،٧] کرده اند معرفͬ

مشتقات از [١٠ ،٩] موردوخوویچ٢ مثال، به عنوان کرده اند. استفاده بازه ای نگاشت های برای

تعمیم یافته مشتق از [١١] مجومدر٣ و کرده استفاده بهینگͬ شرایط آوردن به دست برای مشترک

حساب [١٢] همͺاران۴ و چالͺو کرد. استفاده نتایج از وسیعͬ طیف بررسͬ برای هوکوهارا

استفانینͬ کردند. بررسͬ هوکوهارا تعمیم یافته مشتق از استفاده با را بازه ای توابع دیفرانسیل

1Hukuhara derivative
2Mordukhovich, B. S.
3Majumder, P.
4Chalco et al.
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حل به بازه ای مقدار توابع از هوکوهارا تعمیم یافته مشتق پذیری از استفاده با [١٣] همͺاران١ و

پرداختند. بازه ای دیفرانسیل معادلات

واقعͬ دنیای پدیده های مدل سازی در آن توانایی و بهینه کنترل مسائل اخیر، سال های در

ͷی .[١۵ ،١۴] است کرده جلب خود به را مهندسͬ کاربردی علوم در زیادی محققان توجه

سیستم و عملͺرد شاخص که ͬ نامند م بازه ای بهینه کنترل مسئله هنگامͬ را کنترلͬ مسئله

بازه ای قطعیت عدم با بهینه کنترل باشد. بازه ای مقادیر با متغیرهایی و توابع شامل آن ͬͺدینامی

و تر جامع تحلیل امͺان غیرقطعͬ، شرایط مدیریت برای مناسبی چارچوب نمودن فراهم ضمن

موارد کنترل، و بهینه سازی مسائل در .[١٧ ،١۶] ͬ کند م فراهم را پیچیده تر سیستم های طراحͬ

پارامترها زمانͬ بازه های در ذاتͬ قطعیت عدم دارای هدف تابع آن ها در که دارد وجود زیادی

با بهینه کنترل مسئله ͷی حل برای را چشم اندازهایی همͺاران٢ و برتین .[١٩ ،١٨] است

و رزمجو .[١۴] دادند ارائه بازه ها حساب از استفاده با پارامترها روی بازه ای قطعیت های عدم

پیشنهاد بهینه  کنترل مسائل حل برای را کوتا رانگ روش از جدیدی ای بازه نسخه ی رمضانͬ

خطͬ فازی بهینه کنترل سیستم ͷی برای را جدیدی رویͺرد فراهͬ و نجاریان .[٢٠] کردند

جواب  وجود برای شرایطͬ یافتن دنبال به .[٢١] کردند بررسͬ فازی ضرایب و ثابت زمان با

فازی بهینه کنترل مسائل حل برای [٢٢] در نیا فرهادی قطعیت، عدم تحت بهینه کنترل مسائل

آوردن دست به برای نیز همͺاران و زارعͬ است. کرده استفاده پونتریاگین ماکزیمم اصل از

.[٢٣] کردند استفاده اصل این از فازی مرزی مقدار مسئله ͷی قالب در لازم بهینه شرایط

با و ͬ کنند م تبدیل پایین و بالا کران های از قطعͬ زیرمدل دو به را مسئله روش ها این عمده

مواجه اشͺال با بهینه جواب یافتن در ͬ کنند نم لحاظ محاسبات در را بازه کل اینکه به توجه

ای بازه بهینه کنترل قانون ͷی یافتن و مشͺل این رفع هدف با همͺاران و شͺوهͬ ͬ شوند. م

بهینه اصل از استفاده با ای بازه قطعیت عدم تحت دوم درجه خطͬ کننده تنظیم مسائل برای

.[٢۴] پرداختند مسائل این حل به پونتریاگین

است شدنͬ جواب های مرتب سازی نحوه مورد در تصمیم گیری مدل سازی، فرآیند از بخشͬ

با بهینه کنترل مسائل [٢۵] در نویسندگان کرد. انتخاب را جواب بهترین آنها بین از بتوان تا

طبق قطعیت ها، عدم با مقابله برای آن ها گرفتند. نظر در را هدف تابع در بازه ای قطعیت عدم

از استفاده با و کردند استفاده بازه ای ضرایب پایین و بالا کران های از معمول بازه ای روش های

لازم شرایط مقدار، بازه ای توابع برای هوکوهارا تعمیم یافته ی مشتق و ‐مشتق پذیری٣ E مفاهیم
1Stefanini et al.
2 Bertin et al.
3E-differentiable
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خاص، طور به ͬ باشند. نم درست مرجع این در شده ارائه نتایج اما آوردند. دست به را بهینگͬ

کنترل و حالت متغیرهای است، شده ارائه آن دوم مثال برای که [٢۵] مرجع از ١ شͺل در

اینکه علیرغم همچنین، است، ناپایدار کنترل متغیر وضوح به اینکه بر علاوه و نیستند بازه ای

است. نشده ارائه آن برای بازه ای جواب هیچ اما است شده بیان بازه ای صورت به اصلͬ مسئله

فازی متغیرهای با دوم درجه خطͬ بهینه کنترل مسئله حل برای کارآمد عصبی شبͺه مدل ͷی

مسئله ͷی به کارآمد تبدیل ͷی از استفاده با اصلͬ مسئله آن، در که است شده ارائه [٢۶] در

داده توسعه مسئله آن حل برای پرسپترون مصنوعͬ عصبی شبͺه سپس و یافته کاهش قطعͬ

دقت با اما شوند داده گزارش بازه ای صورت به نتایج که است شده تلاش هرچند است. شده

کنترل تابع برای آمده دست به بازه های که شد خواهیم متوجه شده ارائه (نمودارها) نتایج در

بزرگتر آن بالای کران از کنترل متغیر پایین کران مثال ها، تمام در واقع در و هستند نادرست

[٢۵] در شده ارائه روش قبلͬ، نتایج در موجود نواقص رفع و ͬ ها کاست این بر غلبه برای است.

آن بتوان بعلاوه و شوند مرتفع [٢۶ ،٢۵] در موجود ایرادات تا است شده داده بهبود گونه ای به

منظور، این برای داد. توسیع نیز ͬͺدینامی سیستم در بازه ای ضرایب با بهینه کنترل مسائل به را

کران تابع دو به را همیلتونͬ تابع قطعیت، عدم بازه های پایینͬ و بالایی کران های از استفاده با

لازم شرایط استنتاج برای پونتریاگین اصل از بهره گیری با سپس، ͬ کنیم. م تبدیل پایین و بالا

ͬ آوریم. م دست به را اصلͬ مسئله بازه ای بهینه جواب پایینͬ و بالایی کران های بهینگͬ،

در است. شده بیان بازه  ای حساب پیش نیازهای و اساسͬ مفاهیم از مقدماتͬ ،٢ بخش در

برای مسئله حل روش و است شده داده شرح مقدار بازه ای بهینه کنترل مسئله ͷی ،٣ بخش

،چند شده ارائه روش آزمایی راستͬ منظور به است. شده توصیف بهینه کنترل قانون ͷی یافتن

است. شده ارزیابی آمده دست به نتایج نهایت، در و بررسͬ را ۴ بخش در عددی مثال

پیش نیازها .٢

بازه ای اعداد آن، در که است حقیقͬ اعداد با معمولͬ حساب از تعمیمͬ بازه ای حساب

مطالعه که آنجا از ͬ شود. م حقیقͬ تحلیل جایͽزین بازه ای تحلیل و حقیقͬ اعداد جایͽزین

بخش، این در است، شده تبدیل ریاضیدانان برای جذاب موضوعͬ به بازه ای مباحث روی

ͬ کنیم. م بیان را بازه ای حساب از مقدماتͬ

.K = {[m−,m+] | m−,m+ ∈ R, m− ≤ m+} کنید فرض [٢٧] .٢. ١ تعریف

عملͽرهای ،n± = [n−, n+] ∈ K و m± = [m−,m+] ∈ K حقیقͬ بازۀ دو برای
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ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به بازه ای حساب اصلͬ

داریم: C ∈ R برای همچنین،

Cm± = C[m−,m+] =


[Cm−, Cm+] if C > ٠,

[٠, ٠] if C = ٠,

[Cm+, Cm−] if C < ٠.

(٢. ١)

ͬ کنیم: م استفاده زیر روابط از بازه ای اعداد در تقسیم برای همچنین،

١
n± =

[
١
n+

,
١
n−

]
, ٠ /∈ [n−, n+],

m±

n± =
[m−,m+]

[n−, n+]
= [m−,m+] · ١

[n+, n−]
.

تعمیم یافتۀ تفاضل باشند. حقیقͬ ,±mبازه های n±, p± ∈ K کنید فرض [٢٨] .٢. ٢ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به n± و m± بازه ای اعداد برای هوکوهارا

[m−,m+]⊖gH [n−, n+] = [p−, p+]

⇔



(i) if ω(m±) ≥ ω(n±) :

m− = n− + p−,

m+ = n+ + p+,

(ii) if ω(m±) < ω(n±) :

n− = m− − p+,

n+ = m+ − p−.

(٢. ٢)

نشان را m± = [m−,m+] ∈ K بازۀ پهنای ω(m±) = m+ − m− ،(٢. ٢) رابطه در

معمولͬ تفاضل از استفاده با باشد. m± = n± = [٢, ٣] کنید فرض مثال، عنوان به ͬ دهد. م

داشت: خواهیم بازه ای عدد دو

[٢, ٣]− [٢, ٣] = [٢, ٣] + [−٢−,٣] = [−١, ١].

داریم: هوکوهارا تعمیم یافتۀ تفاضل از استفاده با اکنون

[٢, ٣]⊖gH [٢, ٣] = [٠, ٠] = ٠,

ͬ باشد. م ما انتظار مورد که
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صورت به و است بازه ای مقدار تابع ͷی L± : [t٠, tf ] → K(R) تابع [٢٩] .٢. ٣ تعریف

L±(t) = [L−(t), L+(t)],

و L−(t) توابع .t ∈ [t٠, tf ] هر برای L−(t) ≤ L+(t) به طوری که ͬ شود، م داده نشان

ͬ شوند. م نامیده L±(t) بازه ای مقدار تابع بالای کران و پایین کران توابع ترتیب، به L+(t)

t ∈ (t٠, tf ) باشد، بازه ای مقدار تابع ͷی L± : (t٠, tf ) → K(R) اگر [١٢] .۴ .٢ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به t در L± مشتق آنگاه ،t+ h ∈ (t٠, tf ) به طوری که h ∈ R و

L̇±(t) = lim
h→٠

L±(t+ h)⊖gH L±(t)

h
.(٢. ٣)

تعمیم یافته هوکوهارای مشتق پذیر L± آنگاه کند، صدق (٢. ٣) رابطۀ در L±(t) ∈ K(R) اگر

(t٠, tf ) روی gH مشتق پذیر L± این، بر علاوه است. t در (gH مشتق پذیر به اختصار، (یا

باشد. gH مشتق پذیر t ∈ (t٠, tf ) نقاط تمام در L± اگر است،

دامنه روی بر که باشد فازی مجموعه ͷی یا فازی عدد ͷی A کنید فرض [٢۶] .۵ .٢ تعریف

α‐برش است. شده تعریف است، حقیقͬ اعداد n‐بعدی فضای از ای مجموعه زیر که X

است: زیر صورت به شود، مͬ داده نشان [A]α یا Aα نماد با که A از α تراز مجموعه یا

Aα = {x ∈ X,µ(x) ≥ α} , α ∈ (٠, ١].

این هستند. محدود و بسته های بازه همواره α تراز های مجموعه ،A فازی مجموعه هر برای

A
α و پایین کران Aα آن، در که شوند مͬ تعریف [A]α = [Aα, A

α
] صورت به ها بازه

هستند. α‐برش بالای کران

باشد، زیر صورت به بازه ای مقدار تابع ͷی L± : (t٠, tf ) → K(R) اگر [٢٩] .۶ .٢ قضیه

L±(t) = [L−(t), L+(t)],

باشد: برقرار زیر موارد از ͬͺی اگر فقط و اگر است gH مشتق پذیر t ∈ (t٠, tf ) در L± آنگاه

باشند. مشتق پذیر t ∈ (t٠, tf ) در L+ و L− توابع (١)

باشند داشته وجود (ͷکلاسی مشتق مفهوم (به L̇+(t) و L̇−(t) جزئͬ مشتقات (٢)

.L̇−(t) = L̇+(t), t ∈ (t٠, tf ) و

مشتق پذیر t ∈ (t٠, tf ) ±Lدر : (t٠, tf ) → K(R) بازه ای مقدار تابع اگر [٢٩] .٢. ٧ قضیه

است. پیوسته t در L± آنگاه باشد، gH
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بازه ای قطعیت عدم با بهینه کنترل مسئله .٣

ضرایب و هدف تابع ضرایب در بازه ای قطعیت عدم با بهینه کنترل مسئله بخش این در

این برای است. شده بررسͬ و بحث پونتریاگین ماکزیمم اصل از استفاده با ͬͺدینامی سیستم

اصل از استفاده با سپس و شده تعیین بهینه کنترل مسئله برای همیلتونͬ تابع ابتدا منظور،

حل از آمده دست به جواب که ͬ آید م دست به دیفرانسیل معادلات از دستگاه ͷی پونتریاگین،

از بسیاری ͬ کند. م صدق بهینه کنترل مسئله جواب برای بهینگͬ لازم شرایط در دستگاه، این

نویسندگان .[٣٠ ،٢٣] کرده اند استفاده بازه ای بهینه کنترل مدل های حل در را شیوه این محققین

بالای کران مقادیر آن در که پرداختند ای بازه بهینه ی کنترل ی مسئله ͷی حل به [٢۶ ،٢۵] در

مسئله اولیه شرط و است شده کمتر پایین کران مقادیر از شده داده نمودارهای در کنترل متغیر

در شده بیان روش توسیع با مشͺل، این رفع برای است. نشده برآورده نیز حالت متغیر برای

بازه ای مسئله ،ͬͺدینامی سیستم و هدف تابع در بازه ای ضرایب با بهینه کنترل مسائل به [٢۵]

معادلات دستگاه سازی پیاده و پایین و بالا کران تابع دو به همیلتونͬ تابع تبدیل با را حاصل

کنترل های استاندارد و بازه ها خواص از حاصل نتایج که داد خواهیم نشان و کرده حل مربوطه

کنند. مͬ تبعیت بهینه

ͬ شود: م تعریف زیر کلͬ فرم به بازه ای بهینۀ کنترل مسئلۀ

min I±(x±, u±) =

∫ tf

t٠

L± (
t, x±(t), u±(t)

)
dt,(٣. ١)

s.t. ẋ± = f± (
t, x±(t), u±(t)

)
,(٣. ٢)

x±(t٠) = x±٠ ,(٣. ٣)

صدق (٣. ٢) ͬͺدینامی معادلۀ در که است زمان به وابسته بازه ای حالت متغیر x±(t) آن، در که

ͬ باشد. م سیستم نهایی زمان tf و است t٠ شروع زمان در سیستم اولیۀ وضعیت x±٠ و ͬ کند م

بهینۀ کنترل مسئلۀ حل از هدف است. کنترل متغیر نام به آزاد پارامتر ͷی u±(t) همچنین،

بازه ای مقدار تابع ͷی L± آن در که است (٣. ١) هدف تابع رساندن حداقل به ،(٣. ٣)‐(٣. ١)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را L± بازه ای مقدار تابع ترتیب، این به .[١٢] است

L± (
t, x±(t), u±(t)

)
=

[
L− (

t, x±(t), u±(t)
)
, L+

(
t, x±(t), u±(t)

)]
.

مسئلۀ برای بهینه جواب ͷی (x±∗(t), u±∗(t)) کنترل و حالت متغیرهای .٣. ١ تعریف

شرط با (٣. ١) ͬͺدینامی سیستم در x±∗(t) اگر هستند، (٣. ٣)‐(٣. ١) بازه ای بهینۀ کنترل



٨ بازه ای بهینه کنترل مسائل ٨حل بازه ای بهینه کنترل مسائل ٨حل بازه ای بهینه کنترل مسائل حل

جواب هر برای همچنین و کند، صدق u±∗(t) متناظر کنترل برای و (٣. ٢) در داده شده اولیۀ

.I±(x±∗, u±∗) ≤ I±(x±, u±) باشیم داشته مسئله، این از (x±(t), u±(t)) شدنͬ

بهینۀ کنترل مسئلۀ برای شدنͬ جواب ͷی (x±∗(t), u±∗(t)) اگر [٣٢ ،١٣] .٣. ٢ تعریف

مسئله این برای LU‐بهینه جواب ͷی (x±∗(t), u±∗(t)) آنگاه باشد، (٣. ٣)‐(٣. ١) بازه ای

باشیم: داشته مسئله، این از (x±(t), u±(t)) شدنͬ جواب هر برای اگر بود، خواهد

I±(x±∗, u±∗) ≤LU I±(x±, u±).

ماکزیمم اصل از استفاده با بهینگͬ لازم شرایط به دست آوردن به منظور [٢۵] در نویسندگان

±Lبازه ای هدف تابع ،(٣. ٣)‐(٣. ١) بازه ای بهینۀ کنترل مسئلۀ در که کردند فرض پونتریاگین،

باشد. LU‐محدب و E‐مشتق پذیر ،t ∈ [t٠, tf ] هر در ،u± و x± متغیرهای برای و بوده

و باشد نداشته بازه ای ضریب ،(٣. ٢) ͬͺدینامی سیستم در f تابع که کردند فرض همچنین

به باشد. محدب و مشتق پذیر t ∈ [t٠, tf ] هر برای و پیوسته ،u± و x± متغیرهای برای

مسئلۀ برای LU‐بهینه جواب ͷی (x±∗(t), u±∗(t)) اگر که کردند اثبات آن ها ترتیب، این

به گونه ای دارد وجود λ±∗(t) لاگرانژ ضربی عملͽر ͷی آنگاه باشد، بیان شده بازه ای بهینۀ کنترل

ͬ کند: م صدق زیر معادلات دستگاه در (x±∗(t), u±∗(t), λ±∗(t)) سه تایی که

ẋ±∗(t) =
∂H±(x±∗(t), u±∗(t), λ±∗(t))

∂λ
,

λ̇±∗(t) = −∂H±(x±∗(t), u±∗(t), λ±∗(t))

∂x
,

٠ =
∂H±(x±∗(t), u±∗(t), λ±∗(t))

∂u
,

x±(t٠) = x±٠ , λ±(tf ) = ٠.

(۴ .٣)

در که هستند (٣. ٣)‐(٣. ١) بازه ای بهینه کنترل مسئله جواب برای لازم شرایط (۴ .٣) روابط

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به و است همیلتونͬ تابع H±(t, x±(t), u±(t), λ±(t)) آن،

H±(t, x±(t), u±(t), λ±(t)) = µ١L
−(t, x±(t), u±(t))

+ µ٢L
+(t, x±(t), u±(t)) + λ±(t)f±(t, x±(t), u±(t)),

تابعͬ بالای کران و پایین کران ضرایب ترتیب، به µ٢ و µ١ ،٠ < µ١, µ٢ ∈ R آن، در  که

f± بازه ای تابع برای لاگرانژ ضربͽر λ± و µ١ + µ٢ = ١ که طوری به هستند L± هدف

است.
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و اکسترمال مفاهیم از بهینگͬ شرایط آوردن دست به برای همͺارانش١ و لیل ادامه، در

قطعیت عدم فقط آنها واقع، در کردند. استفاده بازه ای توابع برای یافته تعمیم هوکوهارای مشتق

برای بهینگͬ ارائه برای تلاش اولین عنوان به کنترل مسائل هدف تابعͬ ضرایب در را بازه ای

بازه دو بین مرتبه ای روابط از آنها اینکه به توجه با گرفتند. نظر در بهینه کنترل مسائل نوع این

حداکثر و حداقل مناسب انتخاب کردند، استفاده ممͺن جواب های کردن مرتب برای بسته

مشͺلاتͬ بازه ای بهینه کنترل مسائل حل در که است کرده ایجاد را چالش هایی پارامتر هر برای

آورده [٢۵] در همͺارانش و لیل توسط که عددی نتایج بررسͬ در است. آورده وجود به را

کنترل مسائل از درستͬ پاسخ هم µ١ = µ٢ = ٠٫۵ انتخاب با حتͬ که دریافتیم است، شده

مسئله اولیه شرط و است ناپایدار کنترل متغیر زیرا نیاورده اند، دست به بازه ای ضرایب با بهینه

ماکزیمم اصل از بهره گیری با [٢۶] در نویسندگان است. نشده برآورده نیز حالت متغیر برای

ضرایب با دوم درجه خطͬ بهینه کنترل مسائل حل برای عصبی شبͺه مدل ͷی پونتریاگین،

نیستند، دسترس در مختلف α‐برش های برای تنها نه شده گزارش نتایج دادند. ارائه فازی

نمودارهای تمام در وضوح به که شده اند آورده α = ٠٫۵ و α = ١ برش دو برای تنها بلͺه

دست به آن پایین کران مقادیر از کمتر کنترل متغیر بالای کران ،α = ٠٫۵ ازای به رسم شده

است. آمده

بهینه کنترل مسائل به را [٢۵] در بیان شده روش مقاله، این در ͬ ها، کاست این رفع برای

توسعه هستند، ͬͺدینامی سیستم و هدف تابع در بازه ای ضرایب دارای که دوم درجه خطͬ

خطͬ فرم به (٣. ٣)‐(٣. ١) بازه ای بهینۀ کنترل مسئلۀ کنید فرض منظور، این برای ͬ دهیم. م

باشد: زیر دوم درجه

min I±(x±, u±) =
١
٢

∫ tf

t٠

[
x±

T
(t)Q±(t)x±(t) + u±

T
(t)R±(t)u±(t)

]
dt

s.t. ẋ±(t) = A±x±(t) +B±u±(t), t٠ ≤ t ≤ tf ,

x±(t٠) = x±٠ ,

(۵ .٣)

ͷی R± ∈ K ⊂ Rn×n و مثبت، نیمه معین و متقارن Q± ∈ K ماتریس آن، در که

ثابت بازه ای مقادیر با ماتریس هایی B± و A± همچنین، است. مثبت معین و متقارن ماتریس

و بالا کران تابع دو به همیلتونͬ تابع تبدیل با ،[٢۵] در گفته شده روش از استفاده با هستند.

1Leal et al.



١٠ بازه ای بهینه کنترل مسائل ١٠حل بازه ای بهینه کنترل مسائل ١٠حل بازه ای بهینه کنترل مسائل حل

ماکزیمم اصل از استفاده با و کرده تبدیل قطعͬ زیرمسئلۀ دو به را حاصل بازه ای مسئلۀ پایین،

با .[٣١] ͬ آوریم م دست به معادلات دستگاه دو قالب در را بهینگͬ لازم شرایط پونتریاگین،

را قبلͬ روش های ایرادات حاصل، نتایج که داد خواهیم نشان معادلات، دستگاه های این حل

حصول به منظور ͬ کنند. م تبعیت بهینه کنترل استانداردهای و بازه ها خواص از و کرده برطرف

مقایسه تجربی داده های و موجود نظریه های با را به دست آمده نتایج بهتر، نتیجه گیری و اطمینان

بحث مورد مبسوط به طور عددی نتایج بخش در روش، این محاسباتͬ جزئیات کرد. خواهیم

است. گرفته قرار بررسͬ و

عددی نتایج .۴

سیستم و هدف تابع در بازه ای ضرایب با بهینه کنترل مسائل از مثال دو بخش این در

منظور این برای دهد. نشان را شده اصلاح روش کارایی و اعتبار تا است شده ارائه ͬͺدینامی

صورت به نتایج تمامͬ است. شده استفاده اینتلب ابزار جعبه و ٢٠١۶ متلب افزار نرم از

همچنین، باشد. میسر راحتͬ به صحت سنجͬ و مقایسه امͺان تا شده اند داده گزارش بازه ای

شده اند. آورده ١ جدول در مقاله، این در شده استفاده پارامترهای

سیستم و هدف تابع در بازه ای ضرایب با دوم درجه خطͬ بهینه کنترل مسئله .١ .۴ مثال

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را ͬͺدینامی

min I±(x±, u±) =
١
٢

∫ ١

٠

(
x±(t)[٠٫٩, ١٫١]x±(t) + u±(t)[٠٫٩, ١٫١]u±(t)

)
dt,

s.t. ẋ±(t) = [٢ + α, ۴ − α]x±(t) + u±(t), α ∈ [٠, ١],

x±(٠) = ١.

(١ .۴)

بازه ای ضرایب با بهینه کنترل مسئلۀ ͷی به (١ .۴) مسئله ،ͬͺدینامی سیستم در α = ١ فرض با

همͺارانش و لیل است. [٢۵] مرجع در حل شده مدل همان که ͬ شود م تبدیل هدف تابع در

هدف، تابعͬ گرفتن نظر در با [٢۵] در

L±(t, x±, u±) = [
٠٫٩
٢

(x±٢ + u±٢),
١٫١
٢

(x±٢ + u±٢)],

کردند: تعریف را زیر همیلتونͬ تابع

H±(t, x±(t), u±(t), λ±) = µ١
٠٫٩
٢

(x±٢+u±٢)+µ٢
١٫١
٢

(x±٢+u±٢)+λ±(x±(t)+u±(t)).



صردی زید س. و الʓه دادی م. ͬ زاده، رضائ س. سالارزائͬ، س. صردی زید١١ س. و الʓه دادی م. ͬ زاده، رضائ س. سالارزائͬ، س. صردی زید١١ س. و الʓه دادی م. ͬ زاده، رضائ س. سالارزائͬ، س. ١١

توسط ارائه شده نتایج اما آوردند، به دست (۴ .٣) روابط مطابق را بهینگͬ لازم شرایط سپس،

نمودار در بعلاوه، نیستند. بازه ای کنترل و حالت متغیرهای برای µ١ = µ٢ = ٠٫۵ به ازای آن ها

نشده برقرار نیز x±(٠) = ١ بازه ای بهینه کنترل مسئله اولیه شرط حالت، متغیر برای رسم شده

است.

ͬͺدینامی سیستم برای بازه ای ضریب گرفتن نظر در با و نواقص این رفع به منظور این رو، از

ترتیب، این به داد. خواهیم توسعه را همͺارانش و لیل توسط ارائه شده روش ،(١ .۴) مسئله

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر به صورت (١ .۴) بازه ای بهینه کنترل مسئله برای همیلتونͬ تابع

H±(t, x±(t), u±(t), λ±) =µ١
٠٫٩
٢

(x±٢ + u±٢) + µ٢
١٫١
٢

(x±٢ + u±٢)

+ λ±(t)([٢ + α, ۴ − α]x±(t) + u±(t)).

داریم: پایین، و بالا کران تابع دو به همیلتونͬ تابع تبدیل با و µ١ = µ٢ = ٠٫۵ فرض با

H+(t, x±(t), u±(t), λ±) =
١
٢
(x+٢ + u+٢) + λ+(t)((۴ − α)x+(t) + u+(t)),

H−(t, x±(t), u±(t), λ±) =
١
٢
(x−٢ + u−٢) + λ−(t)((٢ + α)x−(t) + u−(t)).

بازه ای بهینه کنترل مسئله برای بهینگͬ لازم شرایط پونتریاگین، ماکزیمم اصل اعمال با اکنون

ͬ آید: م به دست زیر معادلات دستگاه دو به صورت (١ .۴)

(٢ .۴)

پایین کران برای بهینگͬ لازم شرایط

ẋ−(t) =
∂H−

∂λ− = (٢ + α)x−(t) + u−(t),

λ̇−(t) = −∂H−

∂x−
= −

(
x−(t) + (٢ + α)λ−(t)

)
,

٠ =
∂H−

∂u−
= u−(t) + λ−(t),

x−(٠) = ١, λ−(١) = ٠.
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(٣ .۴)

بالا کران برای بهینگͬ لازم شرایط

ẋ+(t) =
∂H+

∂λ+
= (۴ − α)x+(t) + u+(t),

λ̇+(t) = −∂H+

∂x+
= −

(
x+(t) + (۴ − α)λ+(t)

)
,

٠ =
∂H+

∂u+
= u+(t) + λ+(t),

x+(٠) = ١, λ+(١) = ٠.

داریم: (٢ .۴) معادلات دستگاه حل با

x∗−(t) = c−١ e
√
k١t(−

√
k١ − (٢ + α)) + c−٢ e

−
√
k١t(

√
k١ − (٢ + α)),

u∗−(t) = −c−١ e
√
k١t − c−٢ e

−
√
k١t.

داریم: (٣ .۴) بهینگͬ لازم شرایط حل با مشابه، به طور

x∗+(t) = c+١ e
√
k٢t(−

√
k٢ − (۴ − α)) + c+٢ e

−
√
k٢t(

√
k٢ − (۴ − α)),

u∗+(t) = −c+١ e
√
k٢t − c+٢ e

−
√
k٢t,

آن، در که

c−١ =
−١

√
k١)١ + e٢

√
k١) + (٢ + α)(١ − e٢

√
k١)

, c−٢ = −c−١ e
٢
√
k١ ,

c+١ =
−١

√
k١)٢ + e٢

√
k٢) + (۴ − α)(١ − e٢

√
k٢)

, c+٢ = −c+١ e
٢
√
k٢ ,

k١ =
√

(٢ + α)٢ + ١, k٢ =
√
(۴ − α)٢ + ١, α ∈ [٠, ١],

x∗±(t) به صورت= به ترتیب (١ .۴) مسئله برای کنترل متغیر و حالت متغیر بهینۀ مقدار بنابراین،

مربوط عددی نتایج که ͬ آید م به دست u∗±(t) = [u∗−(t), u∗+(t)] و [x∗−(t), x∗+(t)]

شرط ͬ شود، م مشاهده که همان طور است. شده آورده ٢ جدول در α = ٠٫۵ به ازای آن به

کران از کمتر کنترل متغیر پایین کران لحظه، هر در و است شده برآورده (١ .۴) مسئله اولیه

کنترل و حالت متغیرهای و است شده برطرف [٢۵] مرجع اشͺالات همچنین، است. آن بالای

و α = ١ ازای به کنترل و حالت توابع ارزیابی به مربوط نمودار هستند. بازه ای مقادیر دارای

کران های ͬ شود، م مشاهده شͺل این در که همانطور است. شده رسم ١ شͺل در α = ٠٫۵

ازای به و گرفته اند قرار هم روی α = ١ ازای به u∗±(t) و x∗±(t) متغیرهای پایین و بالا
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(١ .۴) مسئله اولیه شرط و است آن بالای کران از کوچͺتر جواب، پایین کران ،α = ٠٫۵

به u(∗±)(t) و x(∗±)(t) متغیرهای به مربوط جواب نمودار است. شده برآورده خوبی به نیز

صورت به جواب ها تمام ͬ شود م ملاحظه است. شده رسم ٢ شͺل در α مختلف مقادیر ازای

است. برقرار α مقادیر تمام ازای به مسئله اولیه شرط و هستند بازه ای

بͽیرید نظر در زیر صورت به را بازه ای ضرایب با دوم درجه خطͬ بهینه کنترل مسئله .٢ .۴ مثال

:[٢۶]

min I±(x±, u±) =

∫ ١

٠

(
x±٢(t) + u±٢(t)

)
dt,

s.t. ẋ±(t) = [α, ٢ − α]u±(t), α ∈ [٠, ١],

x±(٠) = ١.

(۴ .۴)

مختلف مقادیر انتخاب با که است شده گرفته نظر در فازی به صورت [٢۶] مرجع در مسئله این

α‐برش های ازای به مذکور مرجع در حل شده مدل شرایط ،(۴ .۴) مسئله ͬͺدینامی سیستم در α

کران مقادیر نویسندگان، که میدهند نشان [٢۶] در شده ارائه نتایج ͬ شود. م فراهم متفاوت

u−(٠) = به صورت به ترتیب شروع، نقطه در α = ٠٫۵ ازای به را کنترل متغیر بالای و پایین

همچنین، .u−(٠) > u+(٠) وضوح به که آورده اند دست به u+(٠) = −١٫١ و −٠٫٣۶

را x±(٠) = ١ اولیه شرط که شده اند گزارش x+(٠) = ١٫۵ و x−(٠) = ٠٫۵ مقادیر

نتایج با مقایسه در پیشنهادی روش که کرد خواهیم ملاحظه است. نکرده برآورده دقیق به طور

منظور، این برای ͬ کند. م برآورده دقیق به طور را اولیه شرط و داده بهبود را جواب ،[٢۶] مرجع

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (۴ .۴) بازه ای بهینه کنترل مسئله برای همیلتونͬ تابع

H±(t, x±(t), u±(t), λ±(t)) = x±٢(t) + u±٢(t) + λ±(t)
(
[α, ٢ − α]u±(t)

)
.

ماکزیمم اصل اعمال و پایین و بالا کران تابع دو به همیلتونͬ تابع تبدیل با قبل، مشابه

دست به زیر صورت به (١ .۴) بازه ای بهینه کنترل مسئله برای بهینگͬ لازم شرایط پونتریاگین،



١۴ بازه ای بهینه کنترل مسائل ١۴حل بازه ای بهینه کنترل مسائل ١۴حل بازه ای بهینه کنترل مسائل حل

ͬ آید: م

(۵ .۴)

پایین کران برای بهینگͬ لازم شرایط

ẋ−(t) = (٢ − α)u−(t),

λ̇−(t) = −٢x−(t),

٠ =
∂H−

∂u−
= ٢u−(t) + (٢ − α)λ−(t),

x−(٠) = ١, λ−(١) = ٠,

(۶ .۴)

بالا کران برای بهینگͬ لازم شرایط

ẋ+(t) = αu+(t),

λ̇+(t) = −٢x+(t),

٠ =
∂H+

∂u+
= ٢u+(t) + αλ+(t),

x+(٠) = ١, λ+(١) = ٠.

کنترل مسئله برای u∗±(t) و x∗±(t) مقادیر ،(۶ .۴) و (۵ .۴) معادلات دستگاه های حل با

ͬ آیند: م به دست زیر صورت به (۴ .۴) بازه ای بهینه

x∗±(t) =

[
e(٢−α)t + e(٢−α)(٢−t)

١ + e٢(٢−α)
,

eαt + eα(٢−t)

١ + e٢α

]
,

u∗±(t) =

[
e(٢−α)t − e(٢−α)(٢−t)

١ + e٢(٢−α)
,

eαt − eα(٢−t)

١ + e٢α

]
.

دارای که α مختلف مقادیر ازای به u∗±(t) و x∗±(t) متغیرهای به مربوط جواب نمودار

ͷنزدی با که ͬ دهد م نشان شͺل این نتایج است. شده رسم ٣ شͺل در هستند، بازه ای مقادیر

تمام به ازای همچنین، و شده ͷنزدی واقعͬ پاسخ به مسئله پاسخ های ،ͷی به α مقدار شدن

صدق x±(٠) = ١ یعنͬ ،(۴ .۴) مسئله اولیه شرط در به دست آمده جواب های ،α مقادیر

،α مقادیر تمام به ازای کنترل، تابع در و هستند بازه ای به صورت تماماً نتایج بعلاوه، ͬ کنند. م

α = ٠٫۵ به ازای بازه ای، کنترل و حالت متغیرهای به مربوط عددی نتایج .u−(t) < u+(t)

بهینه مقادیر ͬ شود، م مشاهده جدول این در که همان طور است. شده آورده ٣ جدول در

نقطه در حالت متغیر و هستند بازه ای عدد به صورت ارائه شده، روش از استفاده با به دست آمده

کنترل متغیر پایین کران ،[٢۶] مرجع در که است حالͬ در این است. x±(٠) = [١, ١] شروع
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به توجه با تری دقیق و مناسب بازه در نیز حالت متغیر و است شده بزرگ تر آن بالای کران از

میͽیرد. قرار مسئله اولیه شرط

نتیجه گیری

قطعیت عدم با دوم درجه خطͬ بهینه کنترل مسائل حل نتایج بهبود هدف با مقاله این

گیری بهره مبنای بر ما رویͺرد شد. انجام بود، شده مطرح [٢۶ ،٢۵] در تر پیش که بازه ای

و استناد قابل نتایجͬ تا کردیم تلاش و است بهینه کنترل مسائل حل استاندارهای و اصول از

سیستم به هدف، تابع علاوه بر را بازه ای قطعیت عدم منظور، این برای آوریم. بدست دقیق تر

قطعیت، عدم بازه های پایینͬ و بالایی کران های از استفاده با و دادیم تعمیم نیز مسئله ͬͺدینامی

ماکزیمم اصل اعمال با سپس، کردیم. تبدیل پایین و بالا کران تابع دو به را همیلتونͬ تابع

شد. تعیین اصلͬ مسئله بهینه جواب پایینͬ و بالایی کران های برای لازم شرایط پونتریاگین،

محدودیت که ͬ دهند م نشان شده اند، ارائه نمودارها و جداول قالب در که حاصل عددی نتایج

حالت متغیرهای برای دقیق تری مقادیر و است شده مرتفع پیشین پژوهش های در موجود های

پیاده سازی قابلیت و نسبی سادگͬ در رویͺرد این اصلͬ مزیت است. آمده بدست کنترل و

با مواجهه در کارآمد و عملͬ استفاده امͺان که است متلب مانند محاسباتͬ نرم افزارهای با آن

روش، این گسترده تر کاربرد برای سازد. مͬ فراهم را ای بازه قطعیت عدم با بهینه کنترل مسائل

یابد. گسترش ͬ تر واقع و پیچیده تر مسائل به آن کاربرد دامنه تا است لازم بیشتری تحقیقات

ترکیب و چندمتغیره، سیستم های یا غیرخطͬ کنترل مسائل در روش این کاربرد بررسͬ همچنین،

انعطاف پذیری، بهبود برای فازی) (مانند قطعیت عدم مدیریت روش های سایر با بازه ای روش

هستند. زمینه این در پژوهش آینده برای مباحث جمله از
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مقاله. در استفاده مورد های پارامتر :١ جدول

توضیحات عنوان متغیر نام

µ١ ∈ R, µ١ + µ٢ = ١ بازه ای) تابعͬ پایین (کران L− ضریب µ١

µ٢ ∈ R, µ١ + µ٢ = ١ بازه ای) تابعͬ بالای (کران L+ ضریب µ٢

λ−, λ+ ∈ R لاگرانژ ضربͽر λ±

α ∈ [٠, ١] قطعیت) عدم (پارامتر بازه برش α

.١ .۴ مثال برای α = ٠٫۵ ازای به کنترل و حالت متغیرهای بهینه مقادیر :٢ جدول

x∗±(t) u∗±(t) t

[١٫٠٠٠٠, ١٫٠٠٠٠] [−۵٫١٩٢۶, ١٫٢٣٨۵] ٠٫٠

[٠٫١۴٣٣, ٠٫٣٣١١] [−١٫۴٧۵٠, ٠٫٣۵١٨] ٠٫٢

[−٠٫١١۵٣, ٠٫٢۴۶۵] [−٠٫٨٠٩۶, ٠٫١٩٣١] ٠٫۴

[−٠٫٣۴٠۵, ٠٫٢٢٨۵] [−٠٫۴۴۶٧, ٠٫١٠۶۵] ٠٫۶

[−٠٫۵٧۵٣, ٠٫٢۴٢١] [−٠٫١٩۴۶, ٠٫٠۴۶۴] ٠٫٨

[−٠٫٨٢٣٢, ٠٫٢٧۴٩] [−٠٫٠٠٠٠, ٠٫٠٠٠٠] ١٫٠

.٢ .۴ مثال برای α = ٠٫۵ به ازای کنترل و حالت متغیرهای بهینه مقادیر :٣ جدول

x∗±(t) u∗±(t) t

[١٫٠٠٠٠, ١٫٠٠٠٠] [−٠٫٩٠۵١, −٠٫۴۶٢١] ٠٫٠

[٠٫٧۶٧٨, ٠٫٩۵٨٣] [−٠٫۶٣٩٣, −٠٫٣۶٣٣] ٠٫٢

[٠٫۶٠۶۶, ٠٫٩٢۶۵] [−٠٫۴٣٢٧, −٠٫٢۶٨٢] ٠٫۴

[٠٫۵٠١۵, ٠٫٩٠۴١] [−٠٫٢۶۶١, −٠٫١٧۵٨] ٠٫۶

[٠٫۴۴٢٨, ٠٫٨٩٠٩] [−٠٫١٢۴١, −٠٫٠٨۵٢] ٠٫٨

[٠٫۴٢۵١, ٠٫٨٨۶٨] [−٠٫٠٠٠٠, −٠٫٠٠٠٠] ١٫٠
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α = ١ و چپ) سمت (شͺل α = ٠٫۵ ازای به ارزیابی شده کنترل و حالت توابع :١ شͺل

.١ .۴ مثال برای راست) سمت (شͺل

α = ٠, ٠٫١, ٠٫٢, . . . , ١ مختلف مقادیر ازای به ارزیابی شده کنترل و حالت توابع :٢ شͺل

.١ .۴ مثال برای



٢٠ بازه ای بهینه کنترل مسائل ٢٠حل بازه ای بهینه کنترل مسائل ٢٠حل بازه ای بهینه کنترل مسائل حل

α = ٠, ٠٫١, ٠٫٢, . . . , ١ مختلف مقادیر ازای به ارزیابی شده کنترل و حالت توابع :٣ شͺل

.٢ .۴ مثال برای
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