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دی  ف  ران  س  ی  ل  ی، ش  م  ول ع  ص  ب  ی، ش  ب  ک  ه م  س  اوی، خ  ط  ی ن  اهم  وار، م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی ک  ل  ی  دی: ک  ل  م  ات و ع  ب  ارات
ل  ی  اپ  ان  وف. پ  ای  داری

Email(s): .

ای  ران ف  ازی س  ی  س  ت  م های ان  ج  م  ن ١۴٠٠ Mathematics Subject Classification: 90C30, 65K05



٧٠ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک
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رب  ات، ک  ن  ت  رل در ج  م  ل  ه از م  هن  دس  ی و ع  ل  وم در زی  ادی ک  ارب  ردهای م  ق  ی  د ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل

دارن  د آن م  ان  ن  د و ال  گ  و ت  ش  خ  ی  ص ص  ن  ع  ت  ی، س  ی  س  ت  م های ط  راح  ی ت  ص  وی  ر، و س  ی  گ  ن  ال پ  ردازش

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ب  هی  ن  ه س  ازی، م  س  ای  ل ح  ل ب  رای .[١٧ ،١۶ ،٢٩ ،٢۵ ،٢۴ ،١۵ ،١۴ ،۴ ،۶]

م  دل اول  ی  ن ،[۵٢] هاپ  ف  ی  ل  د و ت  ان  ک اس  ت. گ  ردی  ده پ  ی  ش  ن  هاد م  ی  لادی ١٩۶٠ دهه از م  خ  ت  ل  ف

ب  ود. ش  ده م  ع  رف  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ه دادن  د پ  ی  ش  ن  هاد را ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه

ح  ل ب  رای هاپ  ف  ی  ل  د و ت  ان  ک پ  ی  ش  ن  هادی م  دل از ال  هام ب  ا م  خ  ت  ل  ف ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  دل های

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ن  م  ون  ه ب  ه ع  ن  وان ش  ده ان  د. ط  راح  ی غ  ی  رخ  ط  ی و خ  ط  ی ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل

ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر و ن  ی  وت  ن ک  اهش روش ب  ر م  ب  ت  ن  ی غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای

ج  ری  م  ه ای پ  ارام  ت  ر ان  ت  خ  اب ص  ورت در ش  د. پ  ی  ش  ن  هاد ،[٣٣] چ  وا و ک  ن  دی ب  ه وس  ی  ل  ه ی م  ت  ن  اهی

پ  ارام  ت  ر وج  ود ب  ه دل  ی  ل و ش  د خ  واهد م  وج  ه م  ش  ک  لات  ی ب  ا اج  را در م  دل ای  ن ب  زرگ، خ  ی  ل  ی

لاگ  ران  ژی ش  ب  ک  ه های م  ی ش  ود. هم  گ  را ت  ق  ری  ب  ی ج  واب  ی ب  ه م  دل، س  اخ  ت  ار در م  ت  ن  اهی ج  ری  م  ه ای

ط  راح  ی غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ه ان  د ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های از دی  گ  ری ن  وع

و ژان  گ م  س  اوی، ق  ی  ود ب  ا م  ح  دب اک  ی  داً ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل از ب  رخ  ی ح  ل ب  رای ش  ده ان  د.

ن  م  ودن  د ط  راح  ی لاگ  ران  ژی ش  ب  ک  ه م  دل ی  ک ،[١٨] ب  ای  م  ان  ی و ع  ف  ت  ی و [۶۴] ک  ن  س  ت  ان  ت  ی  ن  ی  دز

ق  ط  ع  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ،[۵٣] وان  گ ب  ود. ن  ی  از هم  گ  رای  ی ب  رای ق  وی ش  رط ی  ک ب  ه ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای

ش  ب  ک  ه ،[۵۴] هم  ک  اران و وان  گ هم چ  ن  ی  ن ن  م  ود. ارای  ه م  ح  دب ری  زی ب  رن  ام  ه م  س  ای  ل ب  رای

غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ای  ل ح  ل ق  اب  ل  ی  ت ک  ه دادن  د پ  ی  ش  ن  هاد دی  گ  ری لاگ  ران  ژی ع  ص  ب  ی

م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ت  ص  وی  ری ن  وع از ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  دل ی  ک داش  ت. م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا

گ  ردی  د. پ  ی  ش  ن  هاد [۶٠] وان  گ و ژی  ا ت  وس  ط خ  ط  ی ق  ی  ود ب  ا غ  ی  رخ  ط  ی م  ح  دب ب  رن  ام  ه ری  زی

هم  ک  اران و ژی  ا و [۵٧] وان  گ و ژی  ا ت  وس  ط ک  ه ت  ص  وی  ری ن  وع از ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ب  رخ  ی

ی  ک ب  ه ش  ده ان  د پ  ی  ش  ن  هاد س  راس  ری م  ح  دب و غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای [۵٨]

ب  رای م  وج  ود ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ب  ی  ش  ت  ر م  ی ب  اش  ن  د. س  راس  ری هم  گ  رای دق  ی  ق ب  هی  ن  ه ی ج  واب

ج  م  ل  ه از ش  ده ان  د ط  راح  ی م  ش  ت  ق پ  ذی  ر هدف ت  واب  ع دارای م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل

ح  ل م  ی دان  ی  م ج  ای  ی ک  ه ت  ا [٢٠ ،١٩ ،۴٩ ،٩ ،۵٩ ،٢٨ ،٣۶ ،۶٢ ،٢٢ ،٣٨ ،۵۶ ،۶١ ،۶٠ ،۵٣]

ن  ام  ق  ی  د ح  ال  ت در ح  ت  ی م  ش  ت  ق پ  ذی  ر م  س  ای  ل از م  ش  ک  ل ت  ر ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل

از ب  س  ی  اری در اغ  ل  ب ن  اهم  وار ک  م  ی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ک  ه ن  م  ود ت  وج  ه ب  ای  د ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه م  ی ب  اش  د.
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پ  ردازش ب  هی  ن  ه، ک  ن  ت  رل ت  ص  وی  ر، پ  الای  ش ل  غ  زش  ی، ح  ال  ت ک  اوی، داده در ج  م  ل  ه از ک  ارب  ردها

ب  ه ) م  ح  اس  ب  ات  ی ف  ی  زی  ک و م  ح  اس  ب  ات  ی ش  ی  م  ی اق  ت  ص  اد، ع  ص  ب  ی، ش  ب  ک  ه آم  وزش س  ی  گ  ن  ال،

ت  لاش های  ی ب  ن  اب  رای  ن م  ی ش  ون  د. ظ  اهر ک  ن  ی  د) م  راج  ع  ه آن ها داخ  ل م  راج  ع و [۵ ،۴٨ ،۴٧ ،۵١]

ج  م  ل  ه از ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای م  دل های  ی ط  راح  ی راس  ت  ای در

گ  رف  ت. ص  ورت [١۴ ،٢٧ ،٢۶ ،۴٠ ،۴١ ،٣٩ ،٣۵ ،١٣ ،۶٣ ،٨ ،٣٧ ،٣٠ ،٣۴ ،٣١ ،١ ،۵۵]

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای را ت  ص  وی  ری ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ،[٣۵] هم  ک  اران و ل  ی

دو ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ،[٣٩] در دادن  د. ت  وس  ع  ه ک  ران دار م  ح  دودی  ت های ب  ا ن  اهم  وار

م  ع  رف  ی ک  ران دار و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای لای  ه

ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای م  دل  ی ،[۴١] وان  گ و ل  ی  و اس  ت. ش  ده

وان  گ و ل  ی  و ب  ه ع  لاوه دادن  د. پ  ی  ش  ن  هاد م  ق  ادی  ر ب  ر م  ح  دودی  ت  ی هی  چ گ  ون  ه ب  دون خ  ط  ی م  س  اوی

و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا دوم درج  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ،[۴٠]

و [٢۶] هم  ک  اران و ح  س  ی  ن  ی اخ  ی  راً ن  م  ودن  د. ارای  ه اس  ت، ج  ری  م  ه ای پ  ارام  ت  ر دارای ک  ه ک  ران دار

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای غ  ی  رج  ری  م  ه ای م  دل های [١۴] هم  ک  اران و ع  ب  ادی

م  س  أل  ه داده ان  د. پ  ی  ش  ن  هاد غ  ی  رخ  ط  ی و خ  ط  ی م  س  اوی و ن  ام  س  اوی ت  رت  ی  ب ب  ه ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  ق  ی  د غ  ی  رخ  ط  ی ب  هی  ن  ه س  ازی

min f(x)

subject to Ax = b, u ≤ x ≤ v,
(١)

ض  رای  ب م  ات  ری  س A ∈ Rm×n ،f : Rn → R ،x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ Rn آن در ک  ه

م  ح  دب f هدف ت  اب  ع اس  ت. b ∈ Rm و (rank(A) = m ≤ n ب  وده(ی  ع  ن  ی ک  ام  ل رت  ب  ه از

Ω = Ω١∩Ω٢ = {x ∈ Rn|Ax = b, u ≤ x ≤ v} ش  دن  ی ن  اح  ی  ه در اس  ت م  م  ک  ن و اس  ت

Ω٢ = {x ∈ Rn| Ax = b} و Ω١ = {x ∈ Rn| u ≤ x ≤ v} ک  ه ب  اش  د ن  اهم  وار

ج  واب ی  ک ح  داق  ل (١) غ  ی  رخ  ط  ی ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ای  ن ک  ه ف  رض ب  ا م  ق  ال  ه ای  ن در م  ی ب  اش  ن  د.

ح  ل ب  رای دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول ب  ر م  ب  ت  ن  ی ج  ری  م  ه ای غ  ی  ر ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک دارد، ب  هی  ن  ه

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل از م  ی ت  وان  د پ  وی  ا ع  ص  ب  ی ب  هی  ن  ه س  ازی ح  وزه م  ی ک  ن  ی  م. پ  ی  ش  ن  هاد (١)

ن  ی  ازی ک  ه م  ع  ن  ا ب  دی  ن اس  ت س  راس  ری پ  ی  ش  ن  هادی م  دل هم  گ  رای  ی ی  اب  د. ت  ع  م  ی  م ن  اهم  وار ب  ه هم  وار

هم چ  ن  ی  ن و س  راس  ری هم  گ  رای  ی ن  م  ی ب  اش  د. ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی درون از اول  ی  ه م  ق  دار ان  ت  خ  اب ب  ه
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را ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ب  رای ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه پ  ی  ش  ن  هادی م  دل پ  ای  داری

س  وم، ب  خ  ش در ب  اش  د. م  ی م  ق  دم  ات  ی م  ف  اهی  م و ت  ع  اری  ف ش  ام  ل دوم ب  خ  ش م  ی ن  م  ای  ی  م. اث  ب  ات

خ  ط  ی ت  س  اوی ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی ب  ه آن هم  گ  رای  ی و م  ع  رف  ی ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  دل ی  ک

و (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  هی  ن  ه ی ج  واب های ب  ودن م  ع  ادل هم چ  ن  ی  ن اس  ت. گ  ردی  ده اث  ب  ات

س  راس  ری هم  گ  رای  ی و ل  ی  اپ  ان  وف پ  ای  داری م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان پ  ی  ش  ن  هادی م  دل ت  ع  ادل  ی ن  ق  اط

ش  ب  ک  ه م  دل ی  ک پ  ن  ج  م، ب  خ  ش در ش  ود. م  ی اث  ب  ات چ  هارم ب  خ  ش در پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه

x ≥ ٠ و خ  ط  ی ت  س  اوی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ع  ص  ب  ی

ارائ  ه پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ک  ارای  ی دادن ن  ش  ان ب  رای های  ی م  ث  ال و گ  ردی  ده پ  ی  ش  ن  هاد

پ  ردازد. م  ی آت  ی ت  ح  ق  ی  ق  ات و ن  ت  ای  ج ارائ  ه ب  ه ش  ش  م ب  خ  ش پ  ای  ان، در و م  ی ش  ون  د.

م  ق  دم  ات ٢

در اس  ت. ش  ده ارای  ه ل  م و ت  ع  ری  ف ت  ع  دادی ب  خ  ش ای  ن در ب  ع  دی م  ب  اح  ث راح  ت ت  ر درک ب  رای

م  ی ب  اش  ن  د. Rn در ب  ردار ی  ک l٢ و l١ ب  ه ت  رت  ی  ب ن  رم های ن  ش  ان دهن  ده ی ∥ · ∥٢ و ∥ · ∥١ ادام  ه

ن  ام  ی  ده م  ق  دار م  ج  م  وع  ه ن  گ  اش  ت ی  ک F : X ⊆ Rn → Rn ن  گ  اش  ت [٣] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د. م  ت  ن  اظ  ر F (x) ⊆ Rn م  ج  م  وع  ه ی  ک ،x ∈ X ن  ق  ط  ه ی هر ب  ه هرگ  اه م  ی ش  ود،

ن  ات  هی م  ق  ادی  ر ب  ا F : X ⊆ Rn → Rn م  ق  دار م  ج  م  وع  ه ن  گ  اش  ت ی  ک [٣] .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

ش  ام  ل ب  از N هم  س  ای  گ  ی هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده x٠ ∈ X در ب  الای  ی ن  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ی

ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای x ∈ X ن  ق  ط  ه ی هر از M هم  س  ای  گ  ی ی  ک F (x٠)

در و ن  ات  هی ب  س  ت  ه ی م  ق  ادی  ر دارای F ب  اش  د، ب  س  ت  ه X اگ  ر هم چ  ن  ی  ن ب  اش  د. F (M) ⊆ N

اس  ت X ب  ر ب  الای  ی ن  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ی F آن گ  اه ب  اش  د، ک  ران دار x ∈ X ن  ق  ط  ه ی هر از هم  س  ای  گ  ی

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه Gr(F ) آن در ک  ه ب  اش  د، ب  س  ت  ه Gr(F ) اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Rn : y ∈ F (x)}.

در ک  ه اس  ت ẋ ∈ F (x) ف  رم ب  ه ای راب  ط  ه دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول ی  ک [٣] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

م  ج  م  وع  ه ی  ک ب  ا را x ∈ Rn ی ن  ق  ط  ه هر ک  ه اس  ت م  ق  دار م  ج  م  وع  ه ن  گ  اش  ت ی  ک F آن

ک  ن  د. م  ی م  ت  ن  اظ  ر F (x) ⊆ Rn
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دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ن  م  ادگ  ذاری از ت  ع  م  ی  م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول ن  م  ادگ  ذاری ب  ن  اب  رای  ن،

م  ع  ادلات در م  ط  ال  ع  ه م  ورد های وی  ژگ  ی ت  م  ام رو ای  ن از اس  ت. ẋ = f(x) ف  رم ب  ه م  ع  م  ول  ی

و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ه واب  س  ت  گ  ی ها، ج  واب پ  ی  وس  ت  گ  ی و وج  ود (م  ان  ن  د م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل

داد. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ن  ی  ز دی  ف  ران  س  ی  ل  ی های ش  م  ول ب  رای ت  وان م  ی را غ  ی  ره) و پ  ارام  ت  رها

م  ع  ادلات در ک  ه دی  ن  ام  ی  ک  ی ف  رآی  ن  دهای ان  واع م  ط  ال  ع  ه در م  هم  ی ن  ق  ش دی  ف  ران  س  ی  ل  ی های ش  م  ول

اق  ت  ص  ادی، های دی  ن  ام  ی  ک م  ط  ال  ع  ه در وی  ژه ب  ه ک  ه م  ق  داره چ  ن  د و ن  اپ  ی  وس  ت  ه راس  ت س  م  ت ب  ا

اب  زار چ  ن  ی  ن هم آن  ها ک  ن  ن  د. م  ی ای  ف  ا دهن  د، م  ی رخ ب  ی  ول  وژی  ک  ی های م  ی  ک  روس  ی  س  ت  م و اج  ت  م  اع  ی

رون  د. م  ی ش  م  ار ب  ه ک  ن  ت  رل ن  ظ  ری  ه در وج  ودی ق  ض  ای  ای اث  ب  ات در م  ف  ی  دی

اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه x ∈ Rn ن  زدی  ک ل  ی  پ ش  ی  ت  س f : Rn → R ت  اب  ع [٣] .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

و ∥ x′ − x ∥٢< δ ک  ه ،∀x′, x′′ ∈ Rn ک  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود چ  ن  ان ϵ, δ > ٠ اگ  ر ت  ن  ها و

داش  ت  ه را |f(x′) − f(x′′)| ≤ ϵ ∥ x′ − x′′ ∥٢ م  ی ک  ن  ن  د، ب  رآورده را ∥ x′′ − x ∥٢< δ

x ∈ Rn ن  ق  ط  ه ی هر م  ج  اورت در f اگ  ر اس  ت ل  ی  پ ش  ی  ت  س م  وض  ع  اً Rn در f گ  وی  ی  م ب  اش  ی  م.

ب  اش  د. ل  ی  پ ش  ی  ت  س

م  ج  م  وع  ه ی x ∈ Rn در f : Rn → R م  ح  دب ت  اب  ع ی  ک زی  ردی  ف  ران  س  ی  ل [٣] .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

ک  ه اس  ت گ  ون  ه ای ب  ه ξ ∈ Rn ب  ردارهای از ∂f(x)

∂f(x) = {ξ ∈ Rn : f(y) ≥ f(x) + ξT (y − x), ∀ y ∈ Rn}

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده x در f از زی  رگ  رادی  ان ی  ک ξ ∈ ∂f(x) ب  ردار هر

ل  ی  پ ش  ی  ت  س x٠ ∈ Rn م  ج  اورت در f ک  ن  ی  د ف  رض [١٢] .۶ .٢ ت  ع  ری  ف

ب  ا v ∈ Rn ب  ردار هر ج  هت در x٠ در f ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی ج  هت  ی م  ش  ت  ق ب  اش  د.

زی  ردی  ف  ران  س  ی  ل ای  ن رو از م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف f٠(x٠; v) = lim supy→x٠, t↓٠
f(y+tv)−f(y)

t

م  ی ب  اش  د: زی  ر م  ج  م  وع  ه ب  ه ص  ورت x٠ در f ت  اب  ع ک  لارک

∂f(x٠) = {ξ ∈ Rn : f٠(x٠; v) ≥ ξT v, ∀v ∈ Rn}.

در ب  اش  د. ل  ی  پ ش  ی  ت  س م  وض  ع  اً x ∈ Rn م  ج  اورت در f ک  ن  ی  د ف  رض [١٢] .٢. ٧ ت  ع  ری  ف

f ′(x; v) م  ع  م  ول  ی ی  ک ط  رف  ه ی ج  هت  ی م  ش  ت  ق هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده م  ن  ظ  م x در f ای  ن ص  ورت



٧۴ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

ب  اش  د: داش  ت  ه وج  ود م  ی ش  ود، ارای  ه زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه

f ′(x; v) = lim
ξ→٠+

f(y + ξv)− f(y)

ξ
, ∀v ∈ Rn

x ∈ Rn ن  ق  ط  ه ی هر در f ت  اب  ع اگ  ر ب  اش  د. f ′(x; v) = f٠(x; v) ،v ∈ Rn هر ب  ه ازای و

اس  ت. م  ن  ظ  م Rn در f گ  وی  ی  م ب  اش  د، م  ن  ظ  م

ب  ازه ی هر ب  ر x(t) : [٠,+∞) → Rn و م  ن  ظ  م W (x) : Rn → R اگ  ر [١٢] .٢. ٨ ل  م

x(t) و W (x(t)) : [٠,+∞) → R آن گ  اه ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ب  ه ط  ور [٠,+∞) ف  ش  رده

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ل  ی  پ ش  ی  ت  س t م  ج  اورت در و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر t ∈ [٠,+∞) هر ت  ق  ری  ب  اً ب  ه ازای

Ẇ (x(t)) =< ξ, ẋ(t) >, ∀ξ ∈ ∂W (x(t)) for a.e. t ∈ [٠,+∞)

اس  ت. داخ  ل  ی ض  رب ن  ش  ان دهن  ده ی < ·, · > آن در ک  ه

ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  رای (KKT)ک  روش-ک  ان-ت  اک  ر ش  رای  ط م  ع  رف  ی ب  ه ای  ن ج  ا در

م  ی پ  ردازی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت (١) ن  اهم  وار غ  ی  رخ  ط  ی



٠ ∈ ∂f(x)− ω١ + ω٢ +ATλ

(x− u)Tω١ + (v − x)Tω٢ = ٠

Ax = b

ω١, ω٢ ≥ ٠, ω١, ω٢ ∈ Rn, u ≤ x ≤ v,

(٢)

ب  ه گ  ون  ه ای λ∗ ∈ Rm و (ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ∈ Rn+n اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت (١) م  س  أل  ه از ج  واب  ی x∗

و [۶١] از ال  هام ب  ا ن  م  ای  د. ب  رآورده را (٢) ش  رای  ط (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢ , λ

∗)T ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود

م  ی ک  ن  ی  م. اص  لاح ب  ع  دی ل  م در را KKT ش  رای  ط ،[١٠] در ١ ق  ض  ی  ه

م  س  أل  ه از ب  هی  ن  ه  ن  ق  ط  ه ی ی  ک x∗ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، م  ح  دب f ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ٩ ل  م

داش  ت  ه وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای λ∗ ∈ Rm و (ω∗
١ , ω

∗
٢) ∈ Rn+n اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت (١) غ  ی  رخ  ط  ی
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ک  ه ب  اش  ن  د



٠ ∈ ∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢ +ATλ∗

٠ = −ω∗
١ + (ω∗

١ − x∗ + u)+

٠ = −ω∗
٢ + (ω∗

٢ + x∗ − v)+

٠ = Ax∗ − b,

(٣)

(ω∗
١ −x∗+u)+ = ([ω

∗(١)
١ −x∗١ +u١]

+, [ω
∗(٢)
١ −x∗٢ +u٢]

+, ..., [ω
∗(n)
١ − آن در ک  ه

،x∗n + un]
+)T

(ω∗
٢ + x∗ − v)+ = ([ω

∗(١)
٢ + x∗١ − v١]

+, [ω
∗(٢)
٢ + x∗٢ − v٢]

+, ..., [ω
∗(n)
٢ +

ب  اش  ن  د. م  ی (x)+ = max{x, ٠} و x∗n − vn]
+)T

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  دل ٣

ب  ا م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ،[۶١] در گ  ائ  و و ی  ان  گ

دادن  د: پ  ی  ش  ن  هاد زی  ر ب  ه ص  ورت x ≥ ٠ و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود

 dx
dt = −(I − P )(∇f(x)− (µ− x)+)−AT (AAT )−١(Ax− b)

٢dµ
dt = −µ+ (µ− x)+,

(۴)

اس  ت. P = AT (AAT )−١A و هم  ان  ی م  ات  ری  س ی  ک I ،[µ]+ = max{٠, µ} آن در ک  ه

هدف ت  اب  ع ب  ا م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ب  رای ف  ق  ط م  ذک  ور م  دل س  راس  ری هم  گ  رای  ی

ب  ی ن  های  ت ب  ه زم  ان وق  ت  ی ک  ه ن  ظ  ری ب  ه ط  ور آن ج  واب های س  ی  ر خ  ط و گ  ردی  د اث  ب  ات م  ش  ت  ق پ  ذی  ر

و ت  ع  ادل  ی ن  ق  اط ب  ودن م  ع  ادل ن  وی  س  ن  دگ  ان ب  ه ع  لاوه م  ی رس  ن  د. ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی ب  ه م  ی ک  ن  د م  ی  ل

ن  اح  ی  ه ی ب  ه م  ت  ن  اهی زم  ان در هم  گ  رای  ی ب  ه ن  ی  ل ب  رای ن  ک  ردن  د. اث  ب  ات را ب  هی  ن  ه ج  واب های

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ب  هی  ن  ه ی ج  واب های ب  ه س  راس  ری هم  گ  رای  ی و م  س  اوی ش  دن  ی

پ  ی  ش  ن  هاد را دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  دل ک  ران دار، و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار

زی  ر پ  ی  ش  ن  هادی م  دل ط  راح  ی ب  رای ب  رم  ی گ  ی  رد. در را ک  ارب  ردها از وس  ی  ع  ی گ  س  ت  ره ی ک  ه م  ی ک  ن  ی  م



٧۶ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

م  ی ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده ٢. ٩ ل  م ب  ه هم  راه [۵٠] و [۶١] در پ  ی  ش  ن  هادی اث  ب  ات های و م  دل ها از


dx
dt ∈ −(I − P )(∂f(x)− ω̄١ + ω̄٢)−AT g(Ax− b)

٢dω١
dt = −ω١ + ω̄١

٢dω٢
dt = −ω٢ + ω̄٢,

(۵)

،ω̄٢ = (ω∗
٢ + x∗ − v)+ هم  ان  ی، م  ات  ری  س ی  ک I ،ω̄١ = (ω∗

١ − x∗ + u)+ آن در ک  ه

g(x) = و f(x) ی  اف  ت  ه ی ت  ع  م  ی  م گ  رادی  ان ∂f(x) ،P = AT (AAT )−١A

زی  ر ب  ه ص  ورت م  ؤل  ف  ه های ب  ا ف  ع  ال س  از ن  اپ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک (g̃(x١), g̃(x٢), ..., g̃(xm))T

م  ی ب  اش  ن  د:

g̃(xi) =


١, if xi > ٠,

]١،١[- if xi = ٠,

−١ if xi < ٠.

(۶)

ب  ه ج  ای ω̄٢ و ω̄١ از ن  وی  س  ی اخ  ت  ص  ار ب  رای رواب  ط از ب  س  ی  اری در م  ق  ال  ه ای  ن در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

س  ی  س  ت  م ی  ک ک  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده (ω٢ + x− v)+ و (ω١ − x+ u)+

ب  رای ش  ود. پ  ی  اده س  ازی ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه م  دار ی  ک ت  وس  ط م  ی ت  وان  د اس  ت ن  اهم  وار دی  ن  ام  ی  ک  ی

ش  ب  ک  ه پ  ی  اده س  ازی اک  ن  ون ن  م  ود. م  راج  ع  ه [٧ ،٢١ ،۴٠] ب  ه م  ی ت  وان ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات م  ط  ال  ع  ه ی

س  اده ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  رای (۵) ع  ص  ب  ی

minimize f(x١, x٢) = |x١|+ |x٢|,

subject to a١x١ + a٢x٢ = ١, l ≤ x١, x٢ ≤ h.
(P)

ب  ه ص  ورت G = ∂f(x) − ω̄١ + ω̄٢ پ  ی  اده س  ازی م  ی ش  ود. ان  ج  ام ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه م  دار ت  وس  ط

ب  رای (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه م  ع  م  اری ش  ده اس  ت. ش  ب  ی  ه س  ازی ١ ش  ک  ل در ب  ل  وک  ی دی  اگ  رام

و [eij ]٢×٢ = I − P آن در ک  ه اس  ت، ش  ده داده ن  ش  ان ٢ ش  ک  ل در (P) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های از ت  ع  دادی ب  ا را (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ١ ج  دول در اس  ت. AT = (a١, a٢)
T

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه اگ  رچ  ه ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در ب  ه راح  ت  ی م  ی ک  ن  ی  م. م  ق  ای  س  ه (١) م  س  أل  ه ح  ل ب  رای م  وج  ود
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م  ش  اب  هی ت  ع  داد دارای [٣٩] و [٣۵] در پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ب  ا م  ق  ای  س  ه در (۵)

پ  ی  اده س  ازی ب  اع  ث ک  ه ن  دارد وج  ود آن س  اخ  ت  ار در ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر هی  چ م  ی ب  اش  د، لای  ه و ن  ورون

ق  ی  د ب  ا ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ف  ق  ط [٣۵] در پ  ی  ش  ن  هادی م  دل م  ی ش  ود. آن راح  ت ت  ر

م  دل ک  م  ت  ر پ  ی  چ  ی  دگ  ی و ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر وج  ود ع  دم ع  ل  ی رغ  م اس  ت. ش  ده ط  راح  ی ک  ران دار

ن  ی  از م  ورد آن پ  ای  داری از اط  م  ی  ن  ان ب  رای ق  وی ت  ری اض  اف  ی ف  رض  ی  ات ،[۴٠] در پ  ی  ش  ن  هادی

و اس  ت خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود دارای م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ف  ق  ط [۴١] در ش  ده ارای  ه م  دل اس  ت.

ک  م  ت  ری پ  ی  چ  ی  دگ  ی از و ن  ب  وده ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر دارای وج  ود ای  ن ب  ا م  ی ب  اش  د. ک  م  ی ک  ارب  رد دارای

ک  م  ت  ر پ  ی  چ  ی  دگ  ی دارای (۵) م  دل ب  ا م  ق  ای  س  ه در [٢٢] در پ  ی  ش  ن  هادی م  دل اس  ت. ب  رخ  وردار

ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ب  رای ف  ق  ط آن ول  ی ن  دارد وج  ود ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر س  اخ  ت  ارش در و ن  ب  وده

م  س  ای  ل ب  رای [۵۶ ،۶١ ،۶۴] در پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های اس  ت. ش  ده ط  راح  ی هم  وار

اک  ی  داً م  س  أل  ه هدف ت  اب  ع ،[۵٨] در م  ی رون  د. ک  ار ب  ه ک  ران دار ق  ی  د ب  دون هم  وار ب  هی  ن  ه س  ازی

در پ  ی  ش  ن  هادی ش  ب  ک  ه های ن  دارد. ک  ارب  رد خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا م  س  ای  ل ب  رای و ب  وده م  ح  دب

ب  ا م  ش  ت  ق پ  ذی  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ط  ور هدف ت  واب  ع ب  ا م  س  ای  ل ح  ل در اع  م  ال ق  اب  ل  ی  ت [٣٨] و [۶٠]

م  ی ب  اش  ن  د. ن  ی  ز ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر دارای ول  ی دارن  د را ک  ران دار و خ  ط  ی م  س  اوی م  ح  دودی  ت های

در داش  ت. پ  ی  چ  ی  ده پ  ی  اده س  ازی و ط  راح  ی ب  ه ن  ی  از [١۴] ق  ب  ل  ی م  ان م  دل .٣. ١ م  لاح  ظ  ه

ک  ه ن  م  وده اص  لاح AT g(Ax− b) ب  ا را AT (Ax− b) ،(۵) پ  ی  ش  ن  هادی م  دل آن، ب  ا م  ق  ای  س  ه

م  ی ک  ن  د. س  اده ت  ر آن را پ  ی  اده س  ازی

G ب  ل  وک  ی دی  اگ  رام :١ ش  ک  ل

هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی  ک (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T .٣. ٢ ت  ع  ری  ف


٠ ∈ (I − P )(∂f(x∗)− ω∗

١ + ω∗
٢) +AT g(Ax∗ − b)

٠ = −ω∗
١ + ω̄∗

١

٠ = −ω∗
٢ + ω̄∗

٢ .

(٧)

ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود گ  ون  ه ای ب  ه ζ∗ ∈ g(Ax∗ − b) و η∗ ∈ ∂f(x∗) دی  گ  ر، ب  ی  ان  ی ب  ه


٠ = (I − P )(η∗ − ω∗

١ + ω∗
٢) +AT ζ∗

٠ = −ω∗
١ + ω̄∗

١

٠ = −ω∗
٢ + ω̄∗

٢ .

(٨)



٧٨ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

.

.

در ف  ع  ال س  از ت  اب  ع .(P)ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  رای (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ل  وک  ی ش  م  ات  ی  ک دی  اگ  رام :٢ ش  ک  ل
اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف (۶)

ش  ب  ک  ه از ج  واب  ی (x(·), ω١(·), ω٢(·))T پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق  اً ب  رداری ت  اب  ع ی  ک .٣. ٣ ت  ع  ری  ف

(x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢) اول  ی  ه ش  رط در هرگ  اه م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده [٠, T ) ب  ازه ی  ک ب  ر (۵) ع  ص  ب  ی

t ∈ [٠, T ) هر ت  ق  ری  ب  اً ب  ه ازای و ن  م  وده ص  دق


ẋ(t) ∈ −(I − P )[∂f(x(t))− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]−AT g(Ax(t)− b)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + ω̄١(t)

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + ω̄٢(t).

(٩)
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ن  ام  س  اوی ق  ی  ود ت  س  اوی ق  ی  ود هدف ت  اب  ع ش  رای  ط هدف ت  اب  ع ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر ها ن  رون ها لای  ه م  راج  ع
دار ک  ران خ  ط  ی م  ح  دب ن  اهم  وار خ  ی  ر n+m ٢ ای  ن  ج  ا در
هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن ب  ل  ه n+m ٢ [٣٩]
هم چ  ن  ی  ن —— هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن ب  ل  ه n ١ [٣۵]
–— خ  ط  ی هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر n ١ [۴١]

دار ک  ران هم چ  ن  ی  ن Ω٢ ب  ر م  ح  دب اک  ی  داً و دوم درج  ه هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر n ١ [۴٠]
پ  ذی  ر م  ش  ت  ق پ  ی  وس  ت  ه ط  ور ب  ه و م  ح  دب هم چ  ن  ی  ن دار ک  ران ق  ی  د ب  ر م  ح  دب هم  وار خ  ی  ر n+m+ p ٣ [٢٢]

هم  وار و م  ت  ن  اهی دام  ن  ه در هم چ  ن  ی  ن م  ح  دب اک  ی  داً هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر ٣n+m ٢ [۶۴]
x ≥ ٠ هم چ  ن  ی  ن م  ح  دب هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر n+m ٢ [۶١]
-—— هم چ  ن  ی  ن م  ح  دب هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر n+m ٢ [۵۶]
دار ک  ران -—— م  ح  دب اک  ی  داً هم چ  ن  ی  ن خ  ی  ر n+m ٢ [۵٨]
دار ک  ران خ  ط  ی هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن ب  ل  ه n+m ٢ [۶٠]
دار ک  ران خ  ط  ی هم چ  ن  ی  ن هم چ  ن  ی  ن ب  ل  ه n+m ١ [٣٨]

(١) س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای م  خ  ت  ل  ف ع  ص  ب  ی های ش  ب  ک  ه ب  ا پ  ی  ش  ن  هادی ش  ب  ک  ه م  ق  ای  س  ه :١ ج  دول

ب  اش  د.

ب  ه ζ(t) ∈ g(Ax(t) − b) و η(t) ∈ ∂f(x(t)) ان  دازه پ  ذی  ر ت  واب  ع دی  گ  ر، ب  ی  ان  ی ب  ه

t ∈ [٠, T ) هر ت  ق  ری  ب  اً ب  ه ازای ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود گ  ون  ه ای


ẋ(t) = −(I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t))−AT ζ(t)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + ω̄١(t)

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + ω̄٢(t).

(١٠)

(x(t), ω١(t), ω٢(t))
T م  وض  ع  ی ج  واب ی  ک ح  داق  ل ،(۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  رای .۴ .٣ ق  ض  ی  ه

ن  ق  ط  ه ی هر ب  رای T ∈ (٠,+∞] ب  رخ  ی ب  ه ازای [٠, T ) م  اک  س  ی  م  ال ب  ازه ی  ک ب  ر ک  ه دارد وج  ود

ن  اح  ی  ه ب  ه x(t) هم چ  ن  ی  ن اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Rn+n+n اول  ی  ه

در آن از ب  ع  د و ش  ده هم  گ  را م  ت  ن  اهی زم  ان در Ω٢ = {x ∈ Rn|Ax = b} م  س  اوی ش  دن  ی

در ب  اش  ن  د، ω(٠)٢ ≥ ٠ و ω(٠)١ ≥ ٠ اگ  ر ای  ن، ب  ر ع  لاوه م  ان  د. خ  واهد ب  اق  ی هم  ان ج  ا

ب  ود. خ  واهن  د ω٢(t) ≥ ٠ و ω١(t) ≥ ٠ ای  ن  ص  ورت



٨٠ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

چ  ون اث  ب  ات.

K(x, ω١, ω٢) =


−(I − P )[∂f(x)− ω١ + ω٢]−AT g(Ax− b)

−ω١ + ω̄١

−ω٢ + ω̄٢,

(١١)

ای  ن رو از ان  د، م  ح  دب و ف  ش  رده ن  ات  هی، م  ق  ادی  رش و اس  ت ب  الای  ی ن  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ی

٣ ق  ض  ی  ه ب  ا م  ط  اب  ق ،(x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Rn+n+n اول  ی  ه ن  ق  ط  ه ی هر ب  رای

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب ی  ک ح  داق  ل [٣] از ٩٨ ص  ف  ح  ه در

ان  دازه پ  ذی  ر ت  واب  ع ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه دارد. وج  ود (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢) ب  ا (۵)

هر ت  ق  ری  ب  اً ب  ه ازای ک  ه دارن  د وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای ζ(t) ∈ g(Ax(t)− b) و η(t) ∈ ∂f(x(t))

t ∈ [٠, T )


ẋ(t) = −(I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t))−AT ζ(t)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + ω̄١(t)

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + ω̄٢(t),

(١٢)

B(x) =∥ Ax− b ∥١ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ،[٢٣] و [۴٣] در ١ ق  ض  ی  ه م  ش  اب  ه اس  ت. ب  رق  رار

ب  رای زن  ج  ی  ره ای، ق  اع  ده از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. م  ن  ظ  م و م  ح  دب B(x) ب  ه وض  وح اس  ت. ب  رق  رار

داری  م: t ∈ [٠, T ) هر ت  ق  ری  ب  اً

d

dt
B(x(t)) = ξTAẋ(t) ∀ξ ∈ g(Ax(t)− b). (١٣)

ب  ه ζ(t) ∈ g(Ax(t)− b) ب  ا ξ ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا

d

dt
B(x(t)) = ζ(t)TAẋ(t) = −ζ(t)TA(I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]− ζ(t)TAAT ζ(t)

= −ζ(t)TAAT ζ(t) ≤ −λmax(AA
T ) ∥ ζ(t) ∥٢,

(١۴)
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ای  ن از ،(١۴) در اس  ت. AAT م  اک  س  ی  م  م وی  ژه ی م  ق  دار λmax(AA
T ) آن در ک  ه م  ی رس  ی  م،

و A(I − P ) = A(I −AT (AAT )−١A) = A−A = ٠ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ت

از خ  ارج ب  ه وض  وح اس  ت. ک  ام  ل رت  ب  ه ب  ا م  ات  ری  س ی  ک A زی  را AAT ≥ λmax(AA
T ) > ٠

ب  ا آن ت  رک  ی  ب ب  ا ک  ه ∥ ζ(t) ∥٢≥ ١ ،(۶) در g ت  ع  ری  ف ب  رط  ب  ق Ax(t) ̸= b ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی

داری  م: (١۴)

d

dt
B(x(t)) ≤ −λmax(AA

T ). (١۵)

x(t) /∈ Ω٢ و x(٠) = x٠ /∈ Ω٢ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای t٠ > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض

داش  ت: خ  واهی  م t٠ ت  ا ٠ از (١۵) ط  رف  ی  ن از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا ای  ن رو از .t ∈ [٠, t٠] ب  ه ازای

B(x(t٠))−B(x(٠)) ≤ −λmax(AA
T )t٠ (١۶)

ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه

٠ ≤∥ Ax(t٠)− b ∥١≤∥ Ax(٠)− b ∥١ −λmax(AA
T )t٠. (١٧)

،x(t) ∈ Ω٢ ک  ه م  ع  ن  ی ب  دی  ن اس  ت. t٠ ≤ ∥Ax(٠)−b∥١
λmax(AAT )

ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه

Ω٢ = {x ∈ Rn|Ax− b = ٠} ب  ه x(t) ج  واب س  ی  ر خ  ط ب  ه ع  ب  ارت  ی ،∀t > ∥Ax(٠)−b∥١
λmax(AAT )

خ  روج زم  ان ب  رای ب  الا ک  ران ی  ک tu = ∥Ax(٠)−b∥١
λmax(AAT )

و رس  ی  د خ  واهد م  ت  ن  اهی زم  ان در

م  س  اوی ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی درون x(t) ج  واب س  ی  ر خ  ط ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اث  ب  ات ح  ال م  ی ب  اش  د.

در ک  ن  د، ت  رک را Ω٢ ن  اح  ی  ه ی ،t١ > tu زم  ان در x(t) اگ  ر م  ی م  ان  د، ب  اق  ی Ω٢ خ  ط  ی

و x(t) /∈ Ω٢ ،t ∈ (t١, t٢) هر ب  ه ازای ک  ه ب  اش  د م  وج  ود چ  ن  ان ب  ای  د t٢ > t١ ای  ن ص  ورت

داری  م: (١۴) ط  ب  ق ب  ر ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ∥ Ax(t١)− b ∥١= ٠

∥ Ax(t٢)− b ∥١≤∥ Ax(t١)− b ∥١ −λmax(AA
T )(t٢ − t١) = −λmax(AA

T )(t٢ − t١) < ٠,

(١٨)

آن ج  ا در و م  ی رس  د Ω٢ ب  ه م  ت  ن  اهی زم  ان در x(t) ای  ن رو از اس  ت. ت  ن  اق  ض ب  ه وض  وح ک  ه



٨٢ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

داری  م: (١٢) از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ع  دی ب  خ  ش اث  ب  ات ب  رای م  ی م  ان  د. ب  اق  ی

d

dt
(e

١
٢ tω١(t)) =

١
٢
e

١
٢ tω١(t) + e

١
٢ tω̇١(t) =

١
٢
e

١
٢ tω̄١(t) ≥ ٠, (١٩)

اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن م  ی رس  ی  م. e
١
٢ tω١(t) ≥ e٠ω(٠)١ = ω(٠)١ ب  ه ب  ه وض  وح

ω(٠)٢ ≥ ٠ وق  ت  ی ω٢(t) ≥ ٠ اث  ب  ات .ω١(t) ≥ ٠ داری  م ب  اش  د، ω(٠)١ ≥ ٠

□ اس  ت. م  ش  اب  ه

ج  واب س  ی  ر خ  ط (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢) ∈ Ω٢ ×Rn+n آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی هر ب  رای .۵ .٣ ل  م

x(t)

ẋ(t) = −(I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)), η(t) ∈ ∂f(x(t)). (٢٠)

م  ی ک  ن  د. ب  رآورده را

(۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ج  واب س  ی  ر خ  ط ی  ک (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ت  واب  ع ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Ω٢ × Rn+n آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ب  ا

ت  ق  ری  ب  اً ک  ه دارن  د وج  ود گ  ون  ه ای ب  ه ζ(t) ∈ g(Ax(t)− b) و η(t) ∈ ∂f(x(t)) ان  دازه پ  ذی  ر

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه t هر ب  ه ازای



ẋ(t) = −(I − P )[η(t)− (ω١(t)− x(t) + u)+

+(ω٢(t) + x(t)− v)+]−AT ζ(t)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + (ω١(t)− x(t) + u)+

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + (ω٢(t) + x(t)− v)+,

(٢١)

س  ی  ر خ  ط ب  اش  د، (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Ω٢ × Rn+n وق  ت  ی ۴ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ر ط  ب  ق

در آن از ب  ع  د و رس  ی  ده Ω٢ × Rn+n ب  ه م  ت  ن  اهی زم  ان در (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب

اس  ت. Ax(t) = b ،t ≥ ٠ هر ب  رای ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه م  ان  د. خ  واهد ب  اق  ی آن ج  ا
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داری  م: (٢١) ط  ب  ق ب  ر ب  ن  اب  رای  ن

٠ = Aẋ(t) = −A(I − P )[η(t)− (ω١(t)− x(t) + u)+ + (ω٢(t) + x(t)− v)+]−AAT ζ(t)

= −AAT ζ(t),

(٢٢)

(٢٢) از اس  ت  ف  اده ب  ا و اس  ت م  ع  ک  وس پ  ذی  ر AAT اس  ت، ک  ام  ل رت  ب  ه ب  ا م  ات  ری  س  ی A چ  ون

در م  ی ی  اب  ی  م (٢١) از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن رو از م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را ζ(t) = ٠ ،t ≥ ٠ هر ب  ه ازای

x(t) ج  واب س  ی  ر خ  ط ک  ه

ẋ(t) = −(I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)] (٢٣)

□ م  ی ک  ن  د. ب  رآورده را

ب  هی  ن  ه ن  ق  ط  ه ی ی  ک (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی هر .۶ .٣ ق  ض  ی  ه

م  س  أل  ه ب  هی  ن  ه ی ج  واب ی  ک x∗ اگ  ر ب  رع  ک  س، اس  ت. (١) ن  اهم  وار ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه از

ک  ه دارن  د وج  ود گ  ون  ه ای ب  ه ω∗
٢ > ٠ و ω∗

١ > ٠ آن گ  اه ب  اش  د، (١) ن  اهم  وار ب  هی  ن  ه س  ازی

اس  ت. (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T

در ب  اش  د، (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

داری  م: ای  ن ص  ورت


٠ ∈ (I − P )(∂f(x∗)− ω∗

١ + ω∗
٢) +AT g(Ax∗ − b)

٠ = −ω∗
١ + ω̄∗

١

٠ = −ω∗
٢ + ω̄∗

٢ .

(٢۴)

ان  ت  خ  اب ب  ا اک  ن  ون .ω∗
٢ ≥ ٠ و ،ω∗

١ ≥ ٠ ،Ax∗ = b داری  م: ۴ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ر



٨۴ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

داری  م: λ∗ = (AAT )−١A(∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢) + g(Ax∗ − b)

٠ ∈ (I − P )(∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢) +AT g(Ax∗ − b) = ∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢ +ATλ∗.

(٢۵)

ی  ک x∗ ن  ت  ی  ج  ه در و ن  م  وده ب  رآورده را ٢. ٩ ل  م ،(٢۴) ن  ام  س  اوی های ب  ا (٢۵) ت  رک  ی  ب ای  ن رو از

ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک x∗ ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س، اس  ت. (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  رای ب  هی  ن  ه ج  واب

چ  ن  ان (ω∗
١ , ω

∗
٢ , λ

∗)T ،٢. ٩ ل  م ب  رط  ب  ق ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  رای

ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د. ب  رق  رار ش  ده ب  ی  ان ل  م در ت  س  اوی ها ک  ه اس  ت م  وج  ود

٠ ∈ (I − P )[∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢ +ATλ∗] = (I − P )[∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢ ].

(٢۶)

داری  م: ٠ ∈ g(Ax∗ − b) ب  ن  اب  ر هم چ  ن  ی  ن

٠ ∈ (I − P )[∂f(x∗)− ω∗
١ + ω∗

٢ ] + g(Ax∗ − b). (٢٧)

ن  ت  ی  ج  ه ب  ه وض  وح ،٢. ٩ ل  م در م  س  اوی های ب  ا (٢٧) ت  رک  ی  ب ب  ا ع  لاوه ب  ه

(۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ک  ه م  ی گ  ی  ری  م

□ اس  ت.

هم  گ  رای  ی ت  ح  ل  ی  ل ۴

م  ی پ  ردازی  م. (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه س  راس  ری هم  گ  رای  ی اث  ب  ات و ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

(۵) از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  ر خ  ط ک  ه ک  ن  ی  م م  ی اث  ب  ات اب  ت  دا

س  راس  ری هم  گ  رای  ی و ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه پ  ای  داری س  پ  س م  ی ش  ود. هم  گ  را

م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات را (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  هی  ن  ه ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه

م  ش  ت  ق پ  ذی  رن  د. پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ط  ور Rn × Rn ب  ر و م  ح  دب ∥ ω̄٢ ∥٢ و ∥ ω̄١ ∥٢ ت  واب  ع .١ .۴ ل  م
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□ ب  ب  ی  ن  ی  د. را [٢٢] اث  ب  ات.

اس  ت. پ  ای  دار ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی هر .٢ .۴ ق  ض  ی  ه

از ب  اش  د. (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ک  ه دارن  د وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای ζ∗ ∈ g(Ax∗ − b) و η∗ ∈ ∂f(x∗) ای  ن رو


٠ = (I − P )(η∗ − ω∗

١ + ω∗
٢) +AT ζ∗

٠ = −ω∗
١ + ω̄∗

١

٠ = −ω∗
٢ + ω̄∗

٢ .

(٢٨)

داری  م: ،(I − P ) در (٢٨) ط  رف  ی  ن ض  رب ب  ا

٠ = (I − P )٢(η∗ − ω∗
١ + ω∗

٢) + (I − P )AT ζ∗ = (I − P )(η∗ − ω∗
١ + ω∗

٢).

(٢٩)

م  ی س  ازی  م: را زی  ر ل  ی  اپ  ان  وف ت  اب  ع ،[۶١] در ٢ ل  م از ال  هام ب  ا

V (x, ω١, ω٢) = f(x)− f(x∗) +
١
٢
∥ ω̄١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω̄٢ ∥٢ −١

٢
∥ ω∗

١ ∥٢

− ١
٢
∥ ω∗

٢ ∥٢ −(x− x∗)T (η∗ − ω∗
١ + ω∗

٢)

− (ω١ − ω∗
١)

Tω∗
١ − (ω٢ − ω∗

٢)
Tω∗

٢ +
١
٢
∥ x− x∗ ∥٢

+
١
٢
∥ ω١ − ω∗

١ ∥٢ +
١
٢
∥ ω٢ − ω∗

٢ ∥٢,

(٣٠)

ت  اب  ع م  ی ب  اش  ن  د. ω̄٢ = (ω٢ + x− v)+ و ω̄١ = (ω١ − x+ u)+ آن در ک  ه

ψ(x, ω١, ω٢) = f(x) +
١
٢
∥ ω̄١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω̄٢ ∥٢

∥ ω̄٢ ∥٢ و ∥ ω̄١ ∥٢ ،١ .۴ ل  م ب  ن  اب  ر و اس  ت م  ح  دب f(x) ای  ن ک  ه ب  ه دل  ی  ل ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ح  دب (x, ω١, ω٢) ب  ه ن  س  ب  ت ن  ی  ز ψ ب  ه وض  وح م  ح  دب ان  د، Rn × Rn ب  ر



٨۶ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

داری  م: م  ح  دب ت  واب  ع خ  واص و ٢. ٩ ل  م ب  ه وس  ی  ل  ه ی

ψ(x, ω١, ω٢)− ψ(x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢) ≥

∂

∂x
ψ|(x∗,ω∗

١ ,ω
∗
٢ )
(x− x∗)

+
∂

∂ω١
ψ|(x∗,ω∗

١ ,ω
∗
٢ )
(ω١ − ω∗

١) +
∂

∂ω٢
ψ|(x∗,ω∗

١ ,ω
∗
٢ )
(ω٢ − ω∗

٢)

= (η∗ − ω∗
١ + ω∗

٢)
T (x− x∗)

+ ω∗T
١ (ω١ − ω∗

١) + ω∗T
٢ (ω٢ − ω∗

٢).

(٣١)

ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در آس  ان  ی ب  ه (٣١) از

V (x, ω١, ω٢) ≥
١
٢
∥ x− x∗ ∥٢ +

١
٢
∥ ω١ − ω∗

١ ∥٢ +
١
٢
∥ ω٢ − ω∗

٢ ∥٢≥ ٠.

(٣٢)

هم چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن و ب  ی ک  ران ش  ع  اع  ی ب  ه ط  ور V (x, ω١, ω٢) ب  ه وض  وح ک  ه

∂xV (x, ω١, ω٢) =
∂V

∂x
(x, ω١, ω٢) = ∂f(x)− ω̄١ + ω̄٢ − η∗ + ω∗

١ − ω∗
٢ + x− x∗

(٣٣)

زی  ردی  ف  ران  س  ی  ل م  ی ت  وان و داری  م x ب  ه ن  س  ب  ت V (x, ω١, ω٢) از زی  ردی  ف  ران  س  ی  ل  ی ب  ه ع  ن  وان را

آورد. زی  رب  ه دس  ت ب  ه ص  ورت ω٢ و ω١ ب  ه ن  س  ب  ت را V (x, ω١, ω٢)

∂ω١V (x, ω١, ω٢) =
∂V

∂ω١
(x, ω١, ω٢) = ω̄١ + ω١ − ٢ω∗

١ ,

∂ω٢V (x, ω١, ω٢) =
∂V

∂ω٢
(x, ω١, ω٢) = ω̄٢ + ω٢ − ٢ω∗

٢ .

(٣۴)

ب  ا (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  ر خ  ط ی  ک (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T اگ  ر

و η(t) ∈ ∂f(x(t)) ان  دازه پ  ذی  ر ت  واب  ع آن گ  اه ب  اش  د، (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ن  ق  ط  ه آغ  ازی  ن
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t هر ب  رای ت  ق  ری  ب  اً ک  ه دارن  د وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای ζ(t) ∈ g(Ax(t)− b)


ẋ(t) = −(I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t))−AT ζ(t)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + ω̄١(t),

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + ω̄٢(t),

(٣۵)

اس  ت. ب  رق  رار

م  س  اوی ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی ب  ه م  ت  ن  اهی زم  ان در x(t) ،۴ .٣ ق  ض  ی  ه ب  رط  ب  ق

م  ان  د. خ  واهد ب  اق  ی آن ج  ا در آن از ب  ع  د و رس  ی  د خ  واهد Ω٢ = {x ∈ Rn|Ax − b = ٠}

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در x(t) ∈ Ω٢ ب  ا را (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه پ  ای  داری ف  ق  ط ک  ل  ی  ت، از ش  دن ک  م ب  دون

داری  م: ۵ .٣ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ẋ(t) = −(I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)). (٣۶)

داری  م: پ  س اس  ت، (I − P ) = (I − P )٢ چ  ون

[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]
T (I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]

= [η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]
T (I − P )٢[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]

=∥ (I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)) ∥٢,

(٣٧)

(x(t) − x∗)TP = (x(t) − x∗)TAT (AAT )−١A = (Ax(t) − ای  ن ک  ه ب  ه دل  ی  ل

و Ax∗)T (AAT )−١A = ٠

،(٣٣) ،(٢٩) ب  ن  اب  ر م  ی ب  اش  ن  د، ∥ ẋ(t) ∥٢=∥ (I − P )(η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)) ∥٢



٨٨ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

داش  ت: خ  واهی  م (٣٧) و (٣۶)

∂V

∂x

dx

dt
= [η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)− η∗ + ω∗

١ − ω∗
٢ + x(t)− x∗]T ẋ(t)

= −[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]
T (I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)− (η∗ − ω∗

١ + ω∗
٢) + x(t)− x∗]

= − ∥ (I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)] ∥٢ −[η∗ − ω∗
١ + ω∗

٢ ]
T (I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]

− (x(t)− x∗)T (I − P )[η(t)− ω̄١(t) + ω̄٢(t)− η∗ + ω∗
١ − ω∗

٢ ]

= − ∥ ẋ(t) ∥٢ −(x(t)− x∗)T (η(t)− η∗)− (x(t)− x∗)T (−ω̄١(t) + ω̄٢(t) + ω∗
١ − ω∗

٢).

(٣٨)

داری  م: (٣۵) و (٣۴) ب  ه ت  وج  ه ب  ا هم چ  ن  ی  ن

∂V

∂ω١

dω١

dt
+
∂V

∂ω٢

dω٢

dt
=

١
٢
(ω̄١(t) + ω١(t)− ٢ω∗

١)
T (−ω١(t) + ω̄١(t)) +

١
٢
(ω̄٢(t) + ω٢(t)− ٢ω∗

٢)
T

(−ω٢(t) + ω̄٢(t)) =
١
٢
(٢ω̄١(t) + ω١(t)− ω̄١(t)− ٢ω∗

١)
T (−ω١(t) + ω̄١(t))

+
١
٢
(٢ω̄٢(t) + ω٢(t)− ω̄٢(t)− ٢ω∗

٢)
T (−ω٢(t) + ω̄٢(t)) = −١

٢
∥ ω١(t)− ω̄١(t) ∥٢

− ١
٢
∥ ω٢(t)− ω̄٢(t) ∥٢ −(ω١(t)− ω̄١(t))

T (ω̄١(t)− ω∗
١)− (ω٢(t)− ω̄٢(t))

T (ω̄٢(t)− ω∗
٢)

= −٢ ∥ ω̇١(t) ∥٢ −٢ ∥ ω̇٢(t) ∥٢ −(ω١(t)− ω̄١(t))
T (ω̄١(t)− ω∗

١)− (ω٢(t)− ω̄٢(t))
T (ω̄٢(t)− ω∗

٢).

(٣٩)

داری  م: (٣٩) و (٣٨) ک  م  ک ب  ه و t ≥ ٠ هر ت  ق  ری  ب  اً ب  رای زن  ج  ی  ره ای ق  اع  ده ط  ب  ق ب  ر هم چ  ن  ی  ن

d

dt
V (x(t), ω١(t), ω٢(t))

=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂ω١

dω١

dt
+
∂V

∂ω٢

dω٢

dt

= − ∥ ẋ(t) ∥٢ −(x(t)− x∗)T (η(t)− η∗)− ٢ ∥ ω̇١(t) ∥٢

− ٢ ∥ ω̇٢(t) ∥٢ −(x(t)− x∗)T (−ω̄١(t) + ω̄٢(t) + ω∗
١ − ω∗

٢)

− (ω١(t)− ω̄١(t))
T (ω̄١(t)− ω∗

١)− (ω٢(t)− ω̄٢(t))
T (ω̄٢(t)− ω∗

٢)

(۴٠)



ج  ع  ف  ری ح. و ف  راهان  ی ح. ع  ب  ادی، ج. م. ٨٩

داری  م: f ت  ح  دب از

(x(t)− x∗)T (η(t)− η∗) ≥ ٠, (۴١)

داش  ت: خ  واهی  م (۴٠) ب  ا (۴١) ت  رک  ی  ب ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

d

dt
V (x(t), ω١(t), ω٢(t))

≤ − ∥ ẋ(t) ∥٢ −(x(t)− x∗)T (−ω̄١(t) + ω̄٢(t) + ω∗
١ − ω∗

٢)

− ٢ ∥ ω̇١(t) ∥٢ −٢ ∥ ω̇٢(t) ∥٢ −(ω١(t)− ω̄١(t))
T (ω̄١(t)− ω∗

١)

− (ω٢(t)− ω̄٢(t))
T (ω̄٢(t)− ω∗

٢)

(۴٢)

ن  م  ود: اث  ب  ات را زی  ر ت  س  اوی های م  ی ت  وان ب  ه وض  وح

− (x(t)− x∗)T (−ω̄١(t) + ω̄٢(t) + ω∗
١ − ω∗

٢)

− (ω١(t)− ω̄١(t))
T (ω̄١(t)− ω∗

١)− (ω٢(t)− ω̄٢(t))
T (ω̄٢(t)− ω∗

٢)

= −(x(t)− x∗)T (ω∗
١ − ω̄١(t)− (ω∗

٢ − ω̄٢(t)))

+ (ω∗
١ − ω̄١(t))

T (ω١(t)− ω̄١(t)) + (ω∗
٢ − ω̄٢(t))

T (ω٢(t)− ω̄٢(t))

= −(x(t)− x∗)T (ω∗
١ − ω̄١(t)) + (−x(t) + x∗)T (ω∗

٢ − ω̄٢(t))

+ (ω∗
١ − ω̄١(t))

T (ω∗
١ − ω̄١(t)) + (ω∗

٢ − ω̄٢(t))
T (ω٢(t)− ω̄٢(t))

= (ω∗
١ − ω̄١(t))

T (ω١(t)− ω̄١(t)− x(t) + x∗) + (ω∗
٢ − ω̄٢(t))

T (ω٢(t)− ω̄٢(t)− x(t) + x∗).

(۴٣)

ω٢(t) − ω̄٢(t) = و ω١(t) − ω̄١(t) = x(t) − (x(t) − ω١(t))
+ ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داری  م: م  ی ب  اش  ن  د، x(t)− (x(t)− ω٢(t))
+

(ω∗
١ − ω̄١(t))

T (ω١(t)− ω̄١(t)− x(t) + x∗)

= (ω∗
١ − ω̄١(t))

T (−x(t) + x∗ + x(t)− (x(t)− ω١(t))
+).

(۴۴)



٩٠ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

م  ش  اب  ه: ب  ه ط  ور

(ω∗
٢ − ω̄٢(t))

T (ω٢(t)− ω̄٢(t)− x(t) + x∗)

= (ω∗
٢ − ω̄٢(t))

T (−x(t) + x∗ + x(t)− (x(t)− ω٢(t))
+).

(۴۵)

ω̄٢(t)x
∗ ≥ ،ω̄١(t)x

∗ ≥ ٠ ،ω∗
٢x

∗ = ٠ ،ω∗
١x

∗ = ٠ ک  ه ح  ق  ای  ق ای  ن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ح  ال

ω̄١(t)(x(t)−ω١(t))
+ = ٠ ،ω∗

٢(x(t)−ω٢(t))
+ ≥ ٠ ،ω∗

١(x(t)−ω١(t))
+ ≥ ٠ ،٠

م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه (۴٢) ب  ا (۴۵) و (۴۴) ،(۴٣) ت  رک  ی  ب ب  ا و ω̄٢(t)(x(t)− ω٢(t))
+ = ٠ و

ک  ه

d

dt
V (x(t), ω١(t), ω٢(t))

≤ − ∥ ẋ(t) ∥٢ −٢ ∥ ω̇١(t) ∥٢ −٢ ∥ ω̇٢(t) ∥٢≤ ٠.
(۴۶)

داری  م: t > ٠ هر ب  ه ازای ،(۴۶) ب  رط  ب  ق

٠ ≤ V (x(t), ω١(t), ω٢(t)) ≤ V (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢) < +∞.

ای  ن رو از و اس  ت ش  ع  اع  ی ب  ی ک  ران ب  ه ط  ور V ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در ،(٣٢) از هم چ  ن  ی  ن

ن  ق  ط  ه ی هر ب  ه ازای (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T س  ی  ر خ  ط

م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه اس  ت ک  ران دار (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Rn+n+n آغ  ازی  ن

t ∈ [٠,+∞) ب  ه ازای (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب س  ی  ر خ  ط ب  ه وض  وح ک  ه اس  ت

(x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی پ  ای  داری ،(۴۶) از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. م  وج  ود

ب  ر ع  لاوه م  ی گ  ردد. اث  ب  ات ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از

از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی هر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت دل  خ  واه (x∗, ω∗
١ , ω

∗
٢)

T چ  ون ای  ن،

□ اس  ت. پ  ای  دار ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه

س  ی  ر خ  ط ،(x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ Rn+n+n آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی هر ب  رای .٣ .۴ ق  ض  ی  ه

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب

هم  گ  راس  ت. (۵)
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ک  ن  ی  م: م  ی ت  ع  ری  ف ،٢ .۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا اث  ب  ات.

Γ(x, ω١, ω٢)

= inf
η∈∂f(x)

{∥ (I − P )[η − ω̄١ + ω̄٢] ∥٢ +
١
٢
∥ ω١ − ω̄١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω٢ − ω̄٢ ∥٢}.

(۴٧)

در ب  اش  د، (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x, ω١, ω٢) اگ  ر ب  ه وض  وح

خ  ط ک  ران داری از داری  م. ب  رع  ک  س و Ax = b ب  ا را Γ(x, ω١, ω٢) = ٠ ای  ن ص  ورت

ص  ع  ودی دن  ب  ال  ه ی ی  ک ،(۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب س  ی  ر

ک  ه دارن  د وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای (x̂, ω̂١, ω̂٢) ح  دی ن  ق  ط  ه ی ی  ک و limk→∞ tk = ∞ ب  ا {tk}

ب  ه وض  وح ۴ .٣ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ب  ر .limk→∞(x(tk), ω١(tk), ω٢(tk))
T = (x̂, ω̂١, ω̂٢)

T

ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه ،Γ(x̂, ω̂١, ω̂٢) = ٠ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اث  ب  ات ح  ال اس  ت. Ax̂− b = ٠

س  ی  ر خ  ط ک  ران داری از اس  ت. (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x̂, ω̂١, ω̂٢)
T

∥ ω̇٢(t) ∥ و ∥ ω̇١(t) ∥ ،∥ ẋ(t) ∥ ،(۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از (x(t), ω١(t), ω٢(t))
T ج  واب

ن  م  ود: ان  ت  خ  اب زی  ر ب  ه ص  ورت M م  ان  ن  د ب  الا ک  ران ی  ک م  ی ت  وان ب  ن  اب  رای  ن ک  ران دارن  د. هم چ  ن  ی  ن

∥ ẋ(t) ∥ + ∥ ω̇١(t) ∥ + ∥ ω̇٢(t) ∥≤M هر ازای ب  ه t ≥ ٠

Γ(x̂, ω̂١, ω̂٢) = ٠ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اث  ب  ات ،[١٠] و [٣٩] در ش  ده ان  ج  ام اث  ب  ات های از ال  هام ب  ا

ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ر اس  ت. Γ(x̂, ω̂١, ω̂٢) > ٠ ب  ن  اب  رای  ن ن  ب  اش  د، ب  رق  رار ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت.

ϵ > ٠ و ρ > ٠ پ  س اس  ت، (x, ω١, ω٢) ب  ه ن  س  ب  ت پ  ای  ی  ن  ی ن  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ی آن ،Γ(x, ω١, ω٢)

ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان

Γ(x, ω١, ω٢) > ϵ, (۴٨)

آن در ک  ه ب  اش  د، ب  رق  رار (x, ω١, ω٢)
T ∈ B((x̂, ω̂١, ω̂٢)

T , ρ) هر ب  ه ازای

B((x̂, ω̂١, ω̂٢)
T , ρ) = {(x, ω١, ω٢)

T ∈ Rn+n+n :∥ x−x̂ ∥ + ∥ ω١−ω̂١ ∥ + ∥ ω٢−ω̂٢ ∥< ρ}



٩٢ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

ای  ن ک  ه ب  ه دل  ی  ل اس  ت. (x̂, ω̂١, ω̂٢)
T از هم  س  ای  گ  ی ρ ی  ک

ص  ح  ی  ح ع  دد پ  س اس  ت limk→∞(x(tk), ω١(tk), ω٢(tk))
T = (x̂, ω̂١, ω̂٢)

T

∥ x(tk) − x̂ ∥ ،k ≥ N هر ب  ه ازای ک  ه دارد وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای N م  ث  ب  ت

زم  ان  ی ک  ه ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را + ∥ ω١(tk) − ω̂١ ∥ + ∥ ω٢(tk) − ω̂٢ ∥< ρ
۴

داری  م: ب  اش  ن  د، k ≥ N و t ∈ [tk − ρ
(٨M) , tk +

ρ
(٨M) ]

∥ x(t)− x̂ ∥ + ∥ ω١(t)− ω̂١ ∥ + ∥ ω٢(t)− ω̂٢ ∥

≤∥ x(t)− x(tk) ∥ + ∥ x(tk)− x̂ ∥ + ∥ ω١(t)− ω١(tk) ∥

+ ∥ ω١(tk)− ω̂١ ∥ + ∥ ω٢(t)− ω٢(tk) ∥ + ∥ ω٢(tk)− ω̂٢ ∥

≤M |t− tk|+
ρ

۴
≤ ρ.

(۴٩)

از اس  ت. Γ(x, ω١, ω٢) > ϵ ،t ∈ [tk − ρ
(٨M) , tk +

ρ
(٨M) ] هر ب  ه ازای ،(۴٨) ب  رط  ب  ق

اس  ت، ن  ام  ت  ن  اهی ∪k≥N [tk − ρ
(٨M) , tk +

ρ
(٨M) ] م  ج  م  وع  ه ل  ب  گ ان  ت  گ  رال چ  ون ط  رف، ی  ک

ک  ه ن  م  ود اث  ب  ات م  ی ت  وان ب  ه آس  ان  ی

∫ ∞

٠
Γ(x, ω١, ω٢)dt = +∞. (۵٠)

ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان V٠ ث  اب  ت ع  دد (۴۶) و (٣٢) از اس  ت  ف  اده ب  ا دی  گ  ر، س  وی  ی از

داری  م: ع  لاوه ب  ه limt→∞ V (x(t), ω١(t), ω٢(t)) = V٠.

∫ ∞

٠
Γ(x(t), ω١(t), ω٢(t))dt = lim

s→∞

∫ s

٠
Γ(x(t), ω١(t), ω٢(t))dt

≤ − lim
s→∞

∫ s

٠
V̇ (x(t), ω١(t), ω٢(t))dt

= − lim
s→∞

[V (x(s), ω١(s), ω٢(s))

− V (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)]

= −V٠ + V (x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢) < +∞,

(۵١)

ن  ق  ط  ه ی ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه .Γ(x̂, ω̂١, ω̂٢) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن دارد. ت  ن  اق  ض (۵٠) ب  ا ک  ه
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از ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک x̂ و (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک (x̂, ω̂١, ω̂٢)
T ح  دی

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت دی  گ  ری ل  ی  اپ  ان  وف ت  اب  ع پ  ای  ان در اس  ت. (١) م  س  أل  ه

Ṽ (x, ω١, ω٢) =f(x)− f(x̃) +
١
٢
∥ ω̄١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω̄٢ ∥٢ −١

٢
∥ ω̃١ ∥٢

− ١
٢
∥ ω̃٢ ∥٢ −(x− x̃)T (η̃ − ω̃١ + ω̃٢)

− (ω١ − ω̃١)
T ω̃١ − (ω٢ − ω̃٢)

T ω̃٢ +
١
٢
∥ x− x̃ ∥٢

+
١
٢
∥ ω١ − ω̃١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω٢ − ω̃٢ ∥٢,

(۵٢)

داری  م: ،٢ .۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات م  ش  اب  ه

Ṽ (x, ω١, ω٢)

≥ ١
٢
∥ x− x̃ ∥٢ +

١
٢
∥ ω١ − ω̃١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω٢ − ω̃٢ ∥٢≥ ٠,

d

dt
Ṽ (x(t), ω١(t), ω٢(t)) ≤ ٠.

(۵٣)

ت  اب  ع پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا .Ṽ (x̃, ω̃١, ω̃٢) = ٠ ک  ه دری  اف  ت م  ی ت  وان ب  ه آس  ان  ی

ک  ه دارد وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای τ > ٠ ،ε > ٠ هر ب  ه ازای ،Ṽ (x(t), ω١(t), ω٢(t))

Ṽ (x, ω١, ω٢) = |Ṽ (x, ω١, ω٢)− Ṽ (x̃, ω̃١, ω̃٢)| < ε

∥ x− x̃ ∥٢ + ∥ ω١ − ω̃١ ∥٢ + ∥ ω٢ − ω̃٢ ∥٢< τ ک  ه وق  ت  ی
(۵۴)

L م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ،limk→∞(x(tk), ω١(tk), ω٢(tk))
T = (x̃, ω̃١, ω̃٢)

T چ  ون

داری  م: t > tL هر ب  ه ازای ک  ه دارد وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای

∥ x(tL)− x̃ ∥٢ + ∥ ω١(tL)− ω̃١ ∥٢ + ∥ ω٢(tL)− ω̃٢ ∥٢< τ. (۵۵)



٩۴ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

t > tL هر ب  ه ازای (۵۵) و (۵۴) ،(۵٣) ت  رک  ی  ب ب  ا ای  ن رو از

١
٢
∥ x(t)− x̃ ∥٢ +

١
٢
∥ ω١(t)− ω̃١ ∥٢ +

١
٢
∥ ω٢(t)− ω̃٢ ∥٢

≤ Ṽ (x(t), ω١(t), ω٢(t)) ≤ Ṽ (x(tL), ω١(tL), ω٢(tL)) ≤ ε,

(۵۶)

limt→∞(x(t), ω١(t), ω٢(t))
T = ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ک  ه م  ی آوری  م. دس  ت ب  ه را

(x(٠), ω(٠)١, ω(٠)٢)T ∈ آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی هر ب  ه ازای ب  ن  اب  رای  ن .(x̃, ω̃١, ω̃٢)
T

ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  ر خ  ط ،Rn+n+n

□ م  ی ک  ن  د. ک  ام  ل را اث  ب  ات ۶ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ا ن  م  ودن ت  رک  ی  ب هم  گ  راس  ت.

ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ،(١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه م  ش  اب  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای .۴ .۴ م  لاح  ظ  ه

م  س  أل  ه ح  ل ب  رای اس  ت. ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد [۴٢] وان  گ و ل  ی  و ت  وس  ط س  خ  ت ف  ع  ال س  از ت  اب  ع ی  ک ب  ا

اس  ت م  م  ک  ن ک  ه دارد ق  ب  ل از ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  رهای ان  ت  خ  اب ب  ه ن  ی  از آن ها پ  ی  ش  ن  هادی م  دل ،(١)

پ  ارام  ت  ر هر اس  ت  ف  اده از اج  ت  ن  اب ب  رای ای  ن ج  ا در ول  ی ش  ود، واگ  رای  ی ی  ا غ  ل  ط ج  واب  ی ب  ه م  ن  ج  ر

پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ا م  ق  ای  س  ه در گ  ردی  د. پ  ی  ش  ن  هاد (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه س  اخ  ت  ار ج  ری  م  ه

ن  م  ون  ه، ب  ه ع  ن  وان م  زای  اس  ت. ب  رخ  ی دارای (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ،[۶١] ک  ائ  و و ی  ان  گ ت  وس  ط

م  وج  ب ک  ه ب  اش  د ن  اهم  وار م  ی ت  وان  د هدف ت  اب  ع و ش  ده ج  ای  گ  زی  ن ک  ران دار ق  ی  د ب  ا x ≥ ٠ ق  ی  د

و ل  ی  اپ  ان  وف پ  ای  داری ب  ه ع  لاوه م  ی ش  ود. [۶١] در (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ک  ارب  رد دام  ن  ه گ  س  ت  رش

گ  ردی  دن  د. اث  ب  ات (۵) پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ب  ه س  راس  ری هم  گ  رای  ی

ک  ارب  ردها و ع  ددی م  ث  ال های ۵

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را x ≥ ٠ و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا زی  ر م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه

min f(x)

subject to Ax = b, x ≥ ٠,
(۵٧)
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ض  رای  ب م  ات  ری  س A ∈ Rm×n ،f : Rn → R ،x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ Rn آن در ک  ه

f هدف ت  اب  ع .b ∈ Rm و ( rank(A) = m ≤ n اس  ت(ی  ع  ن  ی ک  ام  ل س  ط  ری رت  ب  ه ب  ا

Ω = Ω١ ∩Ω٢ = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ ٠} ش  دن  ی ن  اح  ی  ه در اس  ت م  م  ک  ن ول  ی م  ح  دب

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. ن  اهم  وار Ω٢ = {x ∈ Rn| Ax = b} و Ω١ = {x ∈ Rn| x ≥ ٠} ک  ه

پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از ک  ارب  ردی ب  ه ع  ن  وان س  وم، و دوم ب  خ  ش های در ش  ده م  ط  رح م  ب  اح  ث

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ح  ل ب  رای اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ک  ه زی  ر م  دل ب  ه را (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ،(۵)

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل ب  اش  د، ک  م  ت  ر پ  ی  چ  ی  دگ  ی ب  ا (۵٧) ن  اهم  وار

 dx
dt ∈ −(I − P )(∂f(x)− ω̄)−AT g(Ax− b)

٢dω
dt = −ω + ω̄,

(۵٨)

،[ωi]
+ = max{٠, ωi} ،(ω)+ = ([ω١]

+, ..., [ωn]
+)T ،ω̄ = (ω − x)+ آن در ک  ه

اس  ت f(x) ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م گ  رادی  ان ∂f(x) ،P = AT (AAT )−١A اس  ت، هم  ان  ی م  ات  ری  س I

م  ؤل  ف  ه های ب  ا ف  ع  ال س  از ت  اب  ع g(x) = (g̃(x١), g̃(x٢), ..., g̃(xm))T و

g̃(xi) =


١, if xi > ٠,

]١،١[- if xi = ٠,

−١ if xi < ٠.

(۵٩)

(۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه س  وم، و دوم ب  خ  ش های ن  ظ  ی  ر اث  ب  ات های  ی و م  ش  اب  ه ت  ح  ل  ی  ل  ی ب  ا اس  ت.

م  س  اوی ش  دن  ی ن  اح  ی  ه درون ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه هم  گ  را م  ت  ن  اهی زم  ان در س  راس  ری ب  ه ط  ور

هر ب  ه ع  لاوه م  ی م  ان  د. ب  اق  ی ن  اح  ی  ه داخ  ل در آن ج  ا ب  ه رس  ی  دن از ب  ع  د و اس  ت (۵٧) م  س  ال  ه

ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی هر و اس  ت پ  ای  دار ل  ی  اپ  ان  وف م  ف  هوم ب  ه (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ت  ع  ادل  ی ن  ق  ط  ه ی

ب  اق  ی  م  ان  ده ب  رع  ک  س. و اس  ت (۵٧) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ب  هی  ن  ه ی ج  واب ی  ک (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ک  ارای  ی س  اخ  ت  ن روش  ن ب  رای اول م  ث  ال دو ک  ه اس  ت م  ث  ال پ  ن  ج ش  ام  ل ب  خ  ش ای  ن

س  اخ  ت  ن روش  ن ب  رای م  ث  ال س  ه س  پ  س ش  ده ان  د. ارائ  ه (۵٧) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ح  ل در (۵٨)

گ  ردی  ده ح  ل و ارائ  ه (١) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ح  ل ب  رای (۵) پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ک  ارای  ی

از اس  ت  ف  اده ب  ا (۵٨) و (۵) ب  ا ش  ده ت  ع  ری  ف دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول های م  ث  ال ها، ت  م  ام در ان  د.



٩۶ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

ش  ده ان  د. ح  ل م  ت  ل  ب ن  رم اف  زار در ۴۵ode ال  گ  وری  ت  م

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه .١ .۵ م  ث  ال

min f(x) = |x١ − x٢ + ٢x٣ + ١|+ |x٢ − x٣ + x۴ − ٢| − |x١ + x٣ − ٢|,

subject to x١ + x٢ + x٣ + x۴ = ٨, x١ + x٢ − x٣ − x۴ = ٢, xi ≥ ٠.

(۶٠)

ح  ل و ب  ح  ث [۴۵] در م  س  أل  ه ای  ن اس  ت. ن  اهم  وار و ن  ام  ح  دب f(x) هدف ت  اب  ع ب  ه وض  وح

آن در x١, x۴ ≥ ٠, x٢, x٣ ∈ R ب  ه ج  ای xi ≥ ٠ ب  رای را م  س  أل  ه ای  ن ج  ا در اس  ت. ش  ده

ج  ای  گ  زی  ن f(x) هدف ت  اب  ع در را م  س  اوی ق  ی  ود اگ  ر م  ق  ال  ه، آن ب  رط  ب  ق گ  رف  ت  ه ای  م. ن  ظ  ر در م  ق  ال  ه

م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ا را م  ث  ال ای  ن اس  ت. م  ح  دب f(x) هدف ت  اب  ع ک  ن  ی  م،

آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ۵ ب  ا (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ٣ ش  ک  ل

هم  گ  رای  ن  د. x∗ = (٠, ۵, ٣, ٠)T ی  ک  ت  ای ب  هی  ن  ه ی ج  واب ب  ه س  راس  ری ب  ه ط  ور ت  ص  ادف  ی
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١ .۵ م  ث  ال در ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ۵ ب  ا (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط رف  ت  ار :٣ ش  ک  ل
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ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را ق  ی  ود ب  رخ  ی ب  ا زی  ر L١ ن  رم م  ی  ن  ی  م  م س  ازی م  س  أل  ه .٢ .۵ م  ث  ال

min ∥ Cx− d ∥١,

s.t. x١ − x٢ + x٣ = ٠, ٢x٢ + x٣ = ٢, x١, x٢, x٣ ≥ ٠
(۶١)

و x ∈ R٣ آن در ک  ه

C =


١ ٠ ٣٫۵

٠ ٢ ١٫۶

١ ١ ١

 , d =


١٫۵

٣٫٨

−۶٫٢

 . (۶٢)

م  ث  ال، ای  ن ح  ل ب  رای م  ن  اس  ب و هم  گ  راس  ت س  راس  ری ب  ه ط  ور (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ه وض  وح

م  ی ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ث  ال ای  ن ب  رای (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ن  اب  رای  ن

 ẋ(t) ∈ −(I − P )(∂f(x)− ω̄)−AT g(Ax− b)

٢dω
dt = −ω + ω̄,

(۶٣)

م  ی ب  اش  ن  د: زی  ر ب  ه ص  ورت I − P و هدف ت  اب  ع آن در ک  ه

f(x) = |x١ +٣٫۵x٣ −١٫۵|+ |٢x٢ +١٫۶x٣ −٣٫٨|+ |x١ +x٢ +x٣ +۶٫٢|, (۶۴)

I − P =


٠٫۶۴٢٩ ٠٫٢١۴٣ −٠٫۴٢٨۶

٠٫٢١۴٣ ٠٫٠٧١۴ −٠٫١۴٢٩

−٠٫۴٢٨۶ −٠٫١۴٢٩ ٠٫٢٨۵٧

 . (۶۵)

ت  م  ام ک  ه x∗ = (٠٫۶٢٢٣, ٠٫٨٧۴١, ٠٫٢۵١٨)T ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  س  أل  ه ای  ن ب  هی  ن  ه ی ج  واب ت  ن  ها

ی  ک  ت  ای ج  واب ب  ه پ  ی  ش  ن  هادی م  دل از x(t) ج  واب س  ی  ر خ  ط ک  ه م  ی دهن  د ن  ش  ان ع  ددی ن  ت  ای  ج

از ش  روع ب  ا (۶١) ح  ل ب  رای (۶٣) س  ی  رهای خ  ط ف  ض  ای  ی ح  ال  ت ۴ ش  ک  ل اس  ت. هم  گ  را x∗

ک  ه م  ی دهد، ن  ش  ان را ش  ده ان  د م  ش  خ  ص رن  گ آب  ی س  ت  اره های ب  ا ک  ه ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ش  رط پ  ن  ج



٩٨ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ش  رط پ  ن  ج از ش  روع ب  ا (۶١) ح  ل ب  رای (۶٣) س  ی  رهای خ  ط ف  ض  ای  ی ح  ال  ت :۴ ش  ک  ل
ش  ده ان  د. م  ش  خ  ص رن  گ آب  ی س  ت  اره های ب  ا ک  ه

زم  ان در ج  واب ها س  ی  ر خ  ط ک  ل  ی  ه ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده اس  ت. ش  ده ش  ب  ی  ه س  ازی م  ت  ل  ب ب  ا

رن  گ ق  رم  ز دای  ره ی ب  ا ک  ه x∗ = (٠٫۶٢٢٣, ٠٫٨٧۴١, ٠٫٢۵١٨)T ب  هی  ن  ه ی ج  واب ب  ه م  ت  ن  اهی

را (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه س  ی  رهای خ  ط هم  گ  رای  ی ۵ ش  ک  ل هم چ  ن  ی  ن، هم  گ  رای  ن  د. ش  ده، م  ش  خ  ص

ن  ی  ز درون  ی ن  ق  ط  ه ی روش ب  ا را م  ث  ال ای  ن م  ا م  ی دهد. ن  ش  ان ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی پ  ن  ج ب  ا

اس  ت ن  اش  دن  ی ب  ه وض  وح ک  ه (٠٫٠١٨۶, ٠٫٧۶٩٩, ٠٫۴٢٣٢)T ب  ا اس  ت ب  راب  ر ج  واب و ک  ردی  م ح  ل

ن  م  ی ب  اش  د. ب  هی  ن  ه ج  واب و

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه .٣ .۵ م  ث  ال

min f(x) =

۴∑
i=١

x٢
i +

۴∑
i=١

۴∑
j=١

|xi − xj |,

subject to x١ + ٢x٢ = ١, x٣ − ٢x۴ = ١

x ∈ Ω١ = {(x١, x٢, x٣, x۴)
T ∈ R۴ | − ١ ≤ xi ≤ ١, i = ١, ٢, ٣, ۴}.

(۶۶)

ی  ک  ت  ای ب  هی  ن  هی ج  واب دارای م  س  أل  ه ای  ن ن  م  وده ای  م. ح  ل (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ا را م  ث  ال ای  ن

س  راس  ری هم  گ  رای  ی ۶ ش  ک  ل م  ی ب  اش  د. x∗ = (٠٫٣٣٣٣, ٠٫٣٣٣٣, ٠٫٣٣٣٣−,٠٫٣٣٣٣)T

ن  اح  ی  ه ی از خ  ارج از ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی پ  ن  ج ان  ت  خ  اب ب  ا م  س  أل  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط
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.٢ .۵ م  ث  ال ب  رای ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ۵ ب  ا (۵٨) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط :۵ ش  ک  ل

ج  واب ای  ن ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده ب  ه وض  وح م  ی دهد، ن  ش  ان را ی  ک  ت  ا ب  هی  ن  ه ی ج  واب ب  ه ش  دن  ی

اس  ت. واق  ع م  س  اوی ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ی درون

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر ن  اهم  وار ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه .۴ .۵ م  ث  ال

min f(x) = |x١ − x٢ − ٢x٣ + ١|+ |x١ + ٢x٢ − x٣ − ٢|+ |x١ + x٢ − ١| − |x٣ − ١|,

subject to x١ + x٢ + x٣ = ٠, − ١ ≤ xi ≤ ١, i = ١, ٢, ٣.

(۶٧)

ن  ام  ح  دب و ن  اهم  وار هدف ت  اب  ع ب  ه وض  وح اس  ت. گ  ردی  ده ح  ل و ب  ح  ث [۴۴] در م  س  أل  ه ای  ن

ن  اح  ی  ه در f(x) ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در هدف، ت  اب  ع در −x٣ = x١ + x٢ ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا ول  ی اس  ت

ن  م  ود. اس  ت  ف  اده (۶٧) ح  ل ب  رای (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از م  ی ت  وان ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ح  دب ش  دن  ی

هم  گ  رای  ی ٧ ش  ک  ل .x∗ = (−٠٫۵, ٠٫−,١۵)T از ع  ب  ارت اس  ت (۶٧) ی  ک  ت  ای ب  هی  ن  ه ی ج  واب

ب  هی  ن  ه ی ج  واب ب  ه ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ۵ ب  ا را (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط



١٠٠ ن  اهم  وار س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ک  ارا پ  وی  ای ع  ص  ب  ی م  دل ی  ک

.٣ .۵ م  ث  ال ب  رای ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ۵ ب  ا (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط :۶ ش  ک  ل

هی  چ ب  ه م  ق  ال  ه ای  ن در پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ،[۴۴] ب  ا م  ق  ای  س  ه در م  ی دهد. ن  ش  ان را ی  ک  ت  ا

ک  ارا اس  ت م  م  ک  ن ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر ب  ر م  ب  ت  ن  ی روش های اگ  رچ  ه ن  دارد. ن  ی  از ج  ری  م  ه ای پ  ارام  ت  ر

از هم چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ش  ک  ل واق  ع  ی ک  ارب  ردهای در ج  ری  م  ه پ  ارام  ت  ر های ت  خ  م  ی  ن ول  ی ب  اش  ن  د،

ب  ا ٨ ش  ک  ل در ک  ه ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ١٠ ب  ا (۶٧) م  س  أل  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط وض  ع  ی  ت

ج  واب ب  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط ت  م  ام ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در ان  د، ش  ده داده ن  م  ای  ش آب  ی س  ت  اره های

هس  ت  ن  د. هم  گ  را ش  ده م  ش  خ  ص ق  رم  ز س  ت  اره ب  ا ک  ه x∗ = (−٠٫۵, ٠٫−,١٫٠۵)T ی  ک  ت  ای ب  هی  ن  ه ی

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را ش  ده داده ق  ی  ود ب  رخ  ی ب  ا زی  ر L١− ن  رم س  ازی م  ی ن  ی  م  م م  س  أل  ه .۵ .۵ م  ث  ال

min ∥ Cx− d ∥١,

s.t. ٠٫۴x١ + ٠٫٢x٢ + ٠٫٣x٣ + ٠٫۴x۴ + ٠٫۵x۵ = ١,

٠٫۶x١ + ٠٫۵x٢ + ٠٫٢x٣ + ٠٫٩x۴ + ٠٫۶x۵ = ٢,

٠٫۴x١ + ١٫٢x٢ + ٠٫۵x٣ + ١٫۴x۴ + ٠٫٩x۵ = ٣

− ١ ≤ x١, x٢, x٣, x۴, x۵ ≤ ١

(۶٨)
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.۴ .۵ م  ث  ال ب  رای ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ۵ ب  ا (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط :٧ ش  ک  ل

و اس  ت x ∈ R۵ آن در ک  ه

C =



٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵

٠٫۶ ٠٫٧ ٠٫٨ ٠٫٩ ١٫٠

١٫۵ ١٫٢ ١٫٣ ١٫۴ ١٫۵

٠٫١۵ ٠٫٠۵ ٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٣

٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٣٢ ٠٫٧۵ ٠٫١

٠٫٣٢ ٠٫١ ٠٫٣ ١٫٢ ٠٫۵

٠٫١ ٠٫۴ ٠٫٣ ٠٫٨ ٠٫٢

٠٫١۵ ٠٫۵ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫٧

٠٫۵ ١٫۴ ١٫٢ ٠٫٣ ٠٫۶

٠٫٢ ١٫٢ ٠٫١ ٠٫۶ ٠٫٨



, d =



٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١

٠٫١



. (۶٩)
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ک  ه ۴ .۵ م  ث  ال ب  رای ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ١٠ ب  ا (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط :٨ ش  ک  ل
ش  ده ان  د. داده ن  م  ای  ش آب  ی س  ت  اره های ب  ا

س  راس  ری ب  ه ط  ور (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ه وض  وح اس  ت. ش  ده ح  ل و ب  ی  ان [۴۶] در م  س  أل  ه ای  ن

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ب  ن  اب  رای  ن م  ی  ب  اش  د. ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ای  ن ح  ل ب  رای اع  م  ال ق  اب  ل و ب  وده پ  ای  دار

م  ی ش  ود: ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  أل  ه ای  ن ب  رای (۵)


ẋ(t) ∈ −(I − P )[∂f(x(t))− ω̄١(t) + ω̄٢(t)]−AT g(Ax(t)− b)

٢ω̇١(t) = −ω١(t) + ω̄١(t)

٢ω̇٢(t) = −ω٢(t) + ω̄٢(t).

(٧٠)

اس  ت |Cix− di|(i = ١, · · · , ١٠) م  ج  م  وع f(x) =∥ Cx− d ∥١ هدف ت  اب  ع آن در ک  ه
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م  ح  اس  ب  ه زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان  ن  د و هس  ت  ن  د d و C س  ط  ر ام  ی  ن i ب  ه ت  رت  ی  ب ها di و Ci ک  ه

ش  ون  د:

f(x) = |٠٫١x١ + ٠٫٢x٢ + ٠٫٣x٣ + ٠٫۴x۴ + ٠٫۵x۵ + ٠٫١|

+ |٠٫۶x١ + ٠٫٧x٢ + ٠٫٨x٣ + ٠٫٩x۴ + x۵ − ٠٫١|

+ |١٫۵x١ + ١٫٢x٢ + ١٫٣x٣ + ١٫۴x۴ + ١٫۵x۵ + ٠٫١|

+ |٠٫١۵x١ + ٠٫٠۵x٢ + ٠٫١x٣ + ٠٫٢x۴ + ٠٫٣x۵ − ٠٫١|

+ |٠٫٢x١ + ٠٫٢x٢ + ٠٫٣٢x٣ + ٠٫٧۵x۴ + ٠٫١x۵ + ٠٫١|

+ |٠٫٣٢x١ + ٠٫١x٢ + ٠٫٣x٣ + ٠٫٧۵x۴ + ٠٫١x۵ − ٠٫١|

+ |٠٫١x١ + ٠٫۴x٢ + ٠٫٣x٣ + ٠٫٨x۴ + ٠٫٢x۵ + ٠٫١|

+ |٠٫١۵x١ + ٠٫۵x٢ + ٠٫٢x٣ + ٠٫٣x۴ + ٠٫٧x۵ − ٠٫١|

+ |٠٫۵x١ + ١٫۴x٢ + ١٫٢x٣ + ٠٫٣x۴ + ٠٫۶x۵ + ٠٫١|

+ |٠٫٢x١ + ١٫٢x٢ + ٠٫١x٣ + ٠٫۶x۴ + ٠٫٨x۵ − ٠٫١|,

(٧١)

آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان  د I − P هم چ  ن  ی  ن

I −P =



٠٫٢٨٧٩ ٠٫٣٠٠٣ ٠٫١٠١۴ −٠٫٢٢٩۶ −٠٫٢٢٧٧

٠٫٣٠٠٣ ٠٫۴١۵٢ −٠٫٠٨٩٢ −٠٫٣٧۶٨ −٠٫٠۵١۴

٠٫١٠١۴ −٠٫٠٨٩٢ ٠٫۴٠٨٧ ٠٫١٨٢٠ −٠٫۴٣۶٣

−٠٫٢٢٩۶ −٠٫٣٧۶٨ ٠٫١٨٢٠ ٠٫٣۶٨٢ −٠٫٠۶٩٣

−٠٫٢٢٧٧ −٠٫٠۵١۴ −٠٫۴٣۶٣ −٠٫٠۶٩٣ ٠٫۵١٩٩


. (٧٢)

و اس  ت م  س  أل  ه ای  ن ب  هی  ن  ه ی ج  واب ت  ن  ها x∗ = (٠٫۴۶۵۵, ٠٫٧۵٨۶, ٠٫٧٩٣١, ١, ١)T

پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه از x(t) ج  واب س  ی  رهای خ  ط پ  ی  داس  ت ٩ ش  ک  ل از ک  ه هم  ان ط  ور

ن  ت  ای  ج ب  ا ک  ه ب  اش  ن  د، م  ی هم  گ  را ی  ک  ت  ا ج  واب ای  ن ب  ه ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ١٠ ب  ا (۵)

س  ازگ  ارن  د. [۴۶] در آم  ده ب  ه دس  ت
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.۵ .۵ م  ث  ال ب  رای ت  ص  ادف  ی آغ  ازی  ن ن  ق  ط  ه ی ١٠ ب  ا (۵) ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ج  واب س  ی  رهای خ  ط :٩ ش  ک  ل

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۶

دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول های ب  ر م  ب  ت  ن  ی غ  ی  ر ج  ری  م  ه ای ب  ازگ  ش  ت  ی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ی  ک م  ق  ال  ه ای  ن در

از ال  هام ب  ا ک  ران دار و خ  ط  ی م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای

از اس  ت  ف  اده ب  ا گ  ردی  د. پ  ی  ش  ن  هاد م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ب  رای م  وج  ود ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های

م  س  ای  ل ج  واب ب  ه س  راس  ری هم  گ  رای  ی و پ  ای  داری دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ش  م  ول ت  ح  ل  ی  ل و ل  ی  اپ  ان  وف ن  ظ  ری  ه

ب  ه (۵) پ  ی  ش  ن  هادی ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه ک  ارب  رد، ب  ه ع  ن  وان گ  ردی  د. ت  ض  م  ی  ن ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی

م  س  اوی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  أل  ه ح  ل ب  رای اع  م  ال ق  اب  ل ک  ه (۵٨) م  دل ی  ک

ب  ا را پ  ی  ش  ن  هادی م  ان ش  ب  ک  ه های ک  ارای  ی هم چ  ن  ی  ن ن  م  ودی  م. ت  ب  دی  ل را اس  ت x ≥ ٠ و خ  ط  ی

م  ح  دب ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای را پ  ی  ش  ن  هادی م  دل آی  ن  ده در دادی  م. ن  ش  ان م  ث  ال ت  ع  دادی

ع  ص  ب  ی ش  ب  ک  ه های ک  ارب  رد ب  ررس  ی ب  ه هم چ  ن  ی  ن، داد. خ  واهی  م ت  وس  ع  ه ک  ل  ی ق  ی  ود ب  ا ن  اهم  وار

ط  راح  ی س  ی  گ  ن  ال، و ت  ص  اوی  ر پ  ردازش در ش  ده ظ  اهر ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل در ب  ازگ  ش  ت  ی

پ  رداخ  ت. خ  واهی  م آن م  ان  ن  د و ها گ  راف آم  ی  زی رن  گ ک  ن  ت  رل  ی، س  ی  س  ت  م های
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