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١۴۶ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

(غ  ی  ر ق  ط  ع  ی اع  داد ب  ه ف  ازی اع  داد م  ی ب  ای  س  ت ف  ازی م  ح  اس  ب  ات از ح  اص  ل ن  ت  ای  ج ف  هم و

گ  وی  ن  د. م  ی س  ازی ن  اف  ازی را ق  ط  ع  ی اع  داد ب  ه ف  ازی اع  داد ت  ب  دی  ل ف  رای  ن  د ش  ون  د. ت  ب  دی  ل ف  ازی)

اط  لاع  ات ق  ط  ع  ی م  ج  م  وع  ه ب  ه ف  ازی م  ج  م  وع  ه ت  ب  دی  ل ب  ا م  وارد ب  ی  ش  ت  ر در ک  ه اس  ت ب  دی  هی

ب  ای  د س  ازی ن  اف  ازی از ب  ردن ب  هره ب  رای ح  ال هر ب  ه م  ی رود. دس  ت از ارزش  م  ن  دی و ب  س  ی  ارم  هم

و ل  ی  ک  وای  ک ون ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود م  ش  خ  ص  ی چ  ارچ  وب آن ب  رای و ش  ود ت  ع  ری  ف م  ع  ی  ارهای  ی

ک  ارب  ردت  ری  ن پ  ر و دادن  د ارائ  ه را م  ع  ی  ارها از م  ج  م  وع  ه ای س  ازی ن  اف  ازی ب  ه م  ن  ظ  ور ،[٢١] ک  ری

های ن  م  ون  ه  هم  چ  ن  ی  ن ک  ردن  د. ب  ن  دی ط  ب  ق  ه م  خ  ت  ل  ف گ  روه های در را س  ازی ن  اف  ازی ت  ک  ن  ی  ک های

دادن  د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد س  ازی ن  اف  ازی م  ع  ی  ارهای ب  ه ت  وج  ه ب  ا را گ  روه هر اول  ی  ه

م  ح  اس  ب  ات از ن  اش  ی م  ش  ک  لات از ک  اس  ت  ن ب  رای ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب ب  ه م  خ  ت  ل  ف  ی م  ق  الات

اع  داد ب  رای ،[٢٢] رون  ت  ا و [١٣, ١۴] گ  زگ  وزس  ک  ی ،[٩] چ  ن  س اس  ت. ی  اف  ت  ه اخ  ت  ص  اص ف  ازی

م  س  ال  ه ی  ک ب  ه ف  ازی م  ح  اس  ب  ه م  س  ال  ه ی  ک آن در ک  ه ک  رده ان  د م  ع  رف  ی ب  ازه ت  ق  ری  ب ف  ازی،

(١-ب  رش) هس  ت  ه ک  ه اس  ت ای  ن دارد روش ای  ن ک  ه ای  رادی ول  ی م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل ب  ازه م  ح  اس  ب  ه

م  ی رود. ب  ی  ن از ف  ازی اع  داد

س  اده و م  ی ش  ود م  ش  خ  ص ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ب  ا ف  ازی ع  دد هر ک  ه م  ط  ل  ب ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

اع  داد ت  ق  ری  ب م  ع  رف  ی ب  رای زی  ادی های روش  رو ای  ن از اس  ت، خ  ط  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع  ت  ری  ن

ت  ق  ری  ب ،[١٠] هم  ک  اران و دل  گ  ادو اس  ت. ش  ده ارائ  ه ذوزن  ق  ه ای و م  ث  ل  ث  ی ن  وع اس  اس ب  ر ف  ازی

پ  ی  ش  ن  هاد اب  هام و ارزش ش  اخ  ص، دو اس  اس ب  ر را ف  ازی ع  دد ن  ام  ت  ق  ارن و م  ت  ق  ارن ذوزن  ق  ه ای

هم  ک  اران و م  ی ت  وس  ط ف  ازی ک  م  ی  ت هر ب  رای م  ت  ق  ارن م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ن  زدی  ک ت  ری  ن ک  ردن  د.

ف  ازی ذوزن  ق  ه ای ت  ق  ری  ب ازن  زدی  ک ت  ری  ن روی  ک  ردی [٢] اس  دی و ع  ب  اس  ب  ن  دی گ  ردی  د. م  ع  رف  ی [١٨]

ت  ق  ری  ب م  س  ال  ه ام  روک  ا[١۵] و گ  زگ  وزس  ک  ی ک  ردن  د. ارائ  ه ف  ازی ع  دد دو ب  ی  ن م  ت  ری  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا

را ن  ق  ض م  ث  ال دو [۵] ت  ب  ار ادب  ی و وی  ران  ل  و ال  ل  ه ک  ردن  د. م  ط  رح را ف  ازی ع  دد ی  ک ذوزن  ق  ه ای

اس  ت م  م  ک  ن ام  روک  ا و گ  زگ  وزس  ک  ی م  س  ال  ه در ک  ه م  ی داد ن  ش  ان را های  ی م  وق  ع  ی  ت  ک  ه دادن  د ارائ  ه

ت  وس  ط م  ش  ک  ل ای  ن آن از ب  ع  د آورد. دس  ت ب  ه را ذوزن  ق  ه ای ف  ازی ع  دد ی  ک ن  ت  وان  د ع  م  ل  گ  ر

ب  رط  رف را خ  ص  وص ای  ن در م  وج  ود خ  لأهای [۶] ب  ان و [١۶] ش  د ح  ل ام  روک  ا و گ  زگ  وزس  ک  ی

ف  ازی اع  داد ذوزن  ق  ه ای ت  ق  ری  ب م  ع  ی  ارهای از ای م  ج  م  وع  ه ام  روک  ا و گ  زگ  وزس  ک  ی ع  لاوه ب  ه ک  رد،

ت  ق  ری  ب ج  دی  د و ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م خ  ص  وص  ی  ات از ب  رخ  ی ک  ردن  د. ارائ  ه ن  ی  ز [١۵] در [٢١] هم  ان  ن  د را

[٢] اس  دی و ع  ب  اس  ب  ن  دی پ  ی  ش  ن  هاد اس  ت. ش  ده م  ط  رح [٢٣] ی  ه ت  وس  ط ف  ازی اع  داد ذوزن  ق  ه ای
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و ع  ب  اس  ب  ن  دی ی  اف  ت. ت  ع  م  ی  م [٢٠] ت  ق  ری  ب  ی ف  ازی ع  دد پ  ارام  ت  ری ن  م  ای  ش گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

را س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ال  ه ی  ک و ک  ردن  د اس  ت  ف  اده ف  ازی ع  دد اب  هام و م  ق  دار از [١] ام  ی  رف  خ  ری  ان

ف  ازی ع  دد ی  ک ب  رای ذوزن  ق  ه ای ی  ا م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ت  ری  ن ن  زدی  ک  آوردن دس  ت ب  ه  ب  رای

های ارزی  اب  ی  از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ن  زدی  ک ت  ری  ن هم  چ  ن  ی  ن ک  ردن  د. ح  ل دل  خ  واه

ش  د[٣]. م  ع  رف  ی هم  ک  اران و ع  ب  اس  ب  ن  دی ت  وس  ط ف  ی  ل  و و ی  اگ  ر ف  رم  ول اس  اس ب  ر α-وزن  ی

ت  رک  ی  ب ک  ه دهی  م م  ی ارائ  ه را ف  ازی اع  داد از ج  دی  دی ذوزن  ق  ه ای ت  ق  ری  ب م  ا م  ق  ال  ه ای  ن در

ب  ا را م  ح  دب  ی ت  رک  ی  ب چ  ن  ی  ن م  ق  ال  ه ط  ول در ک  ن  د. م  ی  ح  ف  ظ را هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ی ب  ازه م  ح  دب

P-SC ح  ف  ظ اس  اس ب  ر ف  ازی اع  داد ذوزن  ق  ه ای ت  ق  ری  ب ای  ده دهی  م. م  ی  ن  ش  ان ب  ازه P-SC

ت  ق  ری  ب  آن گ  س  ت  رش ش  ده، ح  اص  ل ت  ق  ری  ب ک  ه م  ی ک  ن  د ن  ش  ان خ  اط  ر را م  ط  ل  ب ای  ن آن  ها، ب  ازه

ب  ه م  ق  ال  ه ای  ن ب  ق  ی  ه م  ی ک  ن  ن  د. ح  ف  ظ را هس  ت  ه ب  ازه ف  ق  ط ی  ا پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ازه ف  ق  ط ک  ه اس  ت های  ی

را ف  ازی اع  داد خ  ص  وص در اس  اس  ی ت  ع  اری  ف از ب  رخ  ی ٢ درب  خ  ش اس  ت. ش  ده ت  ن  ظ  ی  م زی  ر ش  رح

س  پ  س اس  ت. ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد ٣ ب  خ  ش در ف  ازی P-SCع  دد پ  ای  ای ت  ق  ری  ب م  ی ک  ن  ی  م. ی  ادآوری

ع  م  ل  ک  رد ۵ ب  خ  ش در م  ی دهی  م. ق  رار ب  ح  ث م  ورد ۴ ب  خ  ش در را م  ن  ط  ق  ی وی  ژگ  ی های از ب  رخ  ی

ن  ت  ی  ج  ه و م  ی دهی  م ن  ش  ان م  خ  ت  ل  ف م  ث  ال های در ب  ک  ارگ  ی  ری ط  ری  ق از را پ  ی  ش  ن  هادی ت  ق  ری  ب

اس  ت. ش  ده ان  ج  ام ۶ ب  خ  ش در گ  ی  ری

ف  ازی اع  داد -٢

xت  م  ام از م  ج  م  وع  ه ای ،X ف  ض  ای در A ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک هس  ت  ه ت  ع  ری  ف٢- ١-[١١]

ب  ه ع  ب  ارت دی  گ  ر، ب  اش  د ی  ک ب  راب  ر ها آن µA (x)ک  ه اس  ت های  ی

core (A) = {xϵX| µA (x) = ١} .

غ  ی  ر م  ج  م  وع  ه ی  ک ،X ف  ض  ای در A ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  ع  ری  ف٢- ٢-[١١]

ب  ه ع  ب  ارت دی  گ  ر، م  ی ب  اش  د ص  ف  ر غ  ی  ر ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  ا ع  ض  وهای  ی ت  م  ام ش  ام  ل ک  ه اس  ت ف  ازی

supp (A) = {xϵX| µA (x) > ٠} .

و م  ی ن  ام  ن  د. ت  هی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک را آن ب  اش  د، ت  هی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک پ  ش  ت  ی  ب  ان اگ  ر

ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک را آن ب  اش  د، X م  رج  ع م  ج  م  وع  ه در واح  د ن  ق  ط  ه آن ی  ک پ  ش  ت  ی  ب  ان اگ  ر



١۴٨ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

م  ی گ  وی  ن  د. ت  ک  ی  ن

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ی  ک م  ق  دار ب  زرگ ت  ری  ن ف  ازی، م  ج  م  وع  ه ی  ک ارت  ف  اع ت  ع  ری  ف٢- ٣-[١١]

م  ج  م  وع  ه ی  ک را آن ص  ورت آن در ب  اش  د، ی  ک ب  ا ب  راب  ر ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ارت  ف  اع اگ  ر اس  ت.

م  ی ن  ام  ن  د. ن  رم  ال ف  ازی

و اگ  ر اس  ت، م  ح  دب X م  رج  ع م  ج  م  وع  ه از Aف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ت  ع  ری  ف٢- ۴-[١١]

ب  اش  ی  م، داش  ت  ه ٠ ≤ λ ≤ ١ و x١, x٢ ∈ X هر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط

µA (λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min (µA (x١) , µA (x٢)) .

ک  ه اس  ت Aα غ  ی  رف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ،A ف  ازی ع  دد ی  ک آل  ف  ای ب  رش ت  ع  ری  ف٢- ۵-[١١]

ب  اش  ن  د، داش  ت  ه α م  س  اوی ی  ا ب  زرگ ت  ر ع  ض  وی  ت درج  ه ک  ه م  ی ب  اش  د Xع  ض  وهای ت  م  ام  ی ش  ام  ل

ب  ه ع  ب  ارت دی  گ  ر،

Aα = {xϵX|µA (x) ≥ α} , ٠ < α ≤ ١.

ب  ه م  ی ت  وان را آن گ  اه آن ب  اش  د Xدر دار ک  ران غ  ی  رت  هی ب  س  ت  ه ب  ازه ی  ک Aα ک  ه ص  ورت  ی در

پ  ای  ی  ن  ت  رت  ی  ب، ب  ه AU (α) , AL (α)ک  ه داد ن  ش  ان Aα = [AL (α) , AU (α)] ص  ورت

دی  گ  ر، ت  ع  ب  ی  ری ب  ه هس  ت  ن  د. ب  س  ت  ه ب  ازه م  رزهای ب  الات  ری  ن و ت  ری  ن

AL (α) = inf {xϵX|µA (x) ≥ α} ,

AU (α) = sup {xϵX|µA (x) ≥ α} .

ک  ه، اس  ت واض  ح

A٠ = [AL (٠) , AU (٠)] = (A) ان ب  ی  ت  ش پ 

A١ = [AL (١) , AU (١)] = (A) ه ت هس  .

م  ج  م  وع  ه های ت  رت  ی  ب ب  ه ف  ازی ع  دد ی  ک هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان های ب  ازه  ب  ن  اب  رای  ن
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اس  ت. آن ب  رش -١ و ص  ف  ر-ب  رش

ت  اب  ع ب  ا X = R روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض ت  ع  ری  ف٢- ۶-[١١]

(ال  ف) اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  د ف  ازی ع  دد ی  ک A آن گ  اه ب  اش  د. µA : X → [٠, ١] ع  ض  وی  ت

(د) و ب  اش  د دار ک  ران پ  ش  ت  ی  ب  ان ی  ک دارای (ج) ب  اش  د، م  ح  دب (ب) ب  اش  د، ن  رم  ال

ب  اش  ن  د. ب  س  ت  ه های ب  ازه  Rدر آن هم  هα-ب  رش های

دهی  م. م  ی  ن  ش  ان F (R) ب  ا را ف  ازی اع  داد ت  م  ام م  ج  م  وع  ه م  ق  ال  ه، ک  ل در

ت  اب  ع دو و ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ج  زو a, b, c, d ع  دد چ  هار Aف  ازی ع  دد هر ب  رای دان  ی  م م  ی 

ک  ه گ  ون  ه ای ب  ه اس  ت غ  ی  رص  ع  ودی rA و غ  ی  رن  زول  ی lA ک  ه دارد وج  ود lA, rA : R→ [٠, ١]

داد، ن  ش  ان زی  ر ص  ورت ب  ه ت  وان م  ی  را µA ع  ض  وی  ت ت  اب  ع

µA (x) =



lA (x) a ≤ x ≤ b,

١ b ≤ x ≤ c,

rA (x) c ≤ x ≤ d,

٠ در ر ی غ  ورت ص  ن ای 
ن  ام  ی  ده A ف  ازی ع  دد راس  ت س  م  ت و چ  پ س  م  ت ت  رت  ی  ب ب  ه rA و lA ت  اب  ع دو آن در ک  ه

A = (a, b, c, d)lA,rA
ص  ورت ب  ه پ  ارام  ت  ری ص  ورت ب  ه A ف  ازی ع  دد رو ای  ن از ش  ون  د. م  ی 

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان

داری  م، و هس  ت  ن  د خ  ط  ی rA و lA ای  ن  ج  ا در

µA (x) =



x−a
b−a a ≤ x ≤ b,

١ b ≤ x ≤ c,
d−x
d−c c ≤ x ≤ d,

٠ در ر ی غ  ورت ص  ن ای 
A = (a, b, c, d) ص  ورت ب  ه خ  لاص  ه ب  ط  ور و م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ذوزن  ق  ه ای ف  ازی ع  دد A

دهی  م. م  ی  ن  ش  ان

دهی  م. م  ی  ن  م  ای  ش F T (R) ب  ا را ذوزن  ق  ه ای ف  ازی اع  داد ت  م  ام ی م  ج  م  وع  ه  م  ا

ص  ورت ب  ه ف  ازی ع  دد ی  ک هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان های ب  ازه  از م  ح  دب ت  رک  ی  ب  ی ت  ع  ری  ف٢- ٧-

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر

p− SC (A) = p [AL (٠) , AU (٠)] + q [AL (١) , AU (١)] ,



١۵٠ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

ی  ا

p− SC (A) = [pAL (٠) + q AL (١) , p AU (٠) + q AU (١)] ,

هس  ت  ن  د. p+ q = ١ و ٠ ≤ p, q ≤ ١ ک  ه

و A پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ه ت  ب  دی  ل اس  ت p = ک  ه١ زم  ان  ی P − SC (A) ب  ازه ک  ه اس  ت ب  دی  هی

م  ی ش  ود. A هس  ت  ه ب  ه ت  ب  دی  ل اس  ت p = ٠ ک  ه زم  ان  ی

ع  دم و دق  ت ع  دم از ت  ا دهد م  ی  م  ا ب  ه را اج  ازه ای  ن ف  ازی های ع  ه  م  ج  م  و ت  ئ  وری اگ  رچ  ه

ح  د ت  ا م  ح  اس  ب  ات پ  ی  چ  ی  دگ  ی ک  اهش ب  رای هس  ت  ی  م م  ج  ب  ور گ  اهی ام  ا ک  ن  ی  م، س  ازی م  دل ق  ط  ع  ی  ت

ف  ازی ع  دد ف  ازی، ع  دد پ  رک  ارب  ردت  ری  ن و س  اده ت  ری  ن ک  ن  ی  م. س  اده را ف  ازی پ  ارام  ت  رهای ام  ک  ان،

ع  م  ل  گ  ر ی  ک ی  اف  ت  ن م  س  ال  ه روی ب  ر م  ا ت  م  رک  ز واق  ع  ی  ت، ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ذوزن  ق  ه ای

ب  ه ت  وج  ه ب  ا P-SC ب  ازه ح  ف  ظ ب  ا ش  ده داده ف  ازی ع  دد ت  ری  ن ن  زدی  ک  ب  ه ذوزن  ق  ه ای ت  ق  ری  ب

ب  ود. خ  واهد گ  زگ  وزس  ک  ی[١٢] ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه م  ت  ری  ک

p− SC پ  ای  ای ت  ق  ری  ب -٣

ب  ی  اب  ی  م را T : F (R) → F T (R) ،P-SC پ  ای  ای ع  م  ل  گ  ر ت  ا ب  رآن  ی  م م  ا ب  خ  ش ای  ن در

ف  رض ک  ن  د. م  ی  ت  ب  دی  ل ش  ک  ل ای ذوزن  ق  ه  ف  ازی اع  داد از ای خ  ان  واده  ب  ه را ف  ازی اع  داد ک  ه

آن ها α-ب  رش های م  ج  م  وع  ه  ت  رت  ی  ب ب  ه ک  ه ب  اش  ن  د دل  خ  واه ف  ازی ع  دد دو Bو A ک  ن  ی  د

A ب  ی  ن ف  اص  ل  ه هس  ت  ن  د. Bα = [BL (α) , BU (α)] و Aα = [AL (α) , AU (α)]

م  ی ش  ود[١٢]، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه Bو

d (A,B) =
√∫ ١

٠ (AL (α)−BL (α))٢ dα+
∫ ١

٠ (AU (α)−BU (α))٢ dα

ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک Aف  ازی ع  دد ب  ه ت  وج  ه ب  ا داری  م ق  ص  د ای  ن  ج  ا در
ک  ه، ب  ی  اب  ی  م T (A) ∈ F T (R) ذوزن  ق  ه ای

d (A, T (A)) =

√∫ ١

٠
(AL (α)− TL (α))

٢
dα+

∫ ١

٠
(AU (α)− TU (α))

٢
dα (١)

ی  ع  ن  ی، ب  اش  د A ف  ازی ع  دد ب  ا ب  راب  ر P-SC ب  ازه دارای ب  ع  لاوه و ب  اش  د ح  داق  ل

p− SC (T (A)) = p− SC (A) . (٢)

ح  ق  ی  ق  ی ع  دد چ  هار ب  ا م  ی ت  وان را ذوزن  ق  ه ای ف  ازی ع  دد هر ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
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ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. ت  وص  ی  ف ان  د هس  ت  ه  و پ  ش  ت  ی  ب  ان م  رزهای ک  ه t۴ ≥ t٣ ≥ t٢ ≥ t١

T (A) = (t١, t٢, t٣, t۴)

و

[TL (α) , TU (α)] = [t١ + (t٢ − t١)α , t۴ − (t۴ − t٣)α]

داری  م، (٢) ت  س  اوی و در(١) ش  ده ت  ع  ری  ف ف  اص  ل  ه

d (A, T (A)) =

√∫ ١

٠
(AL (α) − t١ − (t٢ − t١)α)٢ dα +

∫ ١

٠
(AU (α) − t۴ + (t۴ − t٣)α)٢ dα,

و

[pt١ + qt٢, pt۴ + qt٣] = [pAL (٠) + q AL (١) , p AU (٠) + q AU (١)] ,

هس  ت  ن  د. p+ q = ١ و ٠ ≤ p, q ≤ ١ ک  ه

ک  ن  ی  م پ  ی  دا را T (A) ذوزن  ق  ه ای ف  ازی ع  دد ی  ک م  ی ت  وان  ی  م ک  ه هس  ت  ی  م م  وق  ع  ی  ت  ی در اک  ن  ون
A از P-SC ب  ازه ح  ف  ظ ب  اع  ث ب  ل  ک  ه اس  ت، A ش  ده داده ف  ازی ع  دد ب  ه ن  زدی  ک ت  ن  ها ن  ه  ک  ه
س  ازی ح  داق  ل ت  وان م  ی  d (A, T (A)) رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ب  رای ک  ه م  ی دان  ی  م ش  ود. م  ی 

گ  رف  ت. ن  ظ  ر در را d٢ (A, T (A))

ب  هی  ن  ه م  س  ال  ه ب  ای  د T : F (R) → F T (R) ،P-SC پ  ای  ای ع  م  ل  گ  ر ب  ه دس  ت  ی  اب  ی م  ن  ظ  ور ب  ه
ک  ن  ی  م، ح  ل t = (t١, t٢, t٣, t۴) ∈ R۴ ب  رای را زی  ر س  ازی

Min f (t) =

∫ ١

٠
(AL (α)− t١ − (t٢ − t١)α)

٢
dα (P )

+

∫ ١

٠
(AU (α)− t۴ + (t۴ − t٣)α)

٢
dα

s.t. :

h (t) = [p (t١ −AL (٠)) + q (t٢ −AL (١))

, p (t۴ −AU (٠)) + q (t٣ −AU (١))] = ٠

g(t) = t٢ − t٣ ≤ ٠

ب  ی  ان ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ح  ل [٧] (KKT)ک  اروش-ک  وهن-ت  وک  ر ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا را (P ) م  ا



١۵٢ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

گ  ون  ه ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه λوج  ود لاگ  ران  ژ ض  ری  ب اگ  ر اس  ت، ک  ن  ن  ده ح  داق  ل (P ) ∗tب  رای ک  ن  د م  ی 

ک  ه، ای

Df (t∗) + Dh (t∗)λ+ µDg (t∗) = ٠ (٣)

µg (t∗) = ٠ , µ ≥ ٠

ک  ن  ی  م. م  ی ش  روع t∗در Dgو Dh ، Df م  ح  اس  ب  ه ب  ا (٣) ح  ل ب  رای

Df (t∗) =

[
∂f

∂t١
,
∂f

∂t٢
,
∂f

∂t٣
,
∂f

∂t۴

]
=

[
٢
٣
t١ +

١
٣
t٢ + ٢

∫ ١

٠
αAL (α) dα− ٢

∫ ١

٠
AL (α) dα

,
١
٣
t١ +

٢
٣
t٢ − ٢

∫ ١

٠
αAL (α) dα,

٢
٣
t٣ +

١
٣
t۴ − ٢

∫ ١

٠
αAU (α) dα

,
١
٣
t٣ +

٢
٣
t۴ + ٢

∫ ١

٠
αAU (α) dα− ٢

∫ ١

٠
AU (α) dα], ٢٠٠۵/٠۶/٢٨ver : ١٫٣subfigpackage

Dh (t∗) =

∂h١
∂t١

∂h١
∂t٢

∂h١
∂t٣

∂h٢
∂t١

∂h٢
∂t٢

∂h٢
∂t٣

∂h١
∂t۴

∂h٢
∂t۴

 =

p q ٠

٠ ٠ q

٠

p

 ,
Dg (t∗) =

[
∂g
∂t١

∂g
∂t٢

∂g
∂t٣

∂g
∂t۴

]
=
[

٠ ١ −١ ٠
]
.

ن  وش  ت، ص  ورت ای  ن ب  ه دوب  اره ت  وان م  ی  را ک  اروش-ک  وهن-ت  وک  ر ش  رای  ط ب  ن  اب  رای  ن،

٢
٣
t١ +

١
٣
t٢ + ٢

∫ ١

٠
αAL (α) dα− ٢

∫ ١

٠
AL (α) dα+ pλ١ = ٠,

١
٣
t١ +

٢
٣
t٢ − ٢

∫ ١

٠
αAL (α) dα+ qλ١ + µ = ٠ ,

٢
٣
t٣ +

١
٣
t۴ − ٢

∫ ١

٠
αAU (α) dα+ qλ٢ − µ = ٠ ,

١
٣
t٣ +

٢
٣
t۴ + ٢

∫ ١

٠
αAU (α) dα− ٢

∫ ١

٠
AU (α) dα+ pλ٢ = ٠,
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p (t١ −AL (٠)) + q (t٢ −AL (١)) = ٠,

p (t۴ −AU (٠)) + q (t٣ − AU (١)) = ٠,

µ (t٢ − t٣) = ٠.

م  ا م  ق  ال  ه در ش  ده ارائ  ه ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه ادام  ه در ک  ه م  ی پ  ردازی  م ن  م  اد چ  ن  د م  ع  رف  ی ب  ه ای  ن  ج  ا در
ک  ن  د. م  ی  ت  س  هی  ل را

K١ (A) = −٢
∫ ١

٠
αAL (α) dα+ ٢

∫ ١

٠
AL (α) dα, (۴)

K٢ (A) = ٢
∫ ١

٠
AL (α) dα, (۵)

K٣ (A) = ٢
∫ ١

٠
αAU (α) dα, (۶)

K۴ (A) = −٢
∫ ١

٠
αAU (α) dα+ ٢

∫ ١

٠
AU (α) dα, (٧)

K۵ (A) = pAL (٠) + qAL (١) , (٨)

K۶ (A) = pAU (٠) + qAU (١) . (٩)

م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ب  ی  اب  ی  م. ک  ن  د، م  ی  ب  رآورده را (KKT)ش  رای  ط ک  ه ن  ق  اط  ی خ  واهی  م م  ی  اک  ن  ون

گ  ی  ری  م: م  ی  ن  ظ  ر در را ح  ال  ت دو

ف  رض ای  ن .t٢ − t٣ = ٠ م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ب  اش  د µ > ٠ ک  ن  ی  م م  ی  ف  رض اول: ح  ال  ت

درآی  د، زی  ر ص  ورت ب  ه (KKT) ش  رای  ط ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث

٢
٣
t١ +

١
٣
t٢ + pλ١ = K١ (A) ,

١
٣
t١ +

٢
٣
t٢ + qλ١ + µ = K٢ (A) ,

٢
٣
t٢ +

١
٣
t۴ + qλ٢ − µ = K٣ (A) ,

١
٣
t٢ +

٢
٣
t۴ + pλ٢ = K۴ (A) , (KKTC١)



١۵۴ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

pt١ + qt٢ = K۵ (A) ,

pt۴ + qt٢ = K۶ (A) .

آی  د: م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه p = ٠ ب  رای ج  ز (KKTC١)ب  ه م  ع  ادلات خ  ط  ی س  ی  س  ت  م ح  ل

t١ (A) =
٣
۴
q٢

Q
K١ (A)

٣
۴

pq
Q
K٢ (A)−

٣
۴

pq
Q
K٣ (A) +

٣
۴
q٢

Q
K۴ (A) (١٠)

+
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K۵ (A)−

١
۴
p

q

٢q − p
Q

K۶ (A) ,

t٢ (A) = t٣ (A) = −
٣
۴

pq
Q
K١ (A) +

٣
۴
p٢

Q
K٢ (A) +

٣
۴
p٢

Q
K٣ (A) (١١)

− ٣
۴

pq
Q
K۴ (A) +

١
۴

٢q − p
Q

K۵ (A) +
١
۴

٢q − p
Q

K۶ (A) ,

t۴ (A) =
٣
۴
q٢

Q
K١ (A)−

٣
۴

pq
Q
K٢ (A)−

٣
۴

pq
Q
K٣ (A) +

٣
۴
q٢

Q
K۴ (A) (١٢)

− ١
۴
q

p

٢q − p
Q

K۵ (A) +
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K۶ (A) ,

λ١ (A) =
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K١ (A) +

١
۴

٢q − p
Q

K٢ (A) +
١
۴

٢q − p
Q

K٣ (A)

− ١
۴
q

p

٢q − p
Q

K۴ (A)−
١

١٢
١
p٢

۴q٢ − ۴pq + ٧p٢

Q
K۵ (A)

+
١

١٢
١
p٢

۴q٢ − ۴pq + p٢

Q
K۶ (A) ,

λ٢ (A) = −
١
۴
q

p

٢q − p
Q

K
١
(A) +

١
۴

٢q − p
Q

K٢ (A) +
١
۴

٢q − p
Q

K٣ (A)

+
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K۴ (A) +

١
١٢

١
p٢

۴q٢ − ۴pq + p٢

Q
K۵ (A)

− ١
١٢

١
p٢

۴q٢ − ۴pq + ٧p٢

Q
K۶ (A) ,

µ (A) = −١
٢
q

p
K١ (A) +

١
٢
K٢ (A)−

١
٢
K٣ (A) +

١
٢
q

p
K۴ (A) (١٣)

+
١
۶

٢q − p
p٢ K۵ (A)−

١
۶

٢q − p
p٢ K۶ (A) ,

اس  ت. Q = p٢ − pq + q٢ ک  ه

اس  ت، Q > ٠ ک  ه ک  رد ت  ای  ی  د ت  وان م  ی  ب  ه راح  ت  ی زی  ر، م  وارد گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ن  ک  ت  ه٣- ١-

ب  اش  ن  د. p+ q = ١ و ٠ ≤ p, q ≤ ١ ک  ه p٣ + q٣ = (p+ q)
(
p٢ − pq + q٢)
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اگ  ر، ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت µ > ٠ م  ی ش  ود م  ش  اهده (١٣) در

−
١

٢

q

p
K١ (A) +

١

٢
K٢ (A) −

١

٢
K٣ (A) +

١

٢

q

p
K۴ (A) >

١

۶

٢q − p

p٢
(K۵ (A) − K۶ (A)) ,

داش  ت، خ  واهی  م اس  ت، ش  ده ارائ  ه (١٢)− (١٠) در Kiک  ه ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ازگ  ش  ت ب  ا و

∫ ١

٠
(q − α) (AU (α)−AL (α)) dα >

١
۶

٢q − p
p٢ (p |supp (A)|+ q |core (A)|) . (١۴)

T (A) = ش  ود، ب  رآورده (١۴) ن  اب  راب  ری اگ  ر خ  لاص  ه، ط  ور ب  ه

اس  ت. (١٢)− در(١٠) ش  ده ت  ع  ری  ف هم  ان (t١ (A) , t٢ (A) , t٣ (A) , t۴ (A))

(KKT) ش  رای  ط ک  ه ش  ود م  ی ب  اع  ث ف  رض ای  ن گ  ی  ری  م م  ی  ن  ظ  ر در را µ = ٠ دوم: ح  ال  ت

درآی  د، زی  ر ص  ورت ب  ه
٢
٣
t١ +

١
٣
t٢ + pλ١ = K١ (A) ,

١
٣
t١ +

٢
٣
t٢ + qλ١ + µ = K٢ (A) ,

٢
٣
t٢ +

١
٣
t۴ + qλ٢ = K٣ (A) , (KKTC٢)

١
٣
t٢ +

٢
٣
t۴ + pλ٢ = K۴ (A) ,

pt١ + qt٢ = K۵ (A) ,

pt۴ + qt٢ = K۶ (A) .



١۵۶ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

آی  د، م  ی  ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه (KKTC٢) م  ع  ادلات خ  ط  ی س  ی  س  ت  م ح  ل

t١ (A) =
٣
٢
q٢

Q
K١ (A)−

٣
٢

pq
Q
K٢ (A)−

١
٢
−٢q + p

Q
K۵ (A) , (١۵)

t٢ (A) = −
٣
٢

pq
Q
K١ (A) +

٣
٢
p٢

Q
K٢ (A) +

١
٢
−p+ ٢q

Q
K۵ (A) , (١۶)

t٣ (A) =
٣
٢
p٢

Q
K٣ (A)−

٣
٢

pq
Q
K۴ (A)−

١
٢
−p+ ٢q

Q
K۶ (A) , (١٧)

t۴ (A) = −
٣
٢

pq
Q
K٣ (A) +

٣
٢
q٢

Q
K۴ (A)−

١
٢
−٢p+ q

Q
K۶ (A) , (١٨)

λ١ (A) = −
١
٢
−٢p+ q

Q
K١ (A) +

١
٢
−p+ ٢q

Q
K٢ (A)−

١
٢

١
Q
K۵ (A) ,

λ٢ (A) =
١
٢
−p+ ٢q

Q
K٣ (A)−

١
٢
−٢p+ q

Q
K۴ (A)−

١
٢

١
Q
K۶ (A) ,

ج  واب آن  گ  اه ب  اش  د، ( q = ب  ن  اب  رای  ن١ (و p = اگ  ر٠ ک  ه ش  ود اش  اره اس  ت لازم ای  ن  ج  ا در

و ع  ب  اس  ب  ن  دی ج  واب ب  ا اس  ت آم  ده ب  دس  ت (١٨) − (١۵) از ک  ه t∗ = (t١, t٢, t٣, t۴)

دارد. م  ط  اب  ق  ت f (α) = ١ وزن دار ت  اب  ع ب  ا ح  ج  ری[۴]

آم  ده ب  دس  ت (١٨)− (١۵) از ک  ه t∗ = (t١, t٢, t٣, t۴) ث  اب  ت ن  ق  ط  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ادع  ا م  ا

م  ی ش  ود. ت  ای  ی  د زی  ر ل  م ت  وس  ط ک  ه اس  ت (P ) م  س  ال  ه م  ی  ن  ی  م  م اس  ت

p − SC پ  ای  ای ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر T (A) = (t١, t٢, t٣, t۴) ک  ن  ی  د ف  رض ل  م٣- ١-

و اول ح  ال  ت ب  رای (١٢) − (١٠) از آم  ده ب  دس  ت ت  رت  ی  ب ب  ه ti (i = ١, . . . , ک  ه(۴ ب  اش  د

اس  ت. (P ) م  س  ال  ه م  ی  ن  ی  م  م T (A) آن  گ  اه ب  اش  د. دوم ح  ال  ت ب  رای (١٨)− (١۵)

لاگ  ران  ژ ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا و (P ) م  س  ال  ه م  ج  دد ب  ررس  ی ب  ا اث  ب  ات:

L (t, λ, µ) = f (t) + λh (t) + µg (t)

اس  ت، ش  ده م  ش  ت  ق زی  ر ص  ورت ب  ه هس  ی  ن م  ات  ری  س م  ی ش  ود م  ش  اهده

H
(
= D٢L

)
=

H١ ٠

٠ H١

 H١ هک  =

٢
٣

١
٣

١
٣

٢
٣

 .



هم  ت  ی ن. و ن  ی  ا ف  رهادی ب. ١۵٧

ش  رط رو ای  ن از اس  ت. م  ث  ب  ت (t١, t٢, t٣, t۴) ن  ق  ط  ه در Hهس  ی  ن م  ات  ری  س ای  ن، ب  ر ع  لاوه

م  ی رس  ان  د. ح  داق  ل ب  ه را (P ) م  س  ال  ه T (A) و اس  ت ب  رق  رار دوم م  رت  ب  ه ک  اف  ی

م  ع  ی  ارهای ب  رخ  ی پ  ی  ش  ن  هادی، ت  ق  ری  ب روش ارزی  اب  ی ب  رای ب  خ  ش، ای  ن در ها وی  ژگ  ی  -۴

وی  ژگ  ی از ب  رخ  ی دارای م  ا ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان و ک  رده ب  ررس  ی را ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه

اس  ت. در[١۵] ش  ده ذک  ر ن  ظ  ر م  ورد  های

ش  ود. س  اده ت  ر ب  ع  دی ق  ض  ای  ای اث  ب  ات ت  ا ک  ن  ی  م م  ی  ب  ی  ان را زی  ر ل  م ادام  ه، از ق  ب  ل

(i = ١, ٢, . . . , ۶)Ki (A) و اس  ت ف  ازی ع  دد ی  ک ،A ∈ F (R) ک  ن  ی  د ف  رض ل  م۴- ١-

داری  م، i = ١, ٢, . . . , ۶ ب  رای آن گ  اه ب  اش  د (٢٠)− (١۵) در ش  ده م  ع  رف  ی

Ki (A+ z) = Ki (A) + z, ∀ z ∈ R, (١٩)

Ki (kA) = kKi (A) , ∀ k ∈ R, (٢٠)

ب  رای م  ی آی  د. ب  دس  ت ان  ت  گ  رال از م  س  ت  ق  ی  م ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه از اث  ب  ات اث  ب  ات:

ت  رت  ی  ب ب  ه (kA)α و (A+ z)α α-ب  رش های م  ج  م  وع  ه ، z ∈ R و A ∈ F (R) هر

(۴) ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه هس  ت  ن  د. [kAL (α) , kAU (α)] و [AL (α) + z , AU (α) + z]

داری  م،

K١ (A+ z) = −٢
∫ ١

٠
α (AL (α) + z ) dα+ ٢

∫ ١

٠
(AL (α) + z ) dα

= K١ (A)−−٢
∫ ١

٠
αzdα+ ٢

∫ ١

٠
zdα = K١ (A) + z, ∀ z ∈ R,

K١ (kA) = −٢
∫ ١

٠
α (kAL (α) ) dα+ ٢

∫ ١

٠
(kAL (α) ) dα

= kK١ (A) , ∀ k ∈ R,

ت  وان م  ی  و م  ی ش  ود ان  ج  ام م  ش  اب  ه ب  ط  ور م  ح  اس  ب  ات ن  ی  ز (i = ٢, . . . , ۶) Ki ب  رای

م  ث  ل  ث  ی اول ح  ال  ت در T (A) ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ک  رد. ت  ای  ی  د را (٢٠) و (١٩) ن  ت  ای  ج خ  ص  وص  ی  ات



١۵٨ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

ش  ود. ارزی  اب  ی ب  ع  دی ق  ض  ی  ه در ب  ای  د هم  ان  ی م  ع  ی  ار ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ذوزن  ق  ه ای دوم ح  ال  ت در و

اول ح  ال  ت در م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ی  ک A ∈ F T (R) اگ  ر هم  ان  ی) (وی  ژگ  ی ق  ض  ی  ه۴- ١-

اس  ت. T (A) = A آن گ  اه دوم)، ح  ال  ت در ذوزن  ق  ه ای ف  ازی ع  دد ی  ک ی  ا ) ب  اش  د

از ب  اش  د. م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ی  ک A = (a١, a٢, a٣) ک  ن  ی  د ف  رض اول. ح  ال  ت اث  ب  ات:

از هس  ت  ن  د. AU (α) = a٣ − (a٣ − a٢)α و AL (α) = a١ + (a٢ − a١)α ای  ن رو،

داری  م، م  ح  اس  ب  ه چ  ن  د از ب  ع  د و (٩)− (۴)

K١ (A)=
٢
٣
a١ +

١
٣
a٢,

K٢ (A)=
١
٣
a١ +

٢
٣
a٢,

K٣ (A)=
٢
٣
a٢ +

١
٣
a٣,

K۴ (A)=
١
٣
a٢ +

٢
٣
a٣,

K۶ (A)=pa٣ + qa٢.

آوری  م، م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه را (١٠) ف  رم ب  ن  اب  رای  ن،

t١ (A) =
٣

۴

q٢

Q

( ٢

٣
a١ +

١

٣
a٢

)
−

٣

۴

pq
Q

( ١

٣
a١ +

٢

٣
a٢

)
−

٣

۴

pq
Q

( ٢

٣
a٢ +

١

٣
a٣

)

+
٣

۴

q٢

Q

( ١

٣
a٢ +

٢

٣
a٣

)
+

١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
(pa١ + qa٢) −

١

۴

p

q

٢q − p

Q
(pa٣ + qa٢) ,

=

(
٣

۴

q٢

Q

٢

٣
−

٣

۴

pq
Q

١

٣
+

١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
p

)
a١

+

(
٣

۴

q٢

Q

١

٣
−

٣

۴

pq
Q

٢

٣
−

٣

۴

pq
Q

٢

٣
+

٣

۴

q٢

Q

١

٣
+

١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
q −

١

۴

q

p

٢q − p

Q
q

)
a٢

+

(
−

٣

۴

pq
Q

١

٣
+

٣

۴

q٢

Q

٢

٣
−

١

۴

q

p

٢q − p

Q
p

)
a٣

=
١

۴Q

(
۴
(
q

٢ − pq + p
٢
))

a١ +
q

۴Q

(
q − ٢p − ٢p + q +

١

p

(
٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

)
−

q

p
(٢q − p)

)
a٢

+
q

۴Q

(
−p + ٢q −

١

p
(٢q − p)

)
a٣

= a١.



هم  ت  ی ن. و ن  ی  ا ف  رهادی ب. ١۵٩

داش  ت، خ  واهی  م م  ش  اب  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

t٢ (A) = a٢, t٣ (A) = a٣.

اس  ت. T (A) = (a١, a٢, a٣) = A ب  ن  اب  رای  ن

از ب  اش  د. ای ذوزن  ق  ه  ف  ازی ع  دد ی  ک A = (a١, a٢, a٣, a۴) ک  ن  ی  د ف  رض دوم. ح  ال  ت

از هس  ت  ن  د. AU (α) = a۴ − (a۴ − a٣)α و AL (α) = a١ + (a٢ − a١)α رو، ای  ن 

داری  م، م  ح  اس  ب  ه چ  ن  د از ب  ع  د و (٩)− (۴)

K١ (A)=
٢
٣
a١ +

١
٣
a٢,

K٢ (A)=
١
٣
a١ +

٢
٣
a٢,

K٣ (A)=
٢
٣
a٣ +

١
٣
a۴,

K۴ (A)=
١
٣
a٣ +

٢
٣
a۴,

K۵ (A)=pa١ + qa٢,

K۶ (A)=pa٣ + qa٢.

آوری  م، م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه را (١۵) ف  رم ب  ن  اب  رای  ن،

t١ (A) =
٣
۴
q٢

Q

(
٢
٣
a١ +

١
٣
a٢

)
− ٣

۴
pq
Q

(
١
٣
a١ +

٢
٣
a٢

)
− ١

٢
−٢p− q

Q
(pa١ + qa٢)

=

(
q٢

Q
− ١

٢
pq
Q
− ١

٢
−٢p− q

Q
p

)
a١ +

(
١
٢
q٢

Q
− pq
Q
− ١

٢
−٢p+ q

Q
q

)
a٢

=

(
٢q٢ − pq + ٢p٢ − pq

٢Q

)
a١ +

(
q٢ − ٢pq + ٢pq − q٢

٢Q

)
a٢ = a١

داش  ت، خ  واهی  م م  ش  اب  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

t٢ (A) = a٢, t٣ (A) = a٣ , t۴ (A) = a۴



١۶٠ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

اس  ت. T (A) = (a١, a٢, a٣, a۴) = A ب  ن  اب  رای  ن

پ  ای  ای ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک T هس  ت  ه)) (ی  ا پ  ش  ت  ی  ب  ان پ  ای  ای  ی ق  ض  ی  ه۴- ٢-(وی  ژگ  ی

م  ی دارد. ن  گ  ه ث  اب  ت را هس  ت  ه) (ی  ا پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ازه ک  ه P-SCاس  ت

ع  دد ی  ک A = (â١, â٢, â٣, â۴)lArA
اگ  ر زی  را اس  ت، واض  ح ب  س  ی  ار اث  ب  ات اث  ب  ات:

ب  اش  د، دل  خ  واه ف  ازی

T (A) = (t١, â٢, â٣, t۴) آن  گ  اه ب  اش  د، ( q = ب  ن  اب  رای  ن١ (و p = ٠ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض (i)

ک  ه، دهد م  ی  ن  ش  ان ای  ن اس  ت.

core (T (A)) = T (A)٠ = [â٢, â٣] = A٠ = core (A) ,

T (A) = (â١, t٢, t٣, â۴)آن  گ  اه ب  اش  د، ( q = ب  ن  اب  رای  ن٠ (و p = ١ ک  ن  ی  م م  ی  ف  رض (ii)

ک  ه، دهد م  ی  ن  ش  ان ای  ن اس  ت.

supp (T (A)) = T (A)١ = [â١, â۴] = A١ = supp (A) .

در ک  ه اس  ت P-SC پ  ای  ای ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک T ان  ت  ق  ال) پ  ای  ای  ی (وی  ژگ  ی ق  ض  ی  ه۴- ٣-

داری  م، A ∈ F (R) هر ب  رای ی  ع  ن  ی م  ی م  ان  د. ث  اب  ت ان  ت  ق  ال

T (A+ z) = T (A) + z, ∀ z ∈ R.



هم  ت  ی ن. و ن  ی  ا ف  رهادی ب. ١۶١

ک  ه، م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ١ -۴ ل  م و (١٠) از اث  ب  ات:

t١ (A + z) =
٣

۴

q٢

Q
K١ (A + z) −

٣

۴

pq
Q

K٢ (A + z) −
٣

۴

pq
Q

K٣ (A + z) +
٣

۴

q٢

Q
K۴ (A + z)

+
١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K۵ (A + z) −

١

۴

p

q

٢q − p

Q
K۶ (A + z) ,

=
٣

۴

q٢

Q
(K١ (A) + z) −

٣

۴

pq
Q

(K٢ (A) + z) −
٣

۴

pq
Q

(K٣ (A) + z) +
٣

۴

q٢

Q
(K۴ (A) + z)

+
١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
(K۵ (A) + z) −

١

۴

p

q

٢q − p

Q
(K۶ (A) + z) ,

= t١ (A) +

(
٣

۴

q٢

Q
−

٣

۴

pq
Q

−
٣

۴

pq
Q

+
٣

۴

q٢

Q
+

١

۴

١

p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q

١

۴

p

q

٢q − p

Q

)
z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۶q٢ − ۶pq − ٢q + ۴p

)
z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۴q٢ − ۴pq + ٢q٢ − ٢pq − ٢q + ۴p

)
z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۴q٢ − ۴pq + ٢q (q − ١) − ٢pq + ۴p

)
z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۴q٢ − ۴pq − ٢pq − ٢pq + ۴p

)
z در هک آن (p = ١ − q) z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۴q٢ − ۴pq − ۴p (q − ١)

)
z

= t١ (A) +
١

۴Q

(
۴q٢ − ۴pq + ۴p٢

)
z

= t١ (A) + z.

ک  ه، داد ن  ش  ان م  ی ت  وان راس  ت  ا، هم  ی  ن در

t٢ (A+ z) = t٢ (A) + z, t٣ (A+ z) = t٣ (A) + z.

T (A+ z) = (t١ (A) + z, t٢ (A) + z, t٣ (A) + z) = T (A) + z ب  ن  اب  رای  ن،



١۶٢ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

داش  ت خ  واهی  م ل  م۴- ١ و (١۵) از هم  چ  ن  ی  ن اس  ت.

t١ (A+ z) =
٣
٢
q٢

Q
K١ (A+ z)− ٣

٢
pq
Q
K٢ (A+ z)− ١

٢
−٢q + p

Q
K۵ (A+ z) ,

=
٣
٢
q٢

Q
(K١ (A) + z)− ٣

٢
pq
Q

(K٢ (A) + z)− ١
٢
−٢q + p

Q
(K۵ (A) + z)

= t١ (A) +

(
٣
٢
q٢

Q
− ٣

٢
pq
Q
− ١

٢
−٢p− q

Q

)
z

= t١ (A) +
١

٢Q
(
−٣pq + ٣p٢ − p+ ٢q

)
z

= t١ (A) +
١

٢Q
(

٢Q− ٢Q− ٣pq + ٣p٢ − p+ ٢q
)
z

= t١ (A) +
١

٢Q
(

٢Q+ p٢ − pq− p+ ٢q − ٢q٢) z
= t١ (A) +

١
٢Q

(
٢Q+ p٢ − pq− p+ ٢q (١− q)

)
z

= t١ (A) +
١

٢Q
(

٢Q+ p٢ + pq− p
)
z

= t١ (A) +
١

٢Q
(٢Q+ p (p+ q)− p) z

= t١ (A) + z.

ک  ه، داد ن  ش  ان ت  وان م  ی  راس  ت  ا، هم  ی  ن در

t٢ (A+ z) = t٢ (A)+z, t٣ (A+ z) = t٣ (A)+z, t۴ (A+ z) = t۴ (A)+z

ب  ن  اب  رای  ن،

(T (A+ z) = (t١ (A) + z, t٢ (A) + z, t٣ (A) + z, t۴ (A) + z) = T (A) + z

م  ی ش  ود. ک  ام  ل اث  ب  ات و

ک  ه اس  ت P-SC پ  ای  ای ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک T م  ق  ی  اس) پ  ای  ای  ی (وی  ژگ  ی ق  ض  ی  ه۴- ۴-

داری  م، A ∈ F (R) هر ب  رای ی  ع  ن  ی م  ی م  ان  د. ث  اب  ت م  ق  ی  اس آن در

T (kz) = kT (A) , ∀ k ∈ R− {٠} .



هم  ت  ی ن. و ن  ی  ا ف  رهادی ب. ١۶٣

ک  ه، ش  ود م  ی  ن  ت  ی  ج  ه ١ -۴ ل  م و (١٠) از اث  ب  ات:

t١ (kA) =
٣
۴
q٢

Q
K١ (kA)− ٣

۴
pq
Q
K٢ (kA)− ٣

۴
pq
Q
K٣ (kA) +

٣
۴
q٢

Q
K۴ (kA)

+
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
K۵ (kA)− ١

۴
p

q

٢q − p
Q

K۶ (kA)

=
٣
۴
q٢

Q
(K k١ (A))−

٣
۴

pq
Q

(K k٢ (A))−
٣
۴

pq
Q

(K k٣ (A)) +
٣
۴
q٢

Q
(K k۴ (A))

+
١
۴

١
p

٢q٢ − ٣pq + ۴p٢

Q
(K k۵ (A))−

١
۴
p

q

٢q − p
Q

(K k۶ (A))

= kt١ (A) .

داری  م، ب  الا م  ش  اب  ه روش ان  ج  ام ب  ا

t٢ (kA) = kt٢ (A) , t٣ (kA) = kt٣ (A) .

ب  ن  اب  رای  ن،

T (kA) = (kt١ (A) , kt٢ (A) , kt ٣ (A)) = kT (A) .

ک  ه، م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ١ -۴ ل  م و (١۵) از

t١ (kA) =
٣
٢
q٢

Q
K١ (kA)− ٣

٢
pq
Q
K٢ (kA)− ١

٢
−٢q + p

Q
K۵ (kA) ,

=
٣
٢
q٢

Q
(kK١ (A))−

٣
٢

pq
Q

(kK٢ (A))−
١
٢
−٢q + p

Q
(kK۵ (A))

= kt١ (A) .

ک  ه، داد ن  ش  ان ت  وان م  ی راس  ت  ا، هم  ی  ن در

t٢ (kA) = kt٢ (A) , t٣ (kA) = kt٣ (A) , t۴ (kA) = kt۴ (A) .



١۶۴ هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ت  وام ت  رک  ی  ب ب  رح  ف  ظ م  ب  ت  ن  ی ف  ازی اع  داد ت  ق  ری  ب

ب  ن  اب  رای  ن،

T (kA) = (kt١ (A) , kt٢ (A) , kt ٣ (A) , kt ۴ (A)) = kT (A) .

P-SCم  ت  ق  ارن پ  ای  ای ت  ق  ری  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک T ت  ق  ارن) (وی  ژگ  ی گ  ی  ری۴- ١- ن  ت  ی  ج  ه 

، دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه اس  ت.

T (−A) = −T (A)

اس  ت. ب  دی  هی اث  ب  ات ۴ -۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا و k = −١ دادن ق  رار ب  ا اث  ب  ات:

ع  ددی م  ث  ال  های -۵

دو ک  ردی  م، م  ع  رف  ی ب  خ  ش٣ در ک  ه خ  ود ت  ق  ری  ب ف  رای  ن  د دادن ن  ش  ان ب  رای ب  خ  ش ای  ن در

گ  ی  ری  م. م  ی  ن  ظ  ر در [٢۴]را، ی  ه ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه ع  ددی م  ث  ال

و ع  ب  اس  ب  ن  دی [٢۴]و ی  ه وزن  ی ت  ق  ری  ب روش ب  ا م  ا روش م  ق  ای  س  ه ب  رای م  ث  ال۵- ١-

را A ای  ن  ج  ا در اس  ت، ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در f (α) = α وزن دار ت  اب  ع آن در ک  ه ح  ج  ری[۴]،

−ب  رش αب  ا

Aα =
[
−١ +

√
α, ١− α٢]

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در

اس  ت. زی  ر ش  رح ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه ح  ج  ری و ع  ب  اس  ب  ن  دی و ی  ه روش ب  ا آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج

TY (A) = (−٠/۶٢٨۵, ٠/ ٠٢٨۵, ٠/١٠٠٠, ١/٣٠٠٠ )

TA (A) = (−٠/۶٢٨۵, ٠/٠٠٠٠, ١/٢۵٠٠ ) .

ک  ه، م  ی ش  ود م  ش  اهده

∫ ١

٠
(q − α) (AU (α)−AL (α)) dα = q − ٧

٢٠
,

١
۶

٢q − p
p٢ (p |supp (A)|+ q |core (A)|) = q − ١

٣
.
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دوم ح  ال  ت واس  ط  ه ب  ه ف  ق  ط T (A) ب  ن  اب  رای  ن ش  ود، ن  م  ی  ب  رآورده (١۴) ش  رط ک  ه اس  ت ب  دی  هی

م  ی ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن

ت  ق  ری  ب های p = ٠/٠, ٠/١, ٠/٢, . . . , ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و م  ا روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

ای  م، داده ن  ش  ان ١ ج  دول در ک  ه آوری  م م  ی ب  دس  ت را P − SC

١ -۵ م  ث  ال ن  ت  ای  ج :١ ج  دول

p t١ t٢ t٣ t۴
٠/٠٠٠٠ - ٠/٧٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ١/٢۵٠٠
٠/١٠٠٠ - ٠/۶٩١٨ - ٠/٠٣۴٢ - ٠/٠٢٧۴ ١/٢۴۶۶
٠/٢٠٠٠ - ٠/۶٩٢٣ - ٠/٠٧۶٩ - ٠/٠۵٧٧ ١/٢٣٠٨
٠/٣٠٠٠ - ٠/٧١۶٢ - ٠/١٢١۶ - ٠/٠٨١١ ١/١٨٩٢
٠/۴٠٠٠ - ٠/٧٨۵٧ - ٠/١۴٢٩ - ٠/٠٧١۴ ١/١٠٧١
٠/۵٠٠٠ - ٠/٩٠٠٠ - ١/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ١/٠٠٠٠
٠/۶٠٠٠ - ١/٠٠٠٠ - ٠/٠٠٠٠ ٠/١٠٧١ ٠/٩٢٨۶
٠/٧٠٠٠ - ٠/٠۴٠۵ ٠/٠٩۴۶ ٠/١٨٩٢ ٠/٩١٨٩
٠/٨٠٠٠ - ٠/٠٣٨۵ ٠/١۵٣٨ ٠/٢٣٠٨ ٠/٩۴٢٣
٠/٩٠٠٠ - ٠/٠٢٠۵ ٠/١٨۴٩ ٠/٢۴۶۶ ٠/٩٧٢۶
١/٠٠٠٠ - ١/٠٠٠٠ ٠/٢٠٠٠ ٠/٢۵٠٠ ١/٠٠٠٠

داده ای  م، ن  ش  ان ج  دول در ک  ه م  ی آوری  م ب  دس  ت را

ب  ه ح  ج  ری[۴]، و ع  ب  اس  ب  ن  دی و [٢۴] ی  ه ن  ت  ی  ج  ه و p = ٠ ب  رای م  ا ن  ت  ی  ج  ه ب  ی  ن ک  ه ت  ف  اوت  ی

و ی  ه روش در ک  ه ح  ال  ی در اس  ت (ی  ک  ه) واح  د م  ا روش در ک  ه اس  ت f (α)وزن دار ت  اب  ع دل  ی  ل

اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در f (α) = α ع  ن  وان ب  ه ح  ج  ری و ع  ب  اس  ب  ن  دی

ن  ظ  رم  ی گ  ی  ری  م. در را Bα = [−١ +
√
α, ٠ ] ب  رش −α ب  ا B ∈ F (R) -٢ -۵ م  ث  ال

اس  ت، زی  ر ب  ه ص  ورت ت  رت  ی  ب ب  ه ح  ج  ری و ع  ب  اس  ب  ن  دی و ی  ه از آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج

TY (B) = (−٠/۶٣۵٧, ٠/ ٠٠٧١, ٠/ ٠٠٧١)

TA (B) = (−٠/۶٢٨۵, ٠/٠٠٠٠, ٠/٠٠٠٠ ) .

ک  ه، م  ی ش  ود م  ش  اهده

∫ ١

٠
(q − α) (BU (α)−BL (α)) dα =

١
٣
q − ١

١٠
,
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١
۶

٢q − p
p٢ (p |supp (B)|+ q |core (B)|) = ١

٢
q − ١

۶
.

ای  ن اس  ت. ب  رق  رار (٠ ≤ p ≤ ٠/۶ ب  رای (ی  ا q < ۶
١۵ ب  رای ف  ق  ط ش  رط(١۴) رو ای  ن از

اول ح  ال  ت ط  ب  ق و ٠ ≤ p ≤ ٠/۶ ب  رای دوم ح  ال  ت ط  ب  ق ب  ای  د T (B) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دان

ش  ده م  ش  خ  ص ج  دول٢ در ک  ه Bاز آم  ده ب  دس  ت P-SC ت  ق  ری  ب های ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن p>٠ ب  رای

اس  ت،

٢ -۵ م  ث  ال ن  ت  ای  ج :٢ ج  دول

p t١ t٢ t٣ t۴
٠/٠٠٠٠ - ٠/٧٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/١٠٠٠ - ٠/۶٩١٨ - ٠/٠٣۴٢ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/٢٠٠٠ - ٠/۶٩٢٣ - ٠/٠٧۶٩ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/٣٠٠٠ - ٠/٧١۶٢ - ٠/١٢١۶ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/۴٠٠٠ - ٠/٧٨۵٧ - ٠/١۴٢٩ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/۵٠٠٠ - ٠/٩٠٠٠ - ١/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/۶٠٠٠ - ١/٠٠٠٠ - ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠ ٠/٠٠٠٠
٠/٧٠٠٠ * * * *
٠/٨٠٠٠ * * * *
٠/٩٠٠٠ * * * *
١/٠٠٠٠ * * * *

۶-ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری

ای ذوزن  ق  ه ب  ا ف  ازی ع  دد ی  ک ت  ق  ری  ب ب  رای ج  دی  دی روش پ  ی  ش  ن  هاد م  ق  ال  ه ای  ن در م  ا هدف

وی  ژگ  ی  از ی  ک  ی ب  م  ان  د. ب  اق  ی ت  غ  ی  ی  ر ب  دون هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ازه م  ح  دب ت  رک  ی  ب ک  ه ب  ط  وری  ب  ود

ف  ازی اع  داد از دن  ب  ال  ه ای ت  ول  ی  د ب  رای آن ذات  ی گ  رای  ش در پ  ی  ش  ن  هادی ع  م  ل  گ  ر ج  ذاب های

هم  چ  ن  ی  ن ک  ن  د. م  ی  ح  ف  ظ را هس  ت  ه و پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ازه های از م  ح  دب ت  رک  ی  ب ک  ه اس  ت ت  ق  ری  ب  ی

را اط  م  ی  ن  ان ای  ن م  ا ب  ه P-SCآن  ها ب  ازه ح  ف  ظ اس  اس ب  ر ف  ازی اع  داد ای ذوزن  ق  ه  ت  ق  ری  ب ای  ده

ی  ا پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ازه ف  ق  ط ک  ه اس  ت های  ی ت  ق  ری  ب  آن گ  س  ت  رش آم  ده، دس  ت ب  ه  ت  ق  ری  ب ک  ه م  ی دهد

ک  ن  ن  د. م  ی  ح  ف  ظ را هس  ت  ه ب  ازه ف  ق  ط
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