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م  ق  دم  ه ١

ک  ش  ور های ری  اض  ی ک  ن  گ  ره هش  ت  م  ی  ن در ف  ران  س  وی١ ری  اض  ی  دان م  ارت  ی ،١٩٣۴ س  ال در

گ  روه ی  ک م  ف  هوم از ت  ع  م  ی  م  ی ب  ع  ن  وان را، اب  رگ  روه ی  ک م  ف  هوم ب  ار ن  خ  س  ت  ی  ن ب  رای اس  ک  ان  دی  ن  اوی،

ج  ب  ر از م  خ  ت  ل  ف  ی ب  خ  ش های در را آن و ک  رد ت  ش  ری  ح را آن خ  واص از ب  رخ  ی و ک  رد م  ع  رف  ی

م  ی ت  وان  ی  م ب  ن  اب  رای  ن .[١٨] ب  رد ب  ک  ار ن  اج  اب  ج  ای  ی گ  روه هاي و گ  وی  ا ت  واب  ع ج  ب  ري، ت  واب  ع هم  چ  ون

در ن  ظ  ری  ه ای  ن ک  ن  ی  م. م  ح  س  وب ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه پ  ی  دای  ش س  ال را ١٩٣۴ س  ال

از اس  ت  ف  اده ب  ا هن  دس  ه در آن م  خ  ت  ل  ف ک  ارب  ردهاي و گ  روه ها ب  ی  ن ارت  ب  اط ب  ررس  ی ب  رای اب  ت  دا

از و ی  اف  ت زی  ادی گ  س  ت  رش های و ت  ع  م  ی  م ها ب  ع  دها ول  ی ش  د گ  رف  ت  ه ک  ار ب  ه اب  رگ  روه ها م  ف  هوم

در .([١٠] ب  ه ش  ود رج  وع ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات (ب  رای گ  رف  ت ق  رار ت  وج  ه م  ورد هم ک  ارب  رد ن  ظ  ر

م  ورد و م  ع  رف  ی را دوت  ای  ی راب  ط  ه های و گ  راف ها ب  ه واب  س  ت  ه اب  رگ  روه های روزن  ب  رگ٢ ادام  ه

ی  ک روی اس  اس  ی راب  ط  ه ف  ران  س  وی ری  اض  ی  دان ٣ ک  وس  ک  اس هم  چ  ن  ی  ن ،[٢٠] داد ق  رار م  ط  ال  ع  ه

راب  ط  ه ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت اب  رگ  روه ی  ک ق  س  م  ت  ی خ  ارج ف  ض  ای ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد، م  ع  رف  ی را اب  رگ  روه

ن  ی  ز ای  ران در اس  ت. هم ارزی راب  ط  ه ک  وچ  ک  ت  ری  ن خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ا راب  ط  ه ای  ن و ب  وده گ  روه ی  ک

ن  ظ  ری  ه در س  ال  ها ای  ن ط  ی [١] ع  ام  ری رض  ا و [١٢] دواز ب  ی  ژن هم  چ  ون ب  س  ی  اری م  ح  ق  ق  ی  ن

ن  م  وده ای  ف  ا چ  ش  م  گ  ی  ری ن  ق  ش آن ت  وس  ع  ه و ب  س  ط در و ک  رده ت  ح  ق  ی  ق ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای

م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه دی  گ  ر س  وی از .([١۴ ،٢] ب  ه ش  ود رج  وع ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات (ب  رای ان  د

.[٢۵] ش  د ارائ  ه ١٩۶۵ س  ال در ب  رک  ل  ی دان  ش  گ  اه ت  ب  ار ای  ران  ی اس  ت  اد ع  س  ک  رزاده ت  وس  ط ف  ازی

ب  خ  ش های س  ای  ر ب  ا را ن  ظ  ری  ه ای  ن راب  ط  ه ت  ا داش  ت آن ب  ر را ری  اض  ی  دان  ان ب  رخ  ی ن  ظ  ری  ه، ای  ن

ری  اض  ی  ات زم  ی  ن  ه در م  ق  ال  ه ن  خ  س  ت  ی  ن دهن  د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد م  هن  دس  ی و ری  اض  ی  ات ع  ل  وم

گ  راف م  ع  رف  ی ب  ه آن در ک  ه گ  ردی  د، ارائ  ه ١٩٧١ س  ال در روزن  ف  ل  د۴ ت  وس  ط م  ق  ال  ه ای در ف  ازی

و گ  راف ها م  ف  هوم دو ارت  ب  اط ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ار م  ع  رف  ی از پ  س .[٢١] اس  ت پ  رداخ  ت  ه ف  ازی

راب  ط  ه ک  رس  ی  ن  ی۵، م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه گ  رف  ت، ق  رار ب  س  ی  اری م  ح  ق  ق  ی  ن ت  وج  ه م  ورد اب  رگ  روه ها

در داد[٩]، ن  ش  ان اب  رگ  راف ب  ه واب  س  ت  ه اب  رع  م  ل ت  ع  ری  ف ب  ا را اب  رگ  راف ها و اب  رگ  روه ها ب  ی  ن
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در ک  رد. اش  اره [١٣] دواز ب  ی  ژن ع  ام  ری[٢]و رض  ا ج  م  ل  ه از م  ح  ق  ی  ق  ی ب  ه م  ی ت  وان ن  ی  ز ای  ران

ت  ا اس  ت، ش  ده ای  ج  اد ف  ازی ن  ظ  ری  ه و ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه ب  ی  ن پ  ی  ون  دی اخ  ی  ر س  ال های

ب  ه ش  ود رج  وع ن  م  ون  ه ع  ن  وان (ب  ه ش  ود م  ت  ول  د ف  ازی اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه ب  ن  ام ج  دی  دی م  ف  هوم

ک  م  ک ب  ه (H, ◦) ف  ازی اب  رس  اخ  ت  ار ی  ک ب  ه ک  ه اس  ت آن م  ا هدف ای  ن  ج  ا در .([١٣ ،١٧ ،٢٢]

ای  ن ج  ب  ری خ  واص ادام  ه در و ن  م  ای  ی  م واب  س  ت  ه را گ  راف ی  ک آن، روی ف  ازی اس  اس  ی راب  ط  ه

روی از ب  خ  ص  وص دهی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را آن ب  ه واب  س  ت  ه گ  راف خ  واص و ف  ازی اب  رگ  روه

در آوری  م. ب  دس  ت را اب  ر گ  روه در آن م  ت  ن  اظ  ر ج  ب  ری خ  اص  ی  ت هم  ب  ن  دی، م  ان  ن  د گ  راف  ی خ  واص

را ف  ازی گ  راف ب  ه واب  س  ت  ه ف  ازی اب  رع  م  ل ف  ازی، گ  راف داش  ت  ن ب  ا م  ق  ال  ه دی  گ  ر ب  خ  ش در ادام  ه،

ب  ا ن  های  ت در م  ی پ  ردازی  م. ف  ازی اب  رع  م  ل ای  ن از خ  ص  وص  ی  ت چ  ن  د ب  ررس  ی ب  ه و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

و وی  روس ای  ن ان  ت  ق  ال و ان  ت  ش  ار ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی اب  رع  م  ل ک  رون  ا، وی  روس هم  ه گ  ی  ری ب  ه ت  وج  ه

در پ  ی  ش  ن  هادی ن  ی  ز آخ  ر در م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ف  ازی اب  رس  اخ  ت  ار ک  م  ک ب  ه را آن ان  ت  ش  ار چ  گ  ون  گ  ی

ک  رده ای  م. ب  ی  ان را ١٩ ک  ووی  د وی  روس هم  ه گ  ی  ری چ  گ  ون  گ  ی دادن ن  ش  ان ب  رای ال  گ  وری  ت  م ق  ال  ب

پ  ی  ش  ن  ی  ازها ٢

م  ی ک  ن  ی  م. ی  ادآوری ش  د، خ  واهد اس  ت  ف  اده م  ق  ال  ه ای  ن در ک  ه را ق  ض  ای  ای  ی و ت  ع  اری  ف ب  خ  ش، ای  ن در

ت  م  ام م  ج  م  وع  ه P ∗(H) و ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض [٨] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

روی اب  رع  م  ل ی  ک را ◦ : H ×H −→ P ∗(H) ت  اب  ع هر ب  اش  د، H ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های

م  ی گ  وی  ی  م. اب  رگ  روه واره ی  ک (H, ◦) ب  ه ب  اش  د، H روی اب  رع  م  ل ی  ك ◦ اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م. H

اص  ل ،x, y, z ∈ H هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده اب  رگ  روه ن  ی  م (H, ◦) اب  رگ  روه واره

اب  رگ  روه (H, ◦) اب  رگ  روه ن  ی  م ب  اش  د. ب  رق  رار x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z ی  ع  ن  ی ش  رک  ت پ  ذی  ری

ت  ك  ث  ی  ر (اص  ل a ◦H = H ◦ a = H ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،a ∈ H هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده

م  ول  د). ی  ا

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،x, y ∈ H ت  م  ام ب  رای و ب  اش  د، ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک H اگ  ر [٨] .٢. ٢ م  ث  ال

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ت  ام۶ اب  رگ  روه (H, ◦) آن گ  اه ،x ◦ y = H

Total hypergroup۶
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هم  ان  ی ع  ض  و را e ∈ H ع  ض  و ب  اش  د، اب  رگ  روه واره ی  ک (H, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض [٨] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ،a ∈ H هر ازای ب  ه اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م ی  ک  ان  ی ی  ا

a ∈ a ◦ e ∩ e ◦ a.

ص  ورت ب  ه را H روی βn راب  ط  ه ب  اش  د. اب  رگ  روه واره ی  ک (H, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر

aβnb ⇐⇒ ∃n ∈ N∗, ∃(x١, x٢, · · · , xn) ∈ Hn : a, b ∈
n∏

i=١
xi

ع  ن  اص  ر م  ت  ن  اهی ح  اص  ل ض  رب های ت  م  ام م  ج  م  وع  ه را U ،β راب  ط  ه درت  ع  ری  ف چ  ون

ب  ه ط  وری ک  ه ك  رد، ب  ی  ان β = ∪βn ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را β راب  ط  ه ك  ردی  م، ف  رض H

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ،x, y ∈ H هر و ،n ≥ ٢ هر ب  رای و β١ = {(x, x) : x ∈ H}

xβy ⇔ ∃(a١, a٢, . . . , an) ∈ Hn : {x, y} ⊆
n∏

i=١
ai.

راب  ط  ه م  ت  ع  دی ب  س  ت  ار ن  ی  س  ت. م  ت  ع  دی ک  ل  ی ح  ال  ت در ام  ا اس  ت، م  ت  ق  ارن و ان  ع  ک  اس  ی β راب  ط  ه

م  ی دهی  م. ن  ش  ان β∗ ب  ا βرا

.β∗ = β آن گ  اه ب  اش  د، اب  رگ  روه (H, ◦) اگ  ر [٨] .۵ .٢ ق  ض  ی  ه

x١, x٢, . . . , xn هر ب  رای اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م، m−ک  ام  ل را (H, ◦) اب  رگ  روه ن  ی  م [٨] .۶ .٢ ت  ع  ری  ف

.
m∏
i=١

xi = β(
m∏
i=١

xi) ب  اش  ی  م داش  ت  ه

.βm = β∗ داری  م x ∈ H هر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د، m−ک  ام  ل ،(H, ◦) اگ  ر [٨] .٢. ٧ ق  ض  ی  ه

آن  گ  اه: ،K = H/β∗ و ب  اش  د، m−ک  ام  ل اب  رگ  روه ن  ی  م (H, ◦) اگ  ر [٨] .٢. ٨ ق  ض  ی  ه

βn = β∗ ⇔ K = K ·K.

ن  گ  اش  ت ی  ک S ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک [١٩] .٢. ٩ ت  ع  ری  ف

ب  ه µ ن  گ  اش  ت اس  ت. ١ و ٠ ب  ی  ن ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ب  ازه [٠, ١] آن در ک  ه اس  ت µ : S −→ [٠, ١]

ت  م  ام م  ی دهد. ن  س  ب  ت را ،٠ ≤ µ ≤ ١ ک  ه ،µ(x) ع  ض  وی  ت درج  ه ی  ک S از x ع  ض  و هر

S از ف  ازی ت  وان  ی م  ج  م  وع  ه آن را و م  ی دهی  م ن  م  ای  ش F (S) ب  ا را S از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های

م  ی ن  ام  ی  م.
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م  ی ب  اش  د، µ(x) > ٠ آن ها ب  رای ک  ه S از ن  ق  اط  ی م  ج  م  وع  ه [١٩] .٢. ١٠ ت  ع  ری  ف

ای  ن رو از م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان supp(µ) ن  م  اد ب  ا و م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده S ت  ک  ی  ه گ  اه

.supp(µ) = {x ∈ S|µ(x) > ٠}

ت  رت  ی  ب ب  ه ν و µ هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د، م  ج  م  وع  ه دو S و T ک  ن  ی  د ف  رض [١٩] .٢. ١١ ت  ع  ری  ف

µ ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه از ρ ف  ازی راب  ط  ه ی  ک ب  اش  ن  د. T و S از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های

هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت S × T از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ،ν ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ب  ه

راب  ط  ه در ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ب  اش  د. ب  رق  رار ρ(x, y) ≤ µ(x) ∧ ν(y) راب  ط  ه ،x ∈ S, y ∈ T

ن  ی  س  ت. ب  زرگ  ت  ر اش م  ؤل  ف  ه هر ع  ض  وی  ت درج  ه از م  رت  ب، زوج هر ع  ض  وی  ت درج  ه ρ ف  ازی

زی  رم  ج  م  وع  ه از ف  ازی راب  ط  ه ی  ک ρ : S × T → [٠, ١] ک  ن  ی  د ف  رض [١٩] .٢. ١٢ ت  ع  ری  ف

راب  ط  ه ی  ک ϖ : T × U → [٠, ١] و ب  اش  د T از ν ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ب  ه S از µ ف  ازی

در ب  اش  د. U از ξ ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ب  ه T از ν ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک از ف  ازی

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ρ ◦ϖ : S ×U → [٠, ١] ی  ع  ن  ی آن  ها ت  رک  ی  ب ای  ن ص  ورت

∀x ∈ S, z ∈ U, ρ ◦ϖ(x, z) = ∨{ρ(x, y) ∧ϖ(y, z)|y ∈ T},

را ρk ن  م  اد و ρ ◦ ρ ت  رک  ی  ب ن  م  ای  ش ب  رای را ρ٢ ن  م  اد م  ی ن  ام  ی  م. ϖ ب  ا ρ ت  رک  ی  ب را ρ ◦ϖ

ب  رای را ρ∞ هم  چ  ن  ی  ن م  ی ب  ری  م. ب  ک  ار ،k > ١ ع  دد هر ب  رای ρk−١ ◦ ρ ت  رک  ی  ب ن  م  ای  ش ب  رای

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ρ∞ = ∨{ρk(x, y)|k = ١, ٢, · · · } ب  ه ص  ورت ،S ع  ض  و y و x هر

ای  ن ص  ورت: در ب  اش  ن  د، S از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه دو ν و µ ک  ن  ی  د ف  رض [١٩] .٢. ١٣ ت  ع  ری  ف

(١) ∀x ∈ S, (µ ∪ ν)(x) = µ(x) ∨ ν(x)

(٢) ∀x ∈ S, (µ ∩ ν)(x) = µ(x) ∧ ν(x).

هم  ه م  ج  م  وع  ه F (S) و ن  ات  هی، م  ج  م  وع  ه ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض [٢٢] .١۴ .٢ ت  ع  ری  ف

ص  ورت: ب  ه ن  گ  اش  ت  ی ،S م  ج  م  وع  ه روی ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل م  ی ب  اش  د. S ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های

◦ : S × S → F (S)
(a, b) 7→ a ◦ b

ب  ا وآن را م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک ◦ اب  رع  م  ل ای  ن هم  راه ب  ه S م  ج  م  وع  ه م  ی ب  اش  د.

م  ی دهن  د. ن  ش  ان (S, ◦)
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ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ف  ازی اب  رگ  روه ن  ی  م (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه واره [٢٢] .١۵ .٢ ت  ع  ری  ف

هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د، ب  رق  رار (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) راب  ط  ه ،a, b, c ∈ S هر

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه r ∈ S و S از µ ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه

(a ◦ µ)(r) =


∨
t∈S

((a ◦ t)(r) ∧ µ(t)) µ 6= ٠

٠, µ = ٠

و

(µ ◦ a)(r) =


∨
t∈S

(µ(t) ∧ (t ◦ a)(r)) µ 6= ٠

٠, µ = ٠
.

(S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه واره از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه دو µ و ν ک  ن  ی  د ف  رض [٢٢] .١۶ .٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را µ ◦ ν ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.

(µ ◦ ν)(t) =
∨

p,q∈S
(µ(p) ∧ (poq)(t) ∧ ν(q)), ∀t ∈ S.

x هر ب  رای اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م ف  ازی اب  رگ  روه را (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه ن  ی  م [٢٢] .٢. ١٧ ت  ع  ری  ف

اس  ت. S م  ش  خ  ص  ه ت  اب  ع χS ب  ه ط  وری ک  ه ،x ◦ S = S ◦ x = χS ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،S ع  ض  و

ب  ه a, b هر ب  رای S م  ج  م  وع  ه روی ◦ ف  ازی ع  م  ل اب  ر ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض [٢٢] .٢. ١٨ م  ث  ال

{a, b} م  ج  م  وع  ه م  ش  خ  ص  ه ت  اب  ع χ{a,b} ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف a ◦ b = χ{a,b} ص  ورت

م  ی ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) ای  ن ص  ورت در م  ی ب  اش  د.

داری  م: a, b, c ∈ S هر ب  رای اث  ب  ات.

((a ◦ b) ◦ c)(t) = (χ{a,b} ◦ c)(t) =
∨
r∈S

(χ{a,b}(r) ∧ (r ◦ c)(t))

=


(r ◦ c)(t) r ∈ {a, b}

٠ r /∈ {a, b}

=


χ{r,c}(t) r ∈ {a, b}

٠ r /∈ {a, b}
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=


١ t ∈ {a, b, c}

٠ t /∈ {a, b, c}

: ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان م  ش  اب  ه روش ب  ه

(a ◦ (b ◦ c))(t) =


١ t ∈ {a, b, c}

٠ t /∈ {a, b, c}

،t ∈ S هر ب  رای هم  چ  ن  ی  ن .(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) ن  ت  ی  ج  ه در

(S ◦ a)(t) =
∨
x∈S

(x ◦ a)(t) =
∨
x∈S

χ{x,a}(t) = ١ = χS(t)

م  ی ت  وان م  ش  اب  ه روش ب  ه .S ◦ a = χS داری  م a ∈ S هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

□ م  ی ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه (S, ◦) ن  ت  ی  ج  ه در داد. ن  ش  ان را a ◦ S = χS

ن  گ  اش  ت ب  اش  ن  د. ف  ازی اب  رگ  روه ن  ی  م دو (T, ◦) و (S, ∗) ک  ن  ی  د ف  رض [٣] .٢. ١٩ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه a, b ∈ S هر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م، ف  ازی هم  ری  خ  ت  ی را ϕ = S → T

ϕ(a ∗ b) ≤ ϕ(a) ◦ ϕ(b).

ب  اش  د، ب  رق  رار ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b) راب  ط  ه ،a, b ∈ S هر ب  رای اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن

اس  ت. ٧ ف  ازی خ  وب هم  ری  خ  ت  ی ،ϕ درای  ن ص  ورت

α راب  ط  ه در ای  ن ص  ورت ب  اش  د. ف  ازی اب  ر گ  روه ن  ی  م ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض [٣] .٢. ٢٠ ت  ع  ری  ف

و ،α١ = {(x, x)|x ∈ S} آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف α =
∪
n⩾١

αn ص  ورت ب  ه را S روی

داری  م: (a, b) ∈ S٢ و n > ١ هر ب  رای

aαnb ⇐⇒ ∃ x١, . . . , xn ∈ S(n ∈ N) : (x١◦. . .◦xn)(a) > ٠& (x١◦. . .◦xn)(b) > ٠.

ن  ظ  ر در α م  ت  ع  دی ب  س  ت  ار ع  ن  وان ب  ه را α∗ اگ  ر اس  ت. ن  ی  ز ب  ازت  اب  ی و م  ت  ق  ارن α ک  ه اس  ت ب  دی  هی

م  ی ب  اش  د. S روی هم ارزی راب  ط  ه ی  ک α∗ ب  گ  ی  ری  م،
Fuzzy good homomorphism٧
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(S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه روی هم ارزی راب  ط  ه ک  وچ  ک ت  ری  ن α∗ راب  ط  ه [١١] .٢. ٢١ ق  ض  ی  ه

اس  ت. گ  روه ی  ک S∗ = S/α∗ ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ب  اش  د

اس  ت. (S, ◦) ف  ازی اب  ر گ  روه ن  ی  م در اس  اس  ی راب  ط  ه ،α∗ راب  ط  ه [٣] .٢. ٢٢ ق  ض  ی  ه

ق  ل  ب٨ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، ن  گ  اش  ت ی  ک ϕ : S → S/α∗ ک  ن  ی  د ف  رض [١١] .٢. ٢٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ωS = ϕ−١(١S/α∗) ص  ورت ب  ه و م  ی دهی  م ن  ش  ان ωS ن  م  اد ب  ا را S

ت  ک ωS اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م ف  ازی ١−اب  رگ  روه را (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه [١١] .٢۴ .٢ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. ع  ض  وی

ب  ه α∗ رده های آن گ  اه ،ωS = {e} و ب  اش  د ف  ازی ١−اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) اگ  ر .٢۵ .٢ ق  ض  ی  ه

.a ∈ H ک  ه م  ی ب  اش  د، e ◦ a ص  ورت

ی  ک و رئ  وس(گ  ره) از ن  ات  هی ی م  ج  م  وع  ه ی  ک ش  ام  ل گ  راف، ی  ک [۵] .٢۶ .٢ ت  ع  ری  ف

،V آن در ک  ه م  ی دهن  د، ن  ش  ان G = (V,E) ن  م  اد ب  ا را گ  راف ی  ک ی  ال هاس  ت. از م  ج  م  وع  ه

ان  ت  های و اب  ت  دا ک  ه ی  ال  ی ی  ال هاس  ت. از م  ج  م  وع  ه ای ن  م  اد E و رئ  وس از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ای ن  م  اد

ن  ام  ی  ده س  اده گ  راف ب  اش  د، ط  وق  ه ف  اق  د ک  ه گ  راف  ی و م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده ط  وق  ه ب  اش  د، ی  ک  س  ان آن

ب  اش  د ش  ده وص  ل هم ب  ه ی  ال ی  ک وس  ی  ل  ه ب  ه گ  راف ی  ک در y رأس ب  ه x رأس اگ  ر م  ی ش  ود.

رأس های دی  گ  ر ب  ا رأس هر آن در ک  ه رأس، n ب  ا گ  راف ی  ک .(xEy) م  ج  اورن  د٩ م  ی گ  وی  ی  م

م  ج  م  وع  ه م  ی دهن  د. ن  ش  ان Kn ب  ا را آن و م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ک  ام  ل گ  راف ب  اش  د، م  ج  اور گ  راف

ب  ا و م  ی ن  ام  ی  م x درج  ه را آن ها ت  ع  داد و م  ی دهی  م ن  ش  ان N(x) ب  ا را x م  ج  اور رأس های هم  ه

م  ن  ظ  م گ  راف آن ب  اش  د، ب  راب  ر هم ب  ا گ  راف رأس های هم  ه درج  ه اگ  ر م  ی دهی  م. ن  ش  ان deg(x)

م  ی ن  ام  ی  م. k−م  ن  ظ  م آن را ب  اش  د، k ب  ا ب  راب  ر رأس ها هم  ه درج  ه چ  ن  ان چ  ه و م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده

رئ  وس از ای دن  ب  ال  ه گ  راف، ی  ک در y رأس ب  ه x رأس از م  س  ی  ر ی  ک [۵] .٢. ٢٧ ت  ع  ری  ف

اگ  ر م  ی دهی  م. ن  ش  ان P ب  ا را آن و م  ی ش  ون  د خ  ت  م y ب  ه و ش  روع x از ک  ه اس  ت گ  راف م  ت  م  ای  ز

ک  ه م  س  ی  ری م  ت  ص  ل١٠هس  ت  ن  د. م  ی گ  وی  ی  م ب  اش  د، م  س  ی  ر گ  راف ی  ک از y و x م  ان  ن  د رأس دو ب  ی  ن

G = (V,E) گ  راف در هرگ  اه م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده چ  رخ  ه ی  ا دور ب  اش  د ی  ک  س  ان آن ان  ت  های و اب  ت  دا

Heart٨

Adjecent٩

connect١٠
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ب  زرگ ت  ری  ن م  ی گ  وی  ن  د. هم  ب  ن  د آن را ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود م  س  ی  ری آن م  ت  م  ای  ز رأس دو هر ب  ی  ن

اس  ت دور ف  اق  د ک  ه هم  ب  ن  دی گ  راف ب  ه م  ی ن  ام  ی  م. G هم  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی  ک را G هم  ب  ن  د زی  رگ  راف

م  ی گ  وی  ن  د. درخ  ت

زی  رگ  راف ی  ک را G١ = (V١, E١) ب  اش  د، گ  راف ی  ک G = (V,E) اگ  ر [۵] .٢. ٢٨ ت  ع  ری  ف

ع  ض  و ی  ال هر ب  ر واق  ع رأس های هم  چ  ن  ی  ن ،E١ ⊆ E و ∅ 6= V١ ⊆ V هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م G

ب  اش  ن  د. V١ ب  ه م  ت  ع  ل  ق E١

و ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه) ) ب  خ  ش دو ب  ه ب  ت  وان را G گ  راف رأس های هرگ  اه [۵] .٢. ٢٩ ت  ع  ری  ف

وج  ود ی  ک  س  ان، ب  خ  ش ی  ک رأس دو ب  ی  ن ی  ال  ی هی  چ ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد، ت  ق  س  ی  م ت  هی اش  ت  راک

دو رأس های ت  ع  داد اگ  ر م  ی ن  ام  ن  د. دوب  خ  ش  ی گ  راف را G گ  راف درای  ن ص  ورت ب  اش  د، ن  داش  ت  ه

م  ی دهن  د. ن  ش  ان Gm,n ب  ا را دوب  خ  ش  ی گ  راف ای  ن آن گ  اه ب  اش  د، n و m ،V٢ و V١ ب  خ  ش

م  دار را م  ی گ  ذرد ب  ار، ی  ک ی  ال هر از ک  ه گ  راف ی  ک در ب  س  ت  ه م  س  ی  ر ی  ک [۵] .٢. ٣٠ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده اوی  ل  ری گ  راف ب  اش  د، داش  ت  ه م  س  ی  ری چ  ن  ی  ن ک  ه گ  راف  ی و م  ی گ  وی  ن  د اوی  ل  ری

و ب  اش  د هم  ب  ن  د اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت، اوی  ل  ری ت  ن  ها، رأس ب  دون م  ت  ن  اهی گ  راف [۵] .٢. ٣١ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. ف  رد آن رئ  وس هم  ه درج  ه

اس  ت، G = (V, µ, ρ) م  رت  ب ت  ای  ی س  ه ف  ازی گ  راف ی  ک [١٩] .٢. ٣٢ ت  ع  ری  ف

ص  ورت ب  ه ف  ازی ت  اب  ع دو ρ و µ و ن  ات  هی، م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی  ک V آن، در ب  ه ط  وری ک  ه

راب  ط  ه ،x, y ∈ V هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه هس  ت  ن  د ρ : V × V −→ [٠, ١] و µ : V −→ [٠, ١]

را ρ و ف  ازی رئ  وس م  ج  م  وع  ه ع  ض  وی  ت ت  اب  ع را µ ب  رق  رار ب  اش  د. ρ(x, y) ⩽ µ(x) ∧ µ(y)

م  ی ن  ام  ی  م. G گ  راف ف  ازی ی  ال های م  ج  م  وع  ه ع  ض  وی  ت ت  اب  ع

از دن  ب  ال  ه ای ،P م  س  ی  ر ی  ک G = (V, µ, ρ) ف  ازی گ  راف در [١٩] .٢. ٣٣ ت  ع  ری  ف

ρ(xi−١, xi) > ٠ ط  وری ک  ه ب  ه اس  ت (xn و x٠ ج  ز (ب  ه x٠, x١, · · · , xn م  ج  زای رئ  وس

ب  ا ب  راب  ر را P م  س  ی  ر ق  وت م  ی ن  ام  ن  د. P م  س  ی  ر ط  ول را n ⩾ ١ ای  ن  ج  ا در .(١ ⩽ i ⩽ n)

درج  ه م  س  ی  ر ی  ک ق  وت دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ρ∞(x, y) =
n∧

i=١
ρ(xi−١, xi)

م  ی ب  اش  د. م  س  ی  ر آن ی  ال ت  ری  ن ض  ع  ی  ف ع  ض  وی  ت
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ف  ازی اب  رگ  روه واره ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ٣

α راب  ط  ه ط  ری  ق از م  ا ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١ ت  ع  ری  ف

و ب  اش  ن  د، S اع  ض  ای آن رئ  وس ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ی  م، ن  ظ  ی  ر S ب  ه را ΓS = (S,E)گ  راف

xEy ⇔ ∃n ∈ N : xαny.

گ  راف رو ای  ن از و اس  ت، ط  وق  ه ی  ک xEx ی  ع  ن  ی xα١x داری  م n = ١ ب  رای ک  ه اس  ت ب  دی  هی

اگ  ر ک  ه اس  ت ب  دی  هی ن  ی  س  ت. م  ج  اور خ  ودش ب  ا x ،n ≥ ٢ ب  رای ام  ا ن  ی  س  ت، س  اده ΓS

ب  ود. خ  واهد م  ت  ن  اهی ن  ی  ز ΓS آن گ  اه ب  اش  د، م  ت  ن  اهی S ف  ازی اب  رگ  روه واره

،ΓS گ  راف در ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢ ل  م

.xα∗y اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر دارد) وج  ود y ب  ه x از (م  س  ی  ری م  ی ش  ود م  ت  ص  ل y رأس ب  ه x رأس

اس  ت، y ب  ه x از م  س  ی  ری ρ و هس  ت  ن  د، م  ت  ص  ل y و x ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

x١ = x ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د، وج  ود x١, x٢, . . . , xn+١ رئ  وس دن  ب  ال  ه ای  ن ص  ورت در

م  ت  ن  اهی (ت  رک  ی  ب های) ح  اص  ل ض  رب های ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ن  ا پ  س ،xn+١ = y و

چ  ون ،i = ١, . . . ,m هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه دارد، وج  ود ع  ن  اص  ر از u١, . . . , um
،ui(xi+١) > ٠ و ui(xi) > ٠ داری  م م  ج  اورن  د، م  س  ی  ر ای  ن در xi+١ و xi رئ  وس

م  ی ب  اش  د. xα∗y ب  ا م  ع  ادل ،α∗ ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ن  ا ک  ه

ح  اص  ل ض  رب های ت  ع  ری  ف، ب  ه ب  ن  ا ای  ن ص  ورت در ،xα∗y ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س،

ب  ه ط  وری ک  ه: دارن  د وج  ود u١, . . . , um م  ت  ن  اهی

و xαny ⇐⇒ ∃ x١, . . . , xn ∈ S(n ∈ N) : (x١ ◦ . . . ◦xn)(x) > ٠ & (x١ ◦ . . . ◦xn)(y) > ٠,

ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  د، y و x رئ  وس ب  ی  ن م  س  ی  ری وج  ود م  ع  ن  ی ب  ه ای  ن واق  ع در

□ هس  ت  ن  د. م  ت  ص  ل

زی  ر ص  ورت ب  ه را S روی ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل ب  اش  د. S = {a, b, c, d} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٣ م  ث  ال

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف

(a◦a)(b) = (a◦a)(c) = ٠.١, (a◦b)(b) = (a◦c)(b) = (a◦d)(b) = (b◦a)(b) =

(b ◦ b)(b) = (b ◦ c)(b) = (b ◦ d)(b) = (c ◦ a)(b) = (c ◦ b)(b) = (c ◦ c)(b) =
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(c ◦ d)(b) = (d ◦ a)(b) = (d ◦ b)(b) = (d ◦ c)(b) = (d ◦ d)(b) = ٠.۵,

(a ◦ b)(d) = (a ◦ c)(d) = (a ◦ d)(d) = (b ◦ a)(d) = (b ◦ b)(d) = (b ◦ c)(d) =

(b ◦ d)(d) = (c ◦ a)(d) = (c ◦ b)(d) = (c ◦ c)(d) = (c ◦ d)(d) = (d ◦ a)(d) =

(d ◦ b)(d) = (d ◦ c)(d) = (d ◦ d)(d) = ٠.٣

و

(a ◦ b)(a) = (a ◦ c)(a) = (a ◦ d)(a) = (b ◦ a)(a) = (b ◦ b)(a) = (b ◦ c)(a) =

(b ◦ d)(a) = (c ◦ a)(a) = (c ◦ b)(a) = (c ◦ c)(a) = (c ◦ d)(a) = (d ◦ a)(a) =

(d ◦ b)(a) = (d ◦ c)(a) = (d ◦ d)(a) = (a ◦ b)(c) = (a ◦ c)(c) = (a ◦ d)(c) =

(b ◦ a)(c) = (b ◦ b)(c) = (b ◦ c)(c) = (b ◦ d)(c) = (c ◦ a)(c) = (c ◦ b)(c) =

(c ◦ c)(c) = (c ◦ d)(c) = (d ◦ a)(c) = (d ◦ b)(c) = (d ◦ c)(c) = (d ◦ d)(c) =

(a ◦ a)(a) = (a ◦ a)(d) = ٠

و ،α∗ = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, c), (b, d), (c, d)} داری  م ب  الا رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا

و (x١ ◦ . . . ◦ xn)(c) > ٠ ط  وری ک  ه ب  ه ن  دارن  د، وج  ود x١, x٢, · · · , xn ∈ S هی  چ چ  ون

م  س  ی  ری d و c ب  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن ،(c, d) /∈ α ول  ی (c, d) ∈ α∗ پ  س (x١ ◦ . . . ◦ xn)(d) > ٠

ب  ه ب  ن  ا ط  وق  ه ها (از اس  ت ش  ده رس  م ١ ش  ک  ل در S ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ن  ی  س  ت. ی  ال داردک  ه وج  ود

اس  ت) ش  ده پ  وش  ی چ  ش  م α راب  ط  ه ت  ع  ری  ف

م  ی ب  اش  د. S ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه ΓS گ  راف :١ ش  ک  ل

هم  ب  ن  د ΓS گ  راف ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. ١١ ب  دی  هی S از S∗ اس  اس  ی گ  روه اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت،

م  ت  ص  ل هم ب  ه x, y ∈ S هر اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت، هم  ب  ن  د ΓS گ  راف اث  ب  ات.

ای  ن و ،xα∗y اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت، y ب  ه م  ت  ص  ل x ،٣. ٢ ل  م ب  ه ب  ن  ا و ب  اش  ن  د،

Trivial ١١



۶۶ ف  ازی اب  رگ  روه واره ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف

و دارد رده ی  ک ت  ن  ها S/α∗ اس  اس  ی گ  روه پ  س α∗ = S × S ای  ن  ک  ه ی  ع  ن  ی

□ اس  ت. ب  دی  هی

ی  ع  ن  ی S/α∗ اس  اس  ی گ  روه واره اع  ض  ای دق  ی  ق  ا ΓS گ  راف هم  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه های .۵ .٣ ق  ض  ی  ه

م  ی ب  اش  ن  د. α∗ اس  اس  ی راب  ط  ه هم ارزی رده های

ب  ه ب  ن  ا ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د، ΓS رأس های y و x ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. xα∗y اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر هس  ت  ن  د م  ت  ص  ل ٣. ٢ ل  م

ب  ه هس  ت  ن  د. م  ت  ص  ل هم ب  ه α∗(z) رده در رأس ج  ف  ت zهر م  ان  ن  د S ع  ض  و

هس  ت  ن  د S ب  رای اف  راز های  ی α∗(z) اس  ت، هم ارزی راب  ط  ه ی  ک α∗ چ  ون ع  لاوه

□ م  ی ش  ود. ک  ام  ل اث  ب  ات و هس  ت  ن  د ΓS گ  راف هم  ب  ن  دی م  ول  ف  ه های ن  ت  ی  ج  ه در و

ک  ام  ل گ  راف ی  ک ΓS اگ  ر ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ ق  ض  ی  ه

اس  ت. م  ت  ع  دی راب  ط  ه ی  ک α آن گ  اه ب  اش  د،

راب  ط  ه z ب  ا y و y ب  ا x ی  ع  ن  ی داری  م، yαz و xαy ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

yαn٢z و xαn١y راب  ط  ه های ،n١, n٢ ∈ N ت  ع  دادی ب  رای ای  ن ص  ورت در دارن  د، α

ی  ک ن  ی  ز z و x ب  ی  ن ی  ع  ن  ی اس  ت ک  ام  ل ΓS چ  ون ط  رف  ی از اس  ت. ب  رق  رار

داری  م را xαnz ،n ∈ N ت  ع  دادی ب  رای ب  ن  اب  رای  ن و (xEz) دارد وج  ود ی  ال

□ اس  ت. م  ت  ع  ددی α ی  ع  ن  ی م  ی ش  ود، xαz پ  س

ن  ظ  ر در S = {٠, ١, ٢} اگ  ر زی  را ن  م  ی ب  اش  د ص  ح  ی  ح ۶ .٣ ق  ض  ی  ه ب  رع  ک  س .٣. ٧ م  لاح  ظ  ه

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر رواب  ط وس  ی  ل  ه ب  ه را S روی ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل و ب  گ  ی  ری  م

(٠ ◦ (٠)(٠ = ١, (٠ ◦ (١)(٠ = (٠ ◦ (٢)(٠ = ٠, (٠ ◦ (١)(١ = ١, (٠ ◦ (٠)(١ =

(٠ ◦ (٢)(١ = ٠, (٠ ◦ (٢)(٢ = ١, (٠ ◦ (٠)(٢ = (٠ ◦ (١)(٢ = ٠, (١ ◦ (١)(٠ =

١, (١ ◦ (٠)(٠ = (١ ◦ (٢)(٠ = ٠, (١ ◦ (٢)(١ = ١, (١ ◦ (٠)(١ = ١, (١ ◦ (١)(١ =

٠, (١ ◦ (١)(٢ = ١, (١ ◦ (٠)(٢ = (١ ◦ (٢)(٢ = ٠, (٢ ◦ (٢)(٠ = ١, (٢ ◦ (١)(٠ =
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(٢ ◦ (٠)(٠ = ٠, (٢ ◦ (٢)(١ = ١, (٢ ◦ (١)(١ = (٢ ◦ (٠)(١ = ٠, (٢ ◦ (٠)(٢ =

١, (٢ ◦ (١)(٢ = (٢ ◦ (٢)(٢ = ٠

ΓS ی  ع  ن  ی ای  ن م  ی ب  اش  د، S/α∗ = {{٠, ٢}, ١} هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ت  ع  دی α ک  ه اس  ت ب  دی  هی

١ رأس م  ی ک  ن  ی  د، م  ش  اهده ٢ ش  ک  ل در ک  ه هم  ان ط  ور دارد. {١} و {٠, ٢} هم  ب  ن  دی م  ول  ف  ه دو

ن  ی  س  ت. ک  ام  ل ΓS ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت  ن  د م  ج  اور ب  اهم ٢ و

.S ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف :٢ ش  ک  ل

S ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های S٢ و S١ و ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٨ ل  م

ن  ش  ان ΓS = (S١, S٢, E) ب  ا را، م  ی ب  اش  د S ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه ΓS ب  خ  ش  ی دو گ  راف ب  اش  ن  د.

وج  ود x ∈ S م  ان  ن  د ع  ض  و ی  ک ف  ق  ط آن گ  اه ،(i = ١, ٢) xi, yi ∈ Si اگ  ر ح  ال م  ی دهی  م.

ب  اش  د). ن  داش  ت  ه ق  رار Si در x) (xi ◦ yi)(x) > ٠ ب  ه ط  وری ک  ه دارد

(xi ◦ yi)(x) > ٠ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د S ع  ض  و دو x, y ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

و x ای  ن  ک  ه ی  ع  ن  ی ای  ن و xαy ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، ب  رق  رار (xi ◦ yi)(y) > ٠ و

ت  ن  اق  ض در گ  راف ب  ودن دوب  خ  ش  ی ب  ا ن  ت  ی  ج  ه ای  ن و هس  ت  ن  د، م  ج  اور S در y

□ اس  ت.

گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان ش  د)، م  ع  رف  ی ٢. ٢ (در ،(S, ◦) ک  ام  ل ف  ازی اب  رگ  روه ب  رای .٣. ٩ م  ث  ال

اس  ت، هم  ب  ن  د ک  ام  ل گ  راف ΓS ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  دی  هی S∗ ی  ع  ن  ی واق  ع در و S/α∗ = {e} ک  ه

پ  س x ◦ x = S چ  ون ΓS گ  راف ح  ال ای  ن ب  ا دارد. هم  ب  ن  دی م  ول  ف  ه ی  ک ت  ن  ها ب  ه ط  وری ک  ه

ق  ط  ر پ  س اس  ت، م  س  ی  ر ت  ری  ن ط  ولان  ی x١Ex٢ · · ·Exn م  س  ی  ر چ  ون ع  لاوه ب  ه ن  ی  س  ت. س  اده

. |S| ب  ا اس  ت ب  راب  ر ΓS گ  راف

.S = ωS آن گ  اه ب  اش  د، هم  ب  ن  د ΓS گ  راف اگ  ر .٣. ١٠ ق  ض  ی  ه



۶٨ ف  ازی اب  رگ  روه واره ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف

S/α∗ ،۴ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  د، هم  ب  ن  د ΓS ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ωS ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ن  ا و م  ی ب  اش  د، ک  لاس ی  ک دارای ی  ع  ن  ی اس  ت ب  دی  هی

□ گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه را S = ωS

رأس هر درج  ه ای  ن ص  ورت در  ب  اش  د. ف  ازی اب  ر گ  روه واره ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ گ  زاره

.deg(x) = |α∗(x)| ی  ع  ن  ی ،|α∗(x)| ب  ا اس  ت م  ع  ادل ΓS گ  راف از x

ب  ن  ا م  ی ب  اش  د. α∗ هم ارزی راب  ط  ه گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا x هم ارزی رده α∗(x) م  ی دان  ی  م اث  ب  ات.

م  ع  ادل x رأس ب  ه م  ت  ص  ل ی  ال  های ت  ع  داد اس  ت، ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک S ای  ن  ک  ه و ٣. ٢ ل  م ب  ه

□ .|α∗(x)| ب  ا اس  ت

اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ت  ی  ج  ه ٣. ١١ گ  زاره از م  س  ت  ق  ی  م  ا ب  ع  دی ن  ت  ی  ج  ه

x ∈ S هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د، ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٢ ن  ت  ی  ج  ه

م  ی ب  اش  د. k−م  ن  ظ  م گ  راف ی  ک ΓS آن گ  اه .|α∗(x)| = k ب  اش  ی  م داش  ت  ه

اب  رع  م  ل را S روی ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل ب  اش  د. S = {a, b, c, d} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٣ م  ث  ال

داری  م ش  د، م  لاح  ظ  ه ک  ه هم  ان ط  ور م  ی  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ٣. ٣ م  ث  ال در ش  ده ت  ع  ری  ف

ب  ن  اب  رای  ن .S/α∗ = {{a}, {b, c, d}} پ  س α∗ = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, c), (b, d), (c, d)}

م  ی ش  ود. ١م  ش  اهده ش  ک  ل در ک  ه داری  م را {b, c, d} و {a} هم  ب  ن  دی دوم  ؤل  ف  ه

زی  راب  رگ  روه واره ی  ک (K, ◦) و ب  اش  د ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .١۴ .٣ ق  ض  ی  ه

م  ی ب  اش  د. ΓS زی  رگ  راف ΓK درای  ن ص  ورت ب  اش  د. S ف  ازی

،ΓK رأس های اس  ت، S ف  ازی اب  رگ  روه واره زی  ر K ک  ه آن  ج  ای  ی از اث  ب  ات.

اب  رگ  روه واره K و S چ  ون دی  گ  ر ط  رف  ی از اس  ت. ΓS رأس های زی  رم  ج  م  وع  ه

زی  رم  ج  م  وع  ه ن  ی  ز ΓK ی  ال های ی  ال ها، ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ن  ا هس  ت  ن  د، ف  ازی

ΓK پ  س دارد، را ب  ودن زی  رگ  راف ش  رط دو ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  د. ΓS ی  ال های

□ م  ی ب  اش  د. ΓS زی  رگ  راف

ب  اش  د، ωS ی  ع  ن  ی (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه ق  ل  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ΓωS ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ .٣ ن  ت  ی  ج  ه

درای  ن ص  ورت:
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م  ی ب  اش  د. ΓS زی  رگ  راف ΓωS .١

م  ی ب  اش  د. ΓS گ  راف هم  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ی  ک ΓωS .٢

اث  ب  ات.

م  ی ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ق  ب  ل ق  ض  ی  ه از راح  ت  ی ب  ه .١

داری  م: را زی  ر راب  ط  ه ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د، ΓωS گ  راف رأس دو y و xک  ن  ی  د ف  رض .٢

α∗(x) = α∗(y) ⇔ xα∗y ⇔ xαy

م  ی ب  اش  د. هم  ب  ن  دی م  ؤل  ف  ه ΓωS ب  ن  اب  رای  ن

□

اس  ت اوی  ل  ری ΓS ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ .٣ ق  ض  ی  ه

اس  ت. ف  رد ع  ددی |α∗(x)| ،S ع  ض  و x هر ب  رای اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک (H, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

x رأس هر درج  ه چ  ون دی  گ  ر ط  رف از اس  ت. هم  ب  ن  د ΓS ۴ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ه

اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت اوی  ل  ری ΓS ،٢. ٣١ ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ه اس  ت، |α∗(x)| ب  ا ب  راب  ر

ع  ددی |α∗(x)| ن  ت  ی  ج  ه در پ  س ب  اش  د، ف  رد رئ  وس درج  ه S ع  ض  و x هر ب  رای

□ اس  ت. ف  رد

ب  اش  د. درخ  ت ن  م  ی ت  وان  د ΓS آن گ  اه ب  اش  د، ک  ام  ل ف  ازی اب  رگ  روه ش  ب  ه (S, اگ  ر(◦ .٣. ١٧ ق  ض  ی  ه

در ب  اش  د. ک  ام  ل ف  ازی اب  رگ  روه ش  ب  ه (S, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

در ،α∗(x) = {x} داری  م ،x ∈ S هر ب  رای ٣. ١٠ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا ای  ن ص  ورت

□ ن  ی  س  ت. درخ  ت ΓS ی  ع  ن  ی اس  ت ب  س  ت  ه م  س  ی  رهای ش  ام  ل ΓS ن  ت  ی  ج  ه



٧٠ ف  ازی اب  رگ  روه واره ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف

س  اده گ  راف ΓS گ  راف اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت، ک  ام  ل (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه ش  ب  ه .٣. ١٨ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د.

ی  ال دو e٢ و e١ و ب  اش  ن  د، ΓS گ  راف در رأس دو y و x ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

x١, x٢, . . . , xn ∈ S م  ان  ن  د اع  ض  ای ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د، y و x ب  ی  ن م  وازی

هم  چ  ن  ی  ن ،
n∏

i=١
xi(y) > و٠

n∏
i=١

xi(x) > ٠ ط  وری ک  ه ب  ه دارن  د، وج  ود (n ∈ N)

ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د، وج  ود x′١, x
′
٢, . . . , x

′
m ∈ S(m ∈ N) م  ان  ن  د اع  ض  ای  ی

ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، ک  ام  ل (S, ◦) چ  ون ب  ن  اب  رای  ن ،
m∏
i=١

x′i(y) > ٠ و
m∏
i=١

x′i(x) > ٠

.
n∏

i=١
xi =

m∏
i=١

x′i ک  ه م  ی  گ  ی  ری  م

ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را
m∏
i=١

yi(z) > ٠ و
n∏

i=١
xi(z) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س،

هس  ت  ن  د. z رأس ط  ری  ق از م  وازی ی  ال دو e٢ =
m∏
j=١

yj و e١ =
n∏

i=١
xi در ای  ن ص  ورت

S ن  ت  ی  ج  ه در و ،
n∏

i=١
xi =

m∏
j=١

yj پ  س اس  ت، س  اده ΓS گ  راف چ  ون رو ای  ن از

□ اس  ت. ک  ام  ل

ب  ه S روی را ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل داری  م. را S = {x, y, z}م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٩ م  ث  ال

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت

(x ◦ x)(x) = (x ◦ x)(y) = (x ◦ x)(z) = ٠.٢, (x ◦ y)(x) = (x ◦ y)(y) =

(x ◦ y)(z) = ٠.٢, (x ◦ z)(x) = (x ◦ z)(y) = (x ◦ z)(z) = ٠.٢, (y ◦ x)(x) =

(y ◦ x)(y) = (y ◦ x)(z) = ٠.٢, (y ◦ y)(z) = (y ◦ y)(x) = ٠, (y ◦ y)(y) =

٠.٢, (y ◦ z)(x) = (y ◦ z)(y) = ٠, (y ◦ z)(z) = ٠.٢, (z ◦ x)(x) =

(z ◦ x)(y) = (z ◦ x)(z) = ٠.٢, (z ◦ y)(x) = (z ◦ y)(z) = ٠, (z ◦ y)(y) =

٠.٢, (z ◦ z)(x) = (z ◦ z)(y) = ٠, (z ◦ z)(z) = ٠.٢.

هم  ب  ن  د ک  ام  ل گ  راف S ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ب  ن  اب  رای  ن ،S/α∗ = {{x, y, z}} در ای  ن ص  ورت

م  ی  دهد. ن  ش  ان را رأس س  ه ب  ا اس  ت هم  ب  ن  د و ک  ام  ل ک  ه م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ٣ ش  ک  ل اس  ت.

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د، (S, ◦) ف  ازی اب  رگ  روه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف Γm
S ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢٠ ت  ع  ری  ف

.xαmy اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر xEmy ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،m ∈ N و x, y ∈ S هم  ه ب  رای
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رأس. س  ه ب  ا ΓS هم  ب  ن  د گ  راف :٣ ش  ک  ل

.Γm
S = ΓS اگ  ر و ت  ن  هااگ  ر اس  ت، m−ک  ام  ل ف  ازی اب  رگ  روه (S, ◦) .٣. ٢١ ق  ض  ی  ه

،xα∗y ب  ن  اب  رای  ن ، xαy داری  م x, y ∈ S هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

و اس  ت ف  ازی اب  رگ  روه (S, ◦) چ  ون xαmy ب  ه ط  وری ک  ه دارد، وج  ود m ∈ N پ  س

.αm = α∗ ک  ه م  ی  گ  ی  ری  م ،ن  ت  ی  ج  ه ٢. ٨ ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ه پ  س ،S∗ · S∗ = S∗

□ م  ی دهد. ن  ت  ی  ج  ه م  س  ت  ق  ی  م ٢. ٧ ق  ض  ی  ه از ب  رع  ک  س،

ب  اش  د. س  ت  اره ای گ  راف ΓS اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر اس  ت، ف  ازی ١−اب  رگ  روه ی  ک ،(S, ◦) .٣. ٢٢ ق  ض  ی  ه

رأس هم  ه ب  ه e رأس و ب  اش  د ای س  ت  اره گ  راف ی  ک ΓS ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

داری  م x ∈ S هم  ه ازای ب  ه ،٣. ٢ ل  م ب  ن  اب  ه ب  اش  د. م  ت  ص  ل ΓS دی  گ  ر  های

داری  م x ∈ Sهر ب  رای پ  س اس  ت، ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک S ک  ه آن  ج  ای  ی از .xα∗e

اس  ت. ١-ف  ازی اب  رگ  روه ی  ک S درن  ت  ی  ج  ه و xαe

ب  ه α∗ رده های ک  ه م  ی  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ٢۵ .٢ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا ب  رع  ک  س،

رأس ت  م  ام  ی ن  ت  ی  ج  ه در ،a ∈ S ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ش  ون  د ت  ول  ی  د e ◦ a وس  ی  ل  ه

□ اس  ت. ای س  ت  اره گ  راف ی  ک ΓS ب  ن  اب  رای  ن هس  ت  ن  د. e ب  ه م  ت  ص  ل ΓS  های

در ب  اش  ن  د. هم  ری  خ  ت  ی ف  ازی اب  رگ  روه دو (S′, ∗) و (H, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢٣ ق  ض  ی  ه

هس  ت  ن  د. هم  ری  خ  ت  ی ن  ی  ز ΓS′ و ΓS ای  ن ص  ورت

ب  ن  اب  رای  ن ،|S| = |S′| پ  س هس  ت  ن  د، هم  ری  خ  ت  ی S′ و S چ  ون اث  ب  ات.

ب  اش  د، م  ت  ص  ل y رأس ب  ه x رأس ک  ن  ی  د ف  رض هم  چ  ن  ی  ن .|ΓS | = |ΓS′ |

وج  ود S ب  ه م  ت  ع  ل  ق z١, z٢, . . . , zn اع  ض  ای پ  س ،xα∗y داری  م در ای  ن ص  ورت
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ب  ه S از م  ورف  ی  س  م ی  ک ϕ اگ  ر ب  ع  لاوه .{x, y} ⊆
n∏

i=١
zi ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د،

ϕ چ  ون و z′i = ϕ(zi) و b′ = ϕ(b) ،a′ = ϕ(a) ک  ن  ی  م ف  رض آن گ  اه ب  اش  د، S′

ن  ت  ی  ج  ه در ،ϕ(
n∏

i=١
zi) =

n∏
i=١

ϕ(zi) ک  ه م  ی  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه اس  ت هم  ری  خ  ت  ی

ن  ت  ی  ج  ه ن  های  ت در اس  ت. م  ت  ص  ل b′ ب  ه a′ ب  ن  اب  رای  ن و ϕ(a) ϕ(α) ϕ(b)

□ هس  ت  ن  د. هم  ری  خ  ت  ی Γ′
S و ΓS گ  راف های ک  ه م  ی گ  ی  ری  م

ف  ازی گ  راف ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی اب  رگ  روه واره ۴

x از م  س  ی  ر ی  ک P اگ  ر ب  اش  د، ف  ازی گ  راف ی  ک G = (V, µ, ρ) ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ت  ع  ری  ف

م  س  ی  ر ای  ن در رئ  وس از ای دن  ب  ال  ه x١, x٢, . . . , xn رأس های پ  س ب  اش  د، گ  راف ای  ن در y ب  ه

ف  ازی اب  رع  م  ل .ρ(xi, xi+١) > ٠ داری  م ،٠ < i < n − ١ ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ب  اش  ن  د

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ◦G : G×G → F (G)

x ◦G y = ∨{∧n
i=١ρ(xi−١, xi)} = ∨{ρ∞(xi−١, xi)}

ای  ن ص  ورت در هس  ت  ن  د. y ب  ه x م  س  ی  رهای ع  ض  و ک  ه هس  ت  ن  د رئ  وس  ی xi و xi−١ آن در ک  ه

گ  روه ن  ی  م ی  ک اب  رگ  روه واره ای  ن ک  ه اس  ت ب  دی  هی م  ی ب  اش  د. ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک (G, ◦G)

ن  ی  ز ج  اب  ج  ای  ی خ  اص  ی  ت دارای هم  چ  ن  ی  ن دارد. را پ  ذی  ری ش  رک  ت خ  اص  ی  ت زی  را اس  ت ف  ازی

م  ی ب  اش  د.

اس  ت: ش  ده داده ن  ش  ان ۴ ش  ک  ل در ک  ه داری  م (G,µ, ρ) ف  ازی گ  راف ک  ن  ی  د ف  رض .٢ .۴ م  ث  ال

.(G,µ, ρ) ف  ازی گ  راف :۴ ش  ک  ل
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را x ◦G y = ∨{ρ∞(xi−١, xi)} ف  ازی اب  رع  م  ل گ  راف، ای  ن ب  ا م  ت  ن  اس  ب م  ی خ  واهی  م

را زی  ر رواب  ط اب  ت  دا در م  ی آوری  م. ب  دس  ت را آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی اب  رگ  روه و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: م  ح  اس  ب  ه ◦G ف  ازی اب  رع  م  ل اول  ی  ه ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه

a ◦ b = {(a, (٠.١∨ (٠.٢∧ ٠.٣)), (b, (٠.١∨ (٠.٢∧ ٠.٣))} = {(a, ٠.٢), (b, ٠.٢)}

ب  ای  د ف  ازی اب  رع  م  ل خ  روج  ی ت  ع  ری  ف ط  ب  ق (م  ی دان  ی  م م  ی گ  ی  ری  م درن  ظ  ر µ١ را م  ج  م  وع  ه ای  ن ک  ه

ب  اش  د): ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه

a ◦ b = {(a, ٠.٢), (b, ٠.٢)} := µ١

a ◦ c = {(a, ٠.٣ ∨ ٠.١), (c, ٠.٣ ∨ ٠.١)} = {(a, ٠.١), (c, ٠.٣)} := µ٢

a ◦ a = {(a, ٠.٣)} := µ٣

b ◦ c = {(b, ٠.٢ ∨ ٠.١), (c, ٠.٢ ∨ ٠.١)} = {(b, ٠.٢), (c, ٠.٢)} := µ۴

b ◦ b = {(b, ٠.١)} := µ۵

c ◦ c = {(c, ٠.١)} := µ۶

اس  ت: ش  ده داده ن  ش  ان ١ ج  دول در {a, b, c} م  ج  م  وع  ه روی ف  ازی اب  رع  م  ل پ  س

G ف  ازی گ  راف ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ◦G ع  م  ل اب  ر :١ ج  دول

◦G a b c
a µ٣ µ١ µ٢
b µ١ µ۵ µ۴
c µ٢ µ۴ µ۶

، ب  ررس  ی را پ  ذی  ری ش  رک  ت ح  ال

(a ◦G b) ◦G c = {µ١(a)∧ (a ◦G c)} ∨ {µ١(b)∧ (b ◦G c)} ∨ {µ(c)∧ (c ◦G c)}

م  ی آوری  م: ب  دس  ت a ن  ق  ط  ه ب  رای را دق  ی  ق م  ق  دار

((a◦G b)◦G c)(a) = {µ١(a)∧µ٢(a)}∨{µ١(b)∧µ۴(a)}∨{µ(c)∧µ۶(a)} = (a, ٠.١)

داری  م: ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  ح  اس  ب  ه ن  ی  ز c و b ن  ق  اط ب  رای ت  رت  ی  ب هم  ی  ن ب  ه و

(a ◦G b) ◦G c = {(a, ٠.١), (b, ٠.١), (c, ٠.١)}
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م  ی آوری  م. ب  دس  ت را a ◦G (b ◦G c) = {(a, ٠.١), (b, ٠.١), (c, ٠.١)} م  ش  اب  ه روش ب  ه

ف  ازی اب  رگ  روه (G, ◦G) پ  س اس  ت ب  رق  رار ن  ی  ز ت  ک  ث  ی  ر اص  ل ∧ و ∨ خ  واص ط  ب  ق هم  چ  ن  ی  ن

م  ی ب  اش  د.

در ب  اش  د؛ G ف  ازی گ  راف ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی اب  رگ  روه وار ی  ک (G, ◦G) ک  ن  ی  د ف  رض .٣ .۴ گ  زاره

.x ◦G y ∩ a ◦G b = x ◦G b ∩ a ◦G y داری  م x, y, a, b ∈ H هر ب  رای ای  ن ص  ورت

داری  م: x, y, a, b ∈ H ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

(x◦G y∩a◦G b)(z) = (x◦G y)(z)∧ (a◦G b)(z) = (σ(x, z)∧σ(z, y))∧ (σ(a, z)∧σ(z, b))

= (σ(x, z) ∧ σ(z, b)) ∧ (σ(a, z) ∧ σ(z, y)) = x ◦G b ∩ a ◦G y

را x ◦G y ∩ a ◦G b = x ◦G b ∩ a ◦G y م  ی ت  وان ،x, y, a, b ∈ H هر ب  رای پ  س

□ گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه

اگ  ر ب  اش  د؛ G ف  ازی گ  راف ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی اب  رگ  روه وار ی  ک (G, ◦G) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .۴ گ  زاره

: آن گ  اه ب  اش  د، x ◦G y = ∅ و ب  اش  ن  د H ع  ض  و y و x

.x ◦G H ∩H ◦G y = ∅ .١

.H ◦G y = ∅ آن گ  اه ب  اش  د، H = x ◦G H اگ  ر .٢

م  ی ب  اش  د. y ◦G H = ∅ آن گ  اه ب  اش  د، H = H ◦G x اگ  ر .٣

اث  ب  ات.

H ع  ض  و b و a ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، x ◦G H ∩ H ◦G y 6= ∅ ک  ن  ی  د ف  رض .١

ق  ب  ل گ  زاره ط  ب  ق ب  اش  د، x ◦G a ∩ b ◦G y 6= ∅ ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د، وج  ود

اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه م  ی ش  ود x ◦G y ∩ b ◦G a 6= ∅

x ◦G H ∩H ◦G y = ∅ ق  ب  ل م  ورد ط  ب  ق ب  ر هم  چ  ن  ی  ن و H = x ◦G H ک  ن  ی  د ف  رض .٢

اس  ت. H ◦G y = ∅ پ  س م  ی ب  اش  د، H ∩H ◦G y = ∅ ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  د،

م  ی ب  اش  د. ٢ ق  س  م  ت م  ش  اب  ه اث  ب  ات .٣
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□

١٩ ک  ووی  د وی  روس ان  ت  ش  ار س  ازی ش  ب  ی  ه در ک  ارب  رد ۵

ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ق  رن ج  هان  ی ب  هداش  ت ف  اج  ع  ه م  رگ  ب  ارت  ری  ن ع  ن  وان ب  ه ١٩ ک  ووی  د ١٢ هم  ه گ  ی  ری

ت  ل  ق  ی ش  د، م  واج  ه آن ب  ا ج  هان  ی ج  ن  گ از پ  س ب  ش  ر ک  ه ج  دی چ  ال  ش  ی ع  ن  وان ب  ه هم  چ  ن  ی  ن اس  ت.

و ش  د ظ  اهر چ  ی  ن ووهان در ج  دی  د ع  ف  ون  ی ب  ی  م  اری ی  ک ،٢٠١٩ دس  ام  ب  ر اواخ  ر در م  ی ش  ود.

١٩ ک  ووی  د را آن ج  هان  ی ب  هداش  ت س  ازم  ان و ش  د گ  زارش چ  ی  ن ب  هداش  ت  ی م  ق  ام  ات ت  وس  ط

م  خ  ف  ف ”VI” و ،”Corona” ب  ن  ام وی  روس ن  وع  ی م  خ  ف  ف ”CO” ع  ن  وان ای  ن (در ن  ام  ی  د ١٣

از پ  س وی  روس ای  ن اس  ت). آن ب  روز س  ال دهن  ده ن  ش  ان ١٩ و ب  ی  م  اری، ب  رای ”D” ،”Virus”

اس  ت. ش  ده ب  ی ش  م  اری م  ی  رهای و م  رگ ب  اع  ث و ی  اف  ت  ه گ  س  ت  رش وس  ی  ع  ی ط  ور ب  ه ش  ن  اس  ای  ی

ن  ی  ز اق  ت  ص  ادی و اج  ت  م  اع  ی چ  ال  ش های ب  اع  ث ان  س  ان، ب  دن س  ی  س  ت  م ب  ه آس  ی  ب ب  ر ع  لاوه هم  چ  ن  ی  ن

م  خ  رب  ی اث  رات و اس  ت ک  رده وی  ران را ج  هان  ی اق  ت  ص  اد ش  دت ب  ه وی  روس ن  وع ای  ن اس  ت. ش  ده

ای  ن ع  ل  ی  ه ق  ط  ع  ی، واک  س  ن ی  ا درم  ان هی  چ ح  اض  ر ح  ال در اس  ت. گ  ذاش  ت  ه ان  س  ان زن  دگ  ی ب  ر

ب  ی  م  اران، درم  ان ط  ری  ق از ت  ا هس  ت  ن  د ت  لاش در ک  ش  ورها ک  ل ت  ق  ری  ب  اً ن  دارد. وج  ود وی  روس

از ب  زرگ ت  ج  م  ع  ات ک  ردن م  ح  دود و ت  م  اس ردی  اب  ی ط  ری  ق از م  ش  ک  وک اف  راد ک  ردن ق  رن  ط  ی  ن  ه

و م  خ  ت  ل  ف ج  وام  ع ب  ر ١٩ ک  ووی  د ت  أث  ی  ر م  ح  ق  ق  ان از ب  س  ی  اری ک  ن  ن  د. ج  ل  وگ  ی  ری ب  ی  م  اری ان  ت  ق  ال

و [٧] ب  ه ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات (ب  رای ک  رده ان  د ب  ررس  ی را ب  ی  م  اری ن  وع ای  ن ک  ن  ت  رل ب  رای م  ف  ی  د راه های

ک  ن  ی  د). م  راج  ع  ه [۶]

ق  رار ب  ح  ث م  ورد پ  زش  ک  ی ع  ل  م در را اب  رگ  روه واره ب  ه م  ت  ن  اظ  ر گ  راف ک  ارب  رد ب  خ  ش، ای  ن در

م  ت  ن  اظ  ر گ  راف و ١٩ ک  ووی  د وی  روس ب  ه آل  وده م  خ  ت  ل  ف اف  راد ب  ی  ن ارت  ب  اط آن در ک  ه م  ی گ  ی  رد

اس  ت. ش  ده ب  ررس  ی

١ ک  ارب  رد

G١٩ = (S,E) ص  ورت ب  ه گ  راف ی  ک از ،١٩ ک  ووی  د وی  روس س  رای  ت ن  ح  وه م  دل س  ازی ب  رای

ک  ش  ور، اس  ت  ان، ش  هر، ی  ک م  ردم  ان (م  ث  لا م  ا ن  م  ون  ه ج  ام  ع  ه، اف  راد S آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده

Pandemic١٢

١٩COVID- ١٣
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ح  ال م  ی ب  اش  د. S اع  ض  ای ب  ی  ن رواب  ط E هم  چ  ن  ی  ن و ب  ود خ  واهد ج  هان) ی  ا و ق  اره ی  ک

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه S روی را ◦ اب  رع  م  ل

a ◦ b = {x|.اس  ت ش  ده م  ب  ت  لا ١٩ ک  ووی  د ب  ی  م  اری ب  ه b ی  ا a ت  وس  ط x {ف  رد

a ◦ b اس  ت م  م  ک  ن ک  ه چ  را م  ی ک  ن  د، ت  ع  ری  ف S روی ب  دی  هی اب  رع  م  ل ی  ک ◦ ق  اع  ده ای  ن  ج  ا در

م  ج  م  وع  ه ی ی  ع  ن  ی آن از S′ زی  رم  ج  م  وع  ه ی ب  ا را S اگ  ر ام  ا ،(a ◦ b = ∅) ب  اش  د ت  هی ب  راب  ر

اب  رگ  روه واره ی  ک (S′, ◦) ای  ن ص  ورت در ک  ن  ی  م، ج  ای  گ  ی  زی  ن را ١٩ ک  ووی  د ب  ه م  ب  ت  لا اف  راد ش  ام  ل

ب  ود. خ  واهد

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف چ  ن  ی  ن را (S′ (ی  ا S روی ♦ ح  ال

a♦b =
∪

{x ∈ S|x ∈ aPb}

م  ی ب  اش  د. G گ  راف در b ب  ه a از م  س  ی  ر ی  ک P آن در ک  ه

راب  ط  ه ب  ا م  ی ت  وان  ی  م را م  ی ش  ود، داده ن  ش  ان ،G١٩ = (S′, E) ن  م  اد ب  ا ک  ه گ  راف ای  ن ح  ال

S′ ب  راب  ر G١٩ رئ  وس آن در ک  ه ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه (S′, ◦) اب  رگ  روه واره روی β

دن  ب  ال  ه ،n ∈ N ازای ب  ه ی  ع  ن  ی ،xβy هرگ  اه م  ج  اورن  د ،S′ در y و x م  ت  م  ای  ز رأس دو و

ب  ه ط  وری ک  ه: ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Sn

{x, y} ⊆ x١ ◦ . . . ◦ xn =
n∏

i=١
xi,

راب  ط  ه ج  ای ب  ه م  ی ت  وان  ی  م ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در β م  ت  ع  ددی ب  س  ت  ار را β∗ اگ  ر ح  ال

ی  ع  ن  ی: ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف را xE∗y راب  ط  ه ،xEy

xE∗y ⇔ xβ∗y.

ی  ک G١٩ ک  ه اس  ت ب  دی  هی م  ی دهی  م. ن  ش  ان G∗
١٩ = (S,E∗) ن  م  اد ب  ا را ج  دی  د گ  راف ای  ن

ت  وس  ط A ف  رد آل  ودگ  ی ب  ی  ان ب  رای ف  ازی م  ج  م  وع  ه های از اس  ت ب  هت  ر ل  ذا اس  ت. G∗
١٩ زی  رگ  راف

ب  ه ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را آل  ودگ  ی درج  ه ی  ا آل  ودگ  ی م  ی  زان دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ک  ن  ی  م. ص  ح  ب  ت B ف  رد

آل  وده اص  لا اگ  ر ،١ ب  ا را آل  ودگ  ی درج  ه ب  اش  د، ش  ده آل  وده ک  ام  لا B ت  وس  ط A اگ  ر ک  ه ص  ورت ای  ن
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ی  ک و ص  ف  ر ب  ی  ن اع  داد از آل  ودگ  ی م  ی  زان س  ای  ر ب  رای و ص  ف  ر ب  ا را آل  ودگ  ی م  ی  زان ب  اش  د، ن  ش  ده

واق  ع  ی ت  ر ب  ه ط  ور ف  ازی) (اب  رگ  روه اب  رگ  روه واره م  ف  هوم از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن رو از ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده

در ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ج  ام  ع  ه ی  ک در ١٩ ک  ووی  د ب  ی  م  اری س  رای  ت پ  دی  ده م  دل  س  ازی ب  رای م  ی ت  وان  ی  م

م  ی دهی  م. ارائ  ه را م  دل  س  ازی ای  ن ذی  ل

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ف  ازی ع  م  ل اب  ر

(a ◦ b)(x) = µ(x) و ،a ◦ b ∈ F (S)

آن، در ک  ه

ش  خ  ص ب  ه b ش  خ  ص از و x ش  خ  ص ب  ه a ش  خ  ص از ب  ی  م  اری س  رای  ت م  ی  زان م  ی  ن  ی  م  م = µ(x).

x

ب  ی  م  اری ب  ه اب  ت  لا درج  ه ع  ن  وان ب  ه را P : S × S → [٠, ١] ف  ازی راب  ط  ه اگ  ر دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه

١٩ ک  ووی  د ب  ی  م  اری ب  ه x ف  رد اب  ت  لای درج  ه ب  راب  ر P (x, y) آن گ  اه ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ١٩ ک  ووی  د

ای  ن ب  ه x ف  رد ت  وس  ط اص  لا y ی  ع  ن  ی ،P (x, y) = ٠ اگ  ر م  ث  ال ب  ع  ن  وان اس  ت. y ف  رد ت  وس  ط

ک  ووی  د ب  ی  م  اری ب  ه x ت  وس  ط ک  ام  لا y ی  ع  ن  ی ،P (x, y) = ١ ام  ا اس  ت، ن  ش  ده آل  وده ب  ی  م  اری

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت را S روی ♦ ف  ازی اب  رع  م  ل م  ی ت  وان  ی  م، ح  ال اس  ت. ش  ده ١٩م  ب  ت  لا

a♦b(x) = P (a, x) ∧ P (b, x)

ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه S روی را ◦ ف  ازی اب  رع  م  ل ف  ازی، اب  رع  م  ل ای  ن ک  م  ک ب  ه پ  س

م  ی ک  ن  ی  م:

a ◦ b(x) =
∨

xi∈P

n∧
i=١

(P (a, xi) ∧ P (b, xi))

هم  چ  ن  ی  ن و V = S ک  ه اس  ت، G = (V,E) گ  راف در م  س  ی  ر ی  ک P آن در ک  ه

اس  ت. ش  ده م  ب  ت  لا ١٩ ک  ووی  د ب  ی  م  اری ب  ه x ت  وس  ط y اگ  ر و ت  ن  ها اگ  ر ،(x, y) ∈ E

:٢ ک  ارب  رد

م  اه ی  ک در ک  ه اف  رادی م  ج  م  وع  ه A و ب  اش  ن  د، ک  ش  ور ی  ک اف  راد هم  ه م  ج  م  وع  ه S ک  ن  ی  د ف  رض

آن رأس های ک  ه اس  ت گ  راف ی  ک (G١٩A) گ  راف ان  د. ش  ده م  ب  ت  لا ١٩ ک  ووی  د ب  ه خ  اص (روز)
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رأس دو ب  ی  ن م  ی ب  اش  د، ١٩ ک  ووی  د ب  ه م  ب  ت  لا a ∈ A ف  رد ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال م  ی ب  اش  د. S اع  ض  ای

رس  م ی  ال ی  ک ب  اش  د، v ∈ supp(u ◦ a) ی  ا u ∈ supp(v ◦ a) ک  ه ص  ورت  ی در v و u اس  ت

م  ی ب  اش  د: زی  ر ص  ورت ب  ه وی  روس ان  ت  ش  ار رون  د ب  الا ت  ع  ری  ف ب  ا م  ط  اب  ق م  ی ک  ن  ی  م.

I را ش  ده ان  د م  ب  ت  لا A م  ج  م  وع  ه اع  ض  ای ب  ا م  س  ت  ق  ی  م ارت  ب  اط ط  ری  ق از ک  ه اف  رادی م  ج  م  وع  ه

ن  ظ  ر در A := A ∪ I را ج  دی  د A م  ج  م  وع  ه م  ی ش  ود، ب  زرگ  ت  ر A م  ج  م  وع  ه آن از پ  س م  ی ن  ام  ی  م،

م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا ادام  ه ش  ود A = H ک  ه زم  ان  ی ت  ا ان  ت  ش  ار ح  ق  ی  ق  ت در م  ی گ  ی  ری  م.

اس  ت: ش  ده ب  ی  ان زی  ر در هم  ه گ  ی  ری ای  ن ال  گ  وری  ت  م

ب  گ  ی  ر. ن  ظ  ر در ش  هر اف  راد هم  ه را H :١ گ  ام

هس  ت  ن  د، م  ب  ت  لا ١٩ ک  ووی  د ب  ه خ  اص (روز) م  اه ی  ک در ک  ه اف  رادی هم  ه را A م  ج  م  وع  ه :٢ گ  ام

ب  گ  ی  ر. ن  ظ  ر در

ک  ن. رس  م را (H, ◦) گ  راف :٣ گ  ام

در را ب  ودن  د ارت  ب  اط در م  س  ت  ق  ی  م A م  ج  م  وع  ه اع  ض  ای ب  ا ک  ه اف  رادی هم  ه را I م  ج  م  وع  ه :۴ گ  ام

ب  گ  ی  ر. ن  ظ  ر

.B = A ∪ I :۵ گ  ام

ب  ه و ،A := B ی  ع  ن  ی ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در B هم  ان را A م  ج  م  وع  ه آن گ  اه ب  اش  د، A 6= B اگ  ر :۶ گ  ام

ب  رو. ٣ گ  ام

اس  ت. ش  ده م  ت  وق  ف ان  ت  ش  ار ب  اش  د، A = H اگ  ر :٧ گ  ام

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری

گ  راف ی  ک م  ی ت  وان  ی  م ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک داش  ت  ن ب  ا ش  د م  ش  اهده م  ق  ال  ه ای  ن در ک  ه هم  ان ط  ور

ی  ک ت  ع  ری  ف ب  ا ت  وان  س  ت  ی  م ف  ازی گ  راف ی  ک داش  ت  ن ب  ا ب  رع  ک  س، هم  چ  ن  ی  ن ک  ن  ی  م. ن  ظ  ی  ر آن ب  ه را

خ  واص ب  ررس  ی ب  ه ح  ال  ت دو هر در و ک  ن  ی  م ن  ظ  ی  ر آن ب  ه ف  ازی اب  رگ  روه واره ی  ک ف  ازی اب  رع  م  ل

ن  ش  ان و اس  ت س  ودم  ن  د و ج  ال  ب اب  رگ  روه واره ها ب  ا م  ت  ن  اظ  ر گ  راف های س  اخ  ت  ار پ  رداخ  ت  ی  م. آن ها

اس  ت  ف  اده م  ورد واق  ع  ی زن  دگ  ی م  خ  ت  ل  ف م  وض  وع  ات در م  ی ت  وان  د چ  ارچ  وب ن  وع ای  ن ک  ه م  ی دهد

گ  ی  رد. ق  رار
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