
۴۴٢٧١٧- ٠٩ چ  اپ  ی: ش  اپ  ای ک  ارب  ردها و ف  ازی س  ی  س  ت  م های

٣٩٨۴ -٢٧١٧ ال  ک  ت  رون  ی  ک  ی: ش  اپ  ای (١۴٠١ ت  اب  س  ت  ان و (ب  هار اول ش  م  اره پ  ن  ج  م، س  ال

DOI:10.22034/JFSA.2022.336029.1122 ١٠٧ ت  ا ٨٣ ص  ص.

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

اب  ول پ  ور خ  دی  ج  ه و زاهدی م  ح  م  د م  هدی ،∗ زاده ش  م  س  ی م  رض  ی  ه

ای  ران ب  هب  هان، ب  هب  هان، الان  ب  ی  اء خ  ات  م ص  ن  ع  ت  ی دان  ش  گ  اه ری  اض  ی، گ  روه
ای  ران ک  رم  ان، ک  رم  ان، پ  ی  ش  رف  ت  ه ف  ن  اوری و ص  ن  ع  ت  ی ت  ک  م  ی  ل  ی ت  ح  ص  ی  لات دان  ش  گ  اه ری  اض  ی، گ  روه

ای  ران ش  ی  راز، اس  لام  ی، آزاد دان  ش  گ  اه ش  ی  راز، واح  د ری  اض  ی، گ  روه

١۴٠١/٣/٢۵ پ  ذی  رش: ت  اری  خ ١۴٠١/١/١۵ دری  اف  ت: ت  اری  خ

ع  ل  م  ی-پ  ژوهش  ی م  ق  ال  ه: ن  وع

چ  ک  ی  ده
ت  ع  ری  ف ن  وت  روس  وف  ی  ک، م  ج  م  وع  ه ی ت  ع  ری  ف گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا اب  ت  دا در م  ق  ال  ه، ای  ن در
م  ی دهی  م. ارای  ه را هم  گ  ون  س  ازی م  ف  هوم و ب  ی  ان را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای
و داده ارای  ه ات  وم  ات  ا دو ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ت  ش  خ  ی  ص ب  رای ال  گ  وری  ت  م  ی س  پ  س،
اج  ت  م  اع ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان ب  رای  ن، ع  لاوه م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را آن زم  ان  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی
هم  گ  ون س  ازی ی  ک خ  ود ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو روی هم  گ  ون س  ازی ها
دو ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی  ک اگ  ر ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان هم  چ  ن  ی  ن، آن هاس  ت. ب  ی  ن
ب  اهم م  ذک  ور ات  وم  ات  ای دو زب  ان های ب  اش  د ب  رق  رار ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای
ات  وم  ات  ای ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ادام  ه، در هس  ت  ن  د. ب  راب  ر
داده ارای  ه را خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک
را ات  وم  ات  ا زب  ان ک  ه اس  ت ک  م  ی  ن  ه ات  وم  ات  ای ی  ک ات  وم  ات  ا، ای  ن ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان و
ارای  ه م  ث  ال چ  ن  د ش  ده ارای  ه ق  ض  ای  ای و م  ف  اهی  م ش  دن واض  ح ت  ر ب  رای م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ

م  ی دهی  م.

ف  ازی. ات  وم  ات  ای ات  وم  ات  ا، ارزی هم ن  وت  روس  وف  ی  ک، م  ج  م  وع  ه ع  م  وم  ی، ات  وم  ات  ای ک  ل  ی  دی: ک  ل  م  ات و ع  ب  ارات
Email(s): shamsizadeh.m@gmail.com.

ای  ران ف  ازی س  ی  س  ت  م های ان  ج  م  ن ١۴٠١ Mathematics Subject Classification: 68Q70, 18B20, 03E72



٨۴ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

م  ق  دم  ه ١

ب  ه و گ  ردی  د ارای  ه ١٩۶۵ س  ال در [١۴] ع  س  ک  رزاده١ ل  ط  ف  ی ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ف  ازی، ن  ظ  ری  ه

ع  ل  وم ک  ارب  ردها، ای  ن از ی  ک  ی ی  اف  ت. گ  س  ت  رش م  خ  ت  ل  ف ع  ل  وم در آن ک  ارب  ردهای س  رع  ت

ق  رار ب  ررس  ی م  ورد [١٢] وی ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ک  ه اس  ت ف  ازی ات  وم  ات  ای ن  ظ  ری  ه وی  ژه ب  ه ک  ام  پ  ی  وت  ر

و دوس  ت ف  اط  م  ه .[١٠ ،٨ ،٩ ،۵ ،۴] ی  اف  ت ت  وس  ع  ه م  خ  ت  ل  ف  ی م  ح  ق  ق  ان ت  وس  ط ادام  ه در و گ  رف  ت

ف  ازی ات  وم  ات  ای م  ف  هوم و داده گ  س  ت  رش را ف  ازی ات  وم  ات  ای م  ف  هوم ٢٠٠۵ س  ال در [٣] ک  رم  ر٢

ای  ن از ن  اش  ی ع  م  وم  ی ف  ازی ات  وم  ات  ای ب  ه ف  ازی ات  وم  ات  ای ت  وس  ع  ه دادن  د. ارای  ه را ع  م  وم  ی

ی  ک ص  ورت ب  ه ف  ازی ات  وم  ات  ای ص  ورت  گ  رای  ی های از اس  ت  ف  اده ب  رای ت  لاش در ک  ه اس  ت واق  ع  ی  ت

ج  هان م  س  ای  ل ب  رای آن ک  ارب  رد م  ان  ع ک  ه اس  ت  ن  ت  اج  ی ک  اس  ت  ی های از ت  ع  دادی ک  ردن م  دل اب  زار

اس  ت. ش  ده ب  ررس  ی ب  ود، ش  ده واق  ع  ی

در زی  ادی م  ق  ال  ه های ات  وم  ات  اس  ت. ن  ظ  ری  ه ی در م  هم م  س  ای  ل از ی  ک  ی ح  ال  ت ها، ک  ردن ک  م  ی  ن  ه

م  ی  ل  ی ن  وع از ف  ازی م  ت  ن  اهی ح  ال  ت ات  وم  ات  ای ک  ردن ک  م  ی  ن  ه م  ث  ال: ب  رای دارد وج  ود زم  ی  ن  ه ای  ن

ک  م  ی  ن  ه [١] غ  ی  رف  ازی ن  های  ی ح  ال  ت های ب  ا ف  ازی م  ت  ن  اهی ح  ال  ت ات  وم  ات  ای ک  ردن ک  م  ی  ن  ه [٢]

ن  ظ  ری  ه ی .[۶] ف  ازی م  ت  ن  اهی ح  ال  ت های ب  ا ق  ط  ع  ی ف  ازی م  ت  ن  اهی ح  ال  ت ات  وم  ات  ای ک  ردن

ات  وم  ات  ای س  اخ  ت و وج  ود اث  ب  ات در ق  ط  ع  ی، ات  وم  ات  ای ک  م  ی  ن  ه س  ازی ب  ر ع  لاوه م  ای  هی  ل‐ن  رود

ب  رای .[۶] م  ی ک  ن  د ای  ف  ا را م  هم  ی ن  ق  ش م  ی ک  ن  د، ش  ن  اس  ای  ی را ش  ده داده زب  ان ک  ه ک  م  ی  ن  ه ق  ط  ع  ی

ب  رای ول  ی اس  ت آس  ان ک  اری ک  م  ی  ن  ه، ات  وم  ات  ای آوردن ب  ه دس  ت ق  ط  ع  ی م  ت  ن  اهی ف  ازی ات  وم  ات  ای

ت  ب  دی  ل ق  ط  ع  ی ات  وم  ات  ای ی  ک ب  ه غ  ی  رق  ط  ع  ی ات  وم  ات  ای ب  ای  د اب  ت  دا در چ  ون غ  ی  رق  ط  ع  ی، ات  وم  ات  ای

ب  ه و اس  ت دش  وار ک  اری م  ح  اس  ب  ات، پ  ی  چ  ی  دگ  ی ن  ظ  ر از ک  م  ی  ن  ه ات  وم  ات  ای آوردن ب  ه دس  ت ش  ود،

.[١٣ ،١١ ،۴] اس  ت ش  ده م  ط  رح س  خ  ت م  ح  اس  ب  ات  ی م  س  ای  ل ع  ن  وان

چ  ه ش  ده داده ات  وم  ات  ای دو ک  ه اس  ت ای  ن ات  وم  ات  ا ن  ظ  ری  ه در م  هم ب  س  ی  ار س  والات از ی  ک  ی

فازی، اتوماتای ی  ک رفتار دارن  د؟ م  ش  اب  هی رف  ت  ار زم  ان  ی چ  ه واق  ع در هس  ت  ن  د؟ ارز هم زم  ان  ی

م  ی ک  ن  د. مشخص را اتوماتا آن زبان مجموعه ی در عبارت ها عضویت درجه

درم  ق  ال  ه م  س  ت  ق  ل م  ول  ف  ه ی  ک ع  ن  وان ب  ه را ن  ام  ع  ی  ن  ی ع  ض  وی  ت درج  ه س  ام  اران  دج

اص  ط  لاح س  ام  اران  داج .[٧] ن  م  ود م  ط  رح ش  د چ  اپ ١٩٩٨ س  ال در ک  ه ۵١٩٩خ  ود س  ال
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ی  ا ف  ران  س  وی neutre از ت  رک  ی  ب  ی ن  وت  روس  وف  ی ری  ش  ه از ک  ه چ  را ن  م  ود پ  ی  ش  ن  هاد را ن  وت  روس  وف  ی  ک

در . اس  ت وم  هارت ع  ق  ل م  ع  ن  ی ب  ه ی  ون  ان  ی sophia و خ  ن  ث  ی م  ع  ن  ی ب  ه neutral آن لات  ی  ن

و م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ود. خ  واهد خ  ن  ث  ی” ت  ف  ک  ر دان  ش ” م  ع  ن  ی ب  ه ن  وت  روس  وف  ی ن  ت  ی  ج  ه

(ع  دم ن  ادرس  ت  ی و (ع  ض  وی  ت) درس  ت  ی م  ول  ف  ه های ک  ن  ار در خ  ن  ث  ی اص  ط  لاح ب  ک  ارگ  ی  ری

ن  ه م  ج  م  وع  ه ها ن  وع ای  ن م  ی گ  ردد. م  ش  خ  ص ش  هودی ف  ازی و ف  ازی ب  ا آن ت  ف  اوت ع  ض  وی  ت)،

را س  ازگ  اری وع  دم ع  دم ت  ع  ی  ی  ن درج  ه ب  ل  ک  ه دارن  د را ع  دم ع  ض  وی  ت درج  ه و ع  ض  وی  ت درج  ه ت  ن  ها

م  ورد وک  ارب  ردها ن  ظ  ری  ات ت  ن  وع خ  اط  ر ب  ه م  ج  م  وع  ه ها ن  وع ای  ن م  ی دهن  د. ق  رار ت  وج  ه م  ورد ن  ی  ز

اس  ت. رس  ی  ده چ  اپ ب  ه م  ورد ای  ن در زی  ادی م  ق  الات و ق  رارگ  رف  ت  ه م  ح  ق  ق  ان ت  وج  ه

ی  ک  ت  ا کمینه اتوماتای آوردن دس  ت ب  ه هم  واره غیرق  ط  ع  ی، اتوماتای برای ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ب  ررس  ی م  ورد دوش  ب  ی  ه س  ازی روابط طریق از معمولا غیرق  ط  ع  ی اتوماتای هم ارزی و نیست

ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت ش  ده س  ع  ی م  ق  ال  ه ای  ن در م  ی گ  ی  رد. ق  رار

ش  ود. ارای  ه ک  م  ی  ن  ه

س  پ  س، و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای اب  ت  دا در م  ق  ال  ه، ای  ن در

ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان و داده ارای  ه را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی م  ف  هوم

هم  گ  ون س  ازی ی  ک خ  ود ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو روی هم  گ  ون س  ازی های اج  ت  م  اع

ات  وم  ات  ای دو ب  رای را هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی ک  ه ال  گ  وری  ت  م ی  ک س  پ  س، آن هاس  ت. ب  ی  ن

ب  ررس  ی م  ورد را ال  گ  وری  ت  م زم  ان  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی و داده ارای  ه م  ی ک  ن  د، ب  ررس  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای روی هم  گ  ون س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی دهی  م. ق  رار

ات  وم  ات  ای ای  ن ک  ه ن  ش  ان  م  ی دهی  م و داده ارای  ه را خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای

م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را ات  وم  ات  ا زب  ان ک  ه اس  ت ک  م  ی  ن  ه ات  وم  ات  ای ی  ک خ  ارج ق  س  م  ت  ی،

اول  ی  ه م  ف  اهی  م و ت  ع  اری  ف ٢

ص  ورت ب  ه هش  ت ت  ای  ی م  اش  ی  ن ی  ک ع  م  وم  ی٣ ف  ازی ات  وم  ات  ای [٣] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

F̃ = (Q,X, R̃, Z, δ̃, ω, F١, F٢),

3General fuzzy automata
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آن، در ک  ه اس  ت

،Q = {q١, q٢, ..., qn} ح  ال  ت ها، از م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک Q .١

،X = {a١, a٢, ..., am} ورودی، ال  ف  ب  ای از م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک X .٢

،R̃ ⊆ P̃ (Q) ف  ازی، آغ  ازی  ن ح  ال  ت های از م  ج  م  وع  ه ای R̃ .٣

،Z = {b١, b٢, ..., bk} خ  روج  ی، ال  ف  ب  ای از م  ج  م  وع  ه ای Z .۴

ش  ده، ت  ق  وی  ت ان  ت  ق  ال ت  اب  ع δ̃ : (Q× [٠, ١])×X ×Q → [٠, ١] .۵

خ  روج  ی، غ  ی  رف  ازی ت  اب  ع ω : Q → Z .۶

ت  ع  ی  ی  ن ب  رای ک  ه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ع  ض  وی  ت ت  ع  ی  ی  ن ت  اب  ع F١ : [٠, ١]× [٠, ١] → [٠, ١] .٧

µ پ  ارام  ت  ر دو ت  وس  ط ،F١(µ, δ) ت  اب  ع م  ق  دار م  ی رود. ک  ار ب  ه ف  ع  ال ح  ال  ت های ع  ض  وی  ت

ان  ت  ق  ال ارزش δ و ب  لاف  ص  ل م  اق  ب  ل ع  ض  وی  ت م  ق  دار µ آن، در ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت δ و

ات  ف  اق ak ورودی روی qj ح  ال  ت ب  ه qi ح  ال  ت از ان  ت  ق  ال ت  وس  ط رون  دی ک  ه اس  ت.

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی اف  ت  د

µt+١(qj) = δ̃((qi, µ
t(qi)), ak, qj) = F١(µ

t(qi), δ(qi, ak, qj)).

ت  اب  ع ت  وس  ط t+ ١ زم  ان در qj ح  ال  ت ع  ض  وی  ت م  ق  دار ک  ه م  ع  ن  اس  ت ای  ن ب  ه ب  الا ع  ب  ارت

م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه ان  ت  ق  ال ارزش و t زم  ان در qi ع  ض  وی  ت م  ق  دار از اس  ت  ف  اده ب  ا F١

م  ورد ک  ارب  رد ب  ه ان  ت  خ  اب م  هم  ت  ری  ن ک  ه دارد وج  ود F١ ت  اب  ع ب  رای م  ت  ف  اوت  ی ان  ت  خ  اب های

زی  ر اص  ل دو در ک  ه ری  اض  ی ت  اب  ع هر ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را F١ ت  اب  ع دارد. ب  س  ت  گ  ی ن  ظ  ر

گ  رف  ت. ن  ظ  ر در ک  ن  د ص  دق

،٠ ≤ F١(µ, δ) ≤ ١ (آ)

.F٠)١, ٠) = ٠ و F١)١, ١) = ١ (ب)

ح  ال  ت های چ  ن  دع  ض  وی  ت  ی ک  ه اس  ت چ  ن  دع  ض  وی  ت  ی رف  ع ت  اب  ع F٢ : [٠, ١]∗ → [٠, ١] .٨

ح  ال  ت روی F٢ و F١ ت  واب  ع ع  م  ل ت  رک  ی  ب ن  ت  ی  ج  ه، در م  ی ک  ن  د. ب  رط  رف را ف  ع  ال

ک  رد. خ  واهد م  ع  رف  ی را چ  ن  دع  ض  وی  ت  ی رف  ع ال  گ  وری  ت  م qj چ  ن  دع  ض  وی  ت  ی
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ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه FA و IA ،TA ت  اب  ع س  ه ب  ا U در A ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه ی  ک .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

ب  رای م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ع  دم ع  ض  وی  ت و ع  ض  وی  ت ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ع  ض  وی  ت، درس  ت  ی ت  اب  ع ن  ام های

اس  ت  ان  دارد ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی FA(x) و IA(x) ،TA(x) م  ق  ادی  ر ،x ∈ U هر

،IA : Σ →]٠−, ١+[ ،TA : Σ →]٠−, ١+[ ی  ع  ن  ی هس  ت  ن  د، ]٠−, ١+[ غ  ی  راس  ت  ان  دارد ی  ا

وج  ود FA(x) و IA(x) ،TA(x) ح  اص  ل ج  م  ع روی م  ح  دودی  ت  ی هی  چ .FA : Σ →]٠−, ١+[

.٠− ≤ supTA(x) + sup IA(x) + supFA(x) ≤ ٣+ ب  ن  اب  رای  ن، ن  دارد.

روی ک  ه اس  ت ن  وت  روس  وف  ی  ک  ی م  ج  م  وع  ه ی  ک ت  ک ارزش  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

Q از A ت  ک ارزش  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه ی  ک ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف [٠, ١] اس  ت  ان  دارد ف  اص  ل  ه

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه

{(x, TA(x), IA(x), FA(x))
∣∣x ∈ Σ},

ب  ه ط  وری ک  ه TA, IA, FA : Σ → [٠, ١], آن در ک  ه

٠ ≤ sup
x∈Σ

TA(x) + sup
x∈Σ

IA(x) + sup
x∈Σ

FA(x) ≤ ٣.

آن ب  ه راح  ت  ی ب  رای و م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده ت  ک ارزش  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه از م  ق  ال  ه ای  ن در

م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه ی

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای س  ازی ک  م  ی  ن  ه ٣

ص  ورت ب  ه م  اش  ی  ن ن  ه ت  ای  ی ی  ک M ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ی  ک .٣. ١ ت  ع  ری  ف

M = (Q,Σ, R̃, Z, δ̃, ω, E١, E٢, E٣),

آن: در ک  ه اس  ت

ح  ال  ت ها، از م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی Q .١

ورودی، ال  ف  ب  ای از م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی Σ .٢
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آغ  ازی  ن، ح  ال  ت های از ن  وت  روس  وف  ی  ک م  ج  م  وع  ه ای R̃ ⊆ P̃ (Q) .٣

خ  روج  ی، ال  ف  ب  ای از م  ت  ن  اهی م  ج  م  وع  ه ی Z = {b١, b٢, ..., bk} .۴

ت  اب  ع δ̃ : (Q× [٠, ١]× [٠, ١]× [٠, ١])× Σ×Q → [٠, ١]× [٠, ١]× [٠, ١] .۵

ن  وت  روس  وف  ی  ک، ش  ده ت  ق  وی  ت ان  ت  ق  ال

ت  اب  ع ،ω : (Q × [٠, ١] × [٠, ١] × [٠, ١]) × Z → [٠, ١] × [٠, ١] × [٠, ١] .۶

ن  وت  روس  وف  ی  ک، خ  روج  ی

اس  ت -ن  رم t ی  ک ET
١ : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١] ک  ه ،E١ = (ET

١ , EI
١ , E

F
١ ) .٧

دو ت  وس  ط ET
١ (T, Tδ) ت  اب  ع م  ق  دار م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ع  ض  وی  ت ت  خ  ص  ی  ص ت  اب  ع و

م  ق  دار Tδ و ب  لاف  ص  ل م  اق  ب  ل ع  ض  وی  ت م  ق  دار T ک  ه م  ی ش  ود ت  ع  ی  ی  ن Tδ و T پ  ارام  ت  ر

EI
١ : [٠, ١]× [٠, ١] → [٠, ١] هم  چ  ن  ی  ن، م  ی دهد. ن  ش  ان را ان  ت  ق  ال ت  اب  ع ع  ض  وی  ت

EI
١ (I, Iδ) ت  اب  ع م  ق  دار م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ع  دم ق  ط  ع  ی  ت ت  اب  ع ک  ه اس  ت -ن  رم t ی  ک

م  اق  ب  ل ع  دم ق  ط  ع  ی  ت م  ق  دار I ک  ه م  ی ش  ود، م  ش  خ  ص Iδ و I پ  ارام  ت  ر دو ت  وس  ط

ع  لاوه ب  رای  ن، م  ی دهد. ن  ش  ان را ان  ت  ق  ال ت  اب  ع ع  دم ق  ط  ع  ی  ت م  ق  دار Iδ و ب  لاف  ص  ل

ن  ام  ی  ده ع  دم ع  ض  وی  ت ت  اب  ع و اس  ت -ن  رم s ی  ک EF
١ : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١]

F ک  ه م  ی ش  ود، ت  ع  ی  ی  ن Fδ و F پ  ارام  ت  ر دو ت  وس  ط EF
١ (F, Fδ) ت  اب  ع م  ق  دار م  ی ش  ود.

ن  ش  ان را ان  ت  ق  ال ت  اب  ع ع  دم ع  ض  وی  ت م  ق  دار Fδ و ب  لاف  ص  ل م  اق  ب  ل ع  دم ع  ض  وی  ت م  ق  دار

م  ی دهد.

ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ak ال  ف  ب  ای ت  ح  ت qj ب  ه qi ح  ال  ت از ان  ت  ق  ال رون  د ت  ع  ری  ف ای  ن در

δ(qi, ak, qj) = (δ١(qi, ak, qj), δ٢(qi, ak, qj), δ٣(qi, ak, qj)),
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م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه

T t+١(qj) = δ̃١((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj)

= ET
١ (T t(qi), δ١(qi, ak, qj)),

It+١(qj) = δ̃٢((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj)

= EI
١ (I

t(qi), δ٢(qi, ak, qj)),

F t+١(qj) = δ̃٣((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj)

= EF
١ (F t(qi), δ٣(qi, ak, qj)),

ک  ه

δ̃((qi, T
t(qi),I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj)

= (δ̃١((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj),

δ̃٢((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj),

δ̃٣((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), ak, qj)).

ت  اب  ع و اس  ت -ن  رم s ی  ک ET
٢ : [٠, ١]∗ → [٠, ١] ک  ه ،E٢ = (ET

٢ , EI
٢ , E

F
٢ ) .٨

ع  ض  وی  ت  ی چ  ن  د واق  ع در ع  ض  وی  ت  ی چ  ن  د رف  ع ت  اب  ع م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده چ  ن  دع  ض  وی  ت  ی رف  ع

م  ی دهد. ن  س  ب  ت ع  ض  وی  ت م  ق  دار ی  ک ح  ال  ت هر ب  ه و م  ی ک  ن  د ب  رط  رف را ف  ع  ال ح  ال  ت های

ن  ام  ی  ده ع  دم ق  ط  ع  ی  ت  ی چ  ن  د رف  ع ت  اب  ع و اس  ت -ن  رم s ی  ک EI
٢ : [٠, ١]∗ → [٠, ١]

را ف  ع  ال ح  ال  ت های ع  دم ق  ط  ع  ی  ت  ی چ  ن  د واق  ع در ع  دم ق  ط  ع  ی  ت  ی چ  ن  د رف  ع ت  اب  ع م  ی ش  ود.

هم  چ  ن  ی  ن، م  ی دهد. ن  س  ب  ت ع  دم ق  ط  ع  ی  ت م  ق  دار ی  ک ح  ال  ت هر ب  ه و م  ی ک  ن  د ب  رط  رف

ن  ام  ی  ده ع  دم ع  ض  وی  ت  ی چ  ن  د رف  ع ت  اب  ع و اس  ت -ن  رم t ی  ک EF
٢ : [٠, ١]∗ → [٠, ١]

را ف  ع  ال ح  ال  ت های ع  دم ع  ض  وی  ت  ی چ  ن  د واق  ع در ع  دم ع  ض  وی  ت  ی چ  ن  د رف  ع ت  اب  ع م  ی ش  ود.

م  ی دهد. ن  س  ب  ت ع  دم ع  ض  وی  ت م  ق  دار ی  ک ح  ال  ت هر ب  ه و م  ی ک  ن  د ب  رط  رف

و اس  ت -ن  رم t ی  ک ET
٣ : [٠, ١]× [٠, ١] → [٠, ١] ک  ه ،E٣ = (ET

٣ , EI
٣ , E

F
٣ ) .٩

دو ت  وس  ط ET
٣ (T, Tω) ت  اب  ع م  ق  دار م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ع  ض  وی  ت ت  خ  ص  ی  ص خ  روج  ی ت  اب  ع
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م  ق  دار Tω و ف  ع  ال ح  ال  ت ع  ض  وی  ت م  ق  دار T ک  ه م  ی ش  ود ت  ع  ی  ی  ن Tω و T پ  ارام  ت  ر

t ی  ک EI
٣ : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١] هم  چ  ن  ی  ن، اس  ت. خ  روج  ی ح  ال  ت ع  ض  وی  ت

I ک  ه م  ی ش  ود ت  ع  ی  ی  ن Iω و I پ  ارام  ت  ر دو ت  وس  ط EI
٣ (I, Iω) ت  اب  ع م  ق  دار اس  ت. -ن  رم

اس  ت. خ  روج  ی ح  ال  ت ع  دم ق  ط  ع  ی  ت م  ق  دار Iω و ف  ع  ال ح  ال  ت ع  دم ق  ط  ع  ی  ت م  ق  دار

ت  اب  ع م  ق  دار اس  ت. -ن  رم s ی  ک EF
٣ : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١] ع  لاوه ب  رای  ن،

ع  دم ع  ض  وی  ت م  ق  دار F ک  ه م  ی ش  ود ت  ع  ی  ی  ن Fω و F پ  ارام  ت  ر دو ت  وس  ط EF
٣ (F, Fω)

ب  ا خ  روج  ی ت  اب  ع م  ق  دار اس  ت. خ  روج  ی ح  ال  ت ع  دم ع  ض  وی  ت م  ق  دار Fω و ف  ع  ال ح  ال  ت

ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه

ω(qi, bl) = (ω١(qi, bl), ω٢(qi, bl), ω٣(qi, bl)),

م  ی ش  ود: گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه

ω̃((qi, T
t(qi),I

t(qi), F
t(qi)), bl)

= (ω̃١((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl),

ω̃٢((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl),

ω̃٣((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl)),

آن در ک  ه

ω̃١((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl) = ET

٢ (T t(qi), ω١(qi, bl)),

ω̃٢((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl) = EI

٢ (I
t(qi), ω٢(qi, bl)),

ω̃٣((qi, T
t(qi), I

t(qi), F
t(qi)), bl) = EF

٢ (F t(qi), ω٣(qi, bl)).

را M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣), ع  م  وم  ی ن  وت  وروس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .٣. ٢ م  ث  ال

و R̃ = {(p١, ٠٫۵, ٠٫٢, ٠٫٩)} ،Σ = {a} ،Q = {p١, p٢, p٣} آن، در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در
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اس  ت: ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه δ

δ(p١, a, p١) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫۶), δ(p١, a, p٢) = (٠٫۶, ٠٫۵, ٠٫۴),

δ(p١, a, p٣) = (٠٫٣, ٠٫٨, ٠٫۴), δ(p٢, a, p٢) = (٠٫٢, ٠٫٩, ٠٫٢),

δ(p٢, a, p٣) = (٠٫۴, ٠٫٨, ٠٫۵), δ(p٣, a, p١) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫۵),

δ(p٣, a, p٢) = (٠٫۶, ٠٫۵, ٠٫٩), δ(p٣, a, p٣) = (٠٫۵, ٠٫۴, ٠٫۴).

گ  رف  ت: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت های ب  ه را E١ ت  وان م  ی 

EF
١ = F ∨ Fδ, ،EI

١ = I ∧ Iδ ،ET
١ = T ∧ Tδ .١

T t+١(pm) =

n∨
i=١

ET
١ (T t(pi), δ١(pi, ak, pm)),

It+١(pm) =
n∨

i=١
EI

١ (I
t(pi), δ٢(pi, ak, pm)),

F t+١(pm) =

n∧
i=١

EF
٣ (F t(pi), δ٣(pi, ak, pm)),

EF
١ = F + Fδ − F.Fδ, ،EI

١ = I.Iδ ،ET
١ = T.Tδ .٢

T t+١(pm) =
n∨

i=١
ET

١ (T t(pi), δ١(pi, ak, pm)),

It+١(pm) =

n∨
i=١

EI
١ (I

t(pi), δ٢(pi, ak, pm)),

F t+١(pm) =
n∧

i=١
EF

٣ (F t(pi), δ٣(pi, ak, pm)),
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داری  م: ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را اول م  ورد اگ  ر

T t١(p١) = ET
١ (T t٠(p١), δ١(p١, a, p١)) = ٠٫۵ ∧ ٠٫٣ = ٠٫٣,

It١(p١) = EI
١ (I

t٠(p١), δ٢(p١, a, p١)) = ٠٫٢ ∧ ٠٫۴ = ٠٫٢,

F t١(p١) = EF
١ (F t٠(p١), δ٣(p١, a, p١)) = ٠٫٩ ∨ ٠٫۶ = ٠٫٩,

T t١(p٢) = ET
١ (T t٠(p١), δ١(p١, a, p٢)) = ٠٫۵ ∧ ٠٫۶ = ٠٫۵,

It١(p٢) = EI
١ (I

t٠(p١), δ٢(p١, a, p٢)) = ٠٫٢ ∧ ٠٫۵ = ٠٫٢,

F t١(p٢) = EF
١ (F t٠(p١), δ٣(p١, a, p٢)) = ٠٫٩ ∨ ٠٫۴ = ٠٫٩,

T t١(p٣) = ET
١ (T t٠(p١), δ١(p١, a, p٣)) = ٠٫۵ ∧ ٠٫٣ = ٠٫٣,

It١(p٣) = EI
١ (I

t٠(p١), δ٢(p١, a, p٣)) = ٠٫٢ ∧ ٠٫٨ = ٠٫٢,

F t١(p٣) = EF
١ (F t٠(p١), δ٣(p١, a, p٣)) = ٠٫٩ ∨ ٠٫۴ = ٠٫٩,

T t٢(p١) = ET
١ (T t١(p١), δ١(p١, a, p١)) ∨ ET

١ (T t١(p٣), δ١(p٣, a, p١))

= (٠٫٣ ∧ ٠٫٣) ∨ (٠٫٣ ∧ ٠٫۶) = ٠٫٣,

It٢(p١) = EI
١ (I

t١(p١), δ٢(p١, a, p١)) ∨ EI
١ (I

t١(p٣), δ٢(p٣, a, p١))

= (٠٫٢ ∧ ٠٫۴) ∨ (٠٫٢ ∧ ٠٫٨) = ٠٫٢,

F t٢(p١) = EF
١ (F t١(p١), δ٣(p١, a, p١)) ∧ EF

١ (F t١(p٣), δ٣(p٣, a, p١))

= (٠٫٩ ∨ ٠٫۶) ∧ (٠٫٩ ∨ ٠٫۵) = ٠٫٩,

T t٢(p٢) = ET
١ (T t١(p١), δ١(p١, a, p٢)) ∨ ET

١ (T t١(p٢), δ١(p٢, a, p٢))

∨ ET
١ (T t١(p٣), δ١(p٣, a, p٢))

= (٠٫٣ ∧ ٠٫۶) ∨ (٠٫۵ ∧ ٠٫٢) ∨ (٠٫٣ ∧ ٠٫۶) = ٠٫٣,

It٢(p٢) = EI
١ (I

t١(p١), δ٢(p١, a, p٢)) ∨ EI
١ (I

t١(p٢), δ٢(p٢, a, p٢))

∨ EI
١ (I

t١(p٣), δ٢(p٣, a, p٢))

= (٠٫٢ ∧ ٠٫۵) ∨ (٠٫٢ ∧ ٠٫٩) ∨ (٠٫٢ ∧ ٠٫۵) = ٠٫٢,
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F t٢(p٢) = EF
١ (F t١(p١), δ٣(p١, a, p٢)) ∧ EF

١ (F t١(p٢), δ٣(p٢, a, p٢))

∧ EF
١ (F t١(p٣), δ٣(p٣, a, p٢))

= (٠٫٩ ∨ ٠٫۴) ∧ (٠٫٩ ∨ ٠٫٢) ∧ (٠٫٩ ∨ ٠٫٩) = ٠٫٩,

T t٢(p٣) = ET
١ (T t١(p١), δ١(p١, a, p٣)) ∨ ET

١ (T t١(p٢), δ١(p٢, a, p٣))

∨ ET
١ (T t١(p٣), δ١(p٣, a, p٣))

= (٠٫١ ∧ ٠٫٣) ∨ (٠٫١ ∧ ٠٫۴) ∨ (٠٫١ ∧ ٠٫۵) = ٠٫١,

It٢(p٣) = EI
١ (I

t١(p١), δ٢(p١, a, p٣)) ∨ EI
١ (I

t١(p٢), δ٢(p٢, a, p٣))

∨ EI
١ (I

t١(p٣), δ٢(p٣, a, p٣))

= (٠٫٢ ∧ ٠٫٨) ∨ (٠٫٢ ∧ ٠٫٨) ∨ (٠٫٢ ∧ ٠٫۴) = ٠٫٢,

F t٢(p٣) = EF
١ (F t١(p١), δ٣(p١, a, p٣)) ∧ EF

١ (F t١(p٢), δ٣(p٢, a, p٣))

∧ EF
١ (F t١(p٣), δ٣(p٣, a, p٣))

= (٠٫٩ ∨ ٠٫۴) ∧ (٠٫٩ ∨ ٠٫۵) ∧ (٠٫٩ ∨ ٠٫۴) = ٠٫٩.

زم  ان در p٣ و p٢ ،p١ ح  ال  ت های ب  رای هم  زم  ان ان  ت  ق  ال س  ه ک  ه م  ی ش  ود دی  ده واض  ح ط  ور ب  ه

دارد. وج  ود t٢

ات  وم  ات  ای دو ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی زی  ر ال  گ  وری  ت  م

ال  گ  وری  ت  م ب  ا واق  ع در م  ی ک  ن  د. ب  ررس  ی را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو آی  ا ک  ه ک  رد ب  ررس  ی م  ی ت  وان زی  ر

ی  ا اس  ت ب  رق  رار آن  ها ب  ی  ن س  ازی هم  گ  ون راب  ط  ه ی ش  ده داده ع  م  وم  ی

داد. ارای  ه را ک  م  ی  ن  ه ات  وم  ات  ای م  ی ت  وان ال  گ  وری  ت  م ای  ن ک  م  ک ب  ا س  پ  س، خ  ی  ر؟

ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو س  ازی هم  گ  ون ال  گ  وری  ت  م

ع  م  وم  ی
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و M١ = (Q١,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ات  وم  ات  ای ورودی: گ  ام١.

M٢ = (Q٢,Σ, δ̃
′, Z ′, R̃′, ω′, E١, E٢, E٣),

،q٢ ∈ Q٢ ،q١ ∈ Q١ ،i = ٠

اگ  ر و q١ ∈ R̃ ⇔ q٢ ∈ R̃′ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ،q١τiq٢ .٢ گ  ام

T t٠(q١) = k١, I
t٠(q١) = k٢, F

t٠(q١) = k٣,

گ  اه آن

T t٠(q٢) ≥ k١, I
t٠(q٢) ≥ k٢, F

t٠(q٢) ≤ k٣,

اگ  ر ب  رع  ک  س و

T t٠(q٢) = k١, I
t٠(q٢) = k٢, F

t٠(q٢) = k٣,

گ  اه آن

T t٠(q١) ≥ k١, I
t٠(q١) ≥ k٢, F

t٠(q١) ≤ k٣,

،i = i+ ١ .٣ گ  ام

p١ ∈ Q١, a ∈ Σ ب  رای و q١τi−١q٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر q١τiq٢ .۴ گ  ام

δ١(q١, a, p١) = l١ ⇒ ∃p٢ ∈ Q٢, s.t. δ′١(q٢, a, p٢) ≥ l١,

ب  رع  ک  س، و p١τi−١p٢ آن در ک  ه

δ′١(q٢, a, p٢) = l١ ⇒ ∃p١ ∈ Q١, s.t. δ١(q١, a, p١) ≥ l١,
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هم  چ  ن  ی  ن، p١τi−١p٢ آن در ک  ه

δ٢(q١, a, p١) = l٢ ⇒ ∃p٢ ∈ Q٢, s.t. δ′٢(q٢, a, p٢) ≥ l٢,

ب  رع  ک  س و p١τi−١p٢ ک  ه هن  گ  ام  ی

δ′٢(q٢, a, p٢) = l٢ ⇒ ∃p١ ∈ Q١, s.t. δ٢(q١, a, p١) ≥ l٢,

p١ ∈ Q١, a ∈ Σ ب  رای هم  چ  ن  ی  ن، . p١τi−١p٢ آن  گ  اه

δ٣(q١, a, p١) = l٣ ⇒ ∃p٢ ∈ Q٢, s.t. δ′٣(q٢, a, p٢) ≤ l٣,

،p١τi−١p٢ زم  ان  ی ک  ه

،٣ گ  ام ب  ه ب  رو ای  ن  ص  ورت غ  ی  ر در ب  ع  دی گ  ام ب  ه ب  رو آن  گ  اه ،τi = τi−١ اگ  ر .۵ گ  ام

هرگ  اه و q١τiq٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر q١ρq٢ .۶ گ  ام

ω١(q١, z) = l١, ω٢(q١, z) = l٢, ω٣(q١, z) = l٣,

،ω′
٢(q٢, z) ≥ l٢ ،ω′

١(q٢, z) ≥ l١ ط  وری ک  ه ب  ه دارد وج  ود z′ ∈ Z ′ آن  گ  اه

ب  رع  ک  س. و ω′
٣(q٢, z) ≤ l٣

ρ خ  روج  ی: .٧ گ  ام

زم  ان  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی و O(|Q١||Q٢|) ب  راب  ر دوم گ  ام زم  ان  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی ش  ده، داده ال  گ  وری  ت  م در

ت  ک  رار max{|Q١|, |Q٢|} در ح  داک  ث  ر ال  گ  وری  ت  م ای  ن و O(|Q١||Q٢||Σ|) ب  راب  ر چ  هارم گ  ام

اس  ت. O(|Q١||Q٢||Σ|(|Q١|+ |Q٢|)) ب  راب  ر ال  گ  وری  ت  م ک  ل پ  ی  چ  ی  دگ  ی پ  س م  ی ش  ود.

ن  م  اد از q١ρq٢ ج  ای ب  ه q٢ ∈ Q٢ و q١ ∈ Q١ هر ب  رای م  ق  ال  ه، ادام  ه در س  هول  ت ب  رای

ح  ال  ت هر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر M١ ≃ M٢ ع  لاوه ب  رای  ن، م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده q١ ≃ q٢

ح  ال  ت هر ب  رای ب  رع  ک  س، و q١ ≃ q٢ ط  وری ک  ه ب  ه q٢ ∈ Q٢ ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود q١ ∈ Q١

.q٢ ≃ q١ ط  وری ک  ه ب  ه q١ ∈ Q١ ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود q٢ ∈ Q٢



٩۶ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

ی  ک ش  ده داده M٢ و M١ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو ب  ی  ن گ  وی  ی  م .٣. ٣ ت  ع  ری  ف

.M١ ≃ M٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر هس  ت ب  رق  رار س  ازی هم  گ  ون راب  ط  ه ی

دو Mi = (Qi,Σ, δ̃
i, Zi, R̃i, ωi, E١, E٢, E٣), i = ١, ٢ ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ م  ث  ال

،Σ = {a} ،Q١ = {p١, p٢, p٣, p۴} آن، در ک  ه ب  اش  ن  د ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای

،Z١ = {z١, z٢}

ω١(p١, z١) = ω١(p٢, z٢) = ω١(p٣, z١) = ω١(p۴, z١) = (٠٫۴, ٠٫٩, ٠٫١),

و ،R̃١ = {(p١, ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۵), (p٣, ٠٫٣, ٠٫٧, ٠٫١)}

δ١(p١, a, p١) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٩), δ١(p١, a, p٢) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫١),

δ١(p١, a, p٣) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٩), δ١(p١, a, p۴) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫١),

δ١(p٢, a, p١) = (٠٫٩, ٠٫۶, ٠٫٧), δ١(p٢, a, p٢) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫٢),

δ١(p٢, a, p٣) = (٠٫٩, ٠٫۶, ٠٫٧), δ١(p٢, a, p۴) = (٠٫٧, ٠٫١, ٠٫٢),

δ١(p٣, a, p١) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٩), δ١(p٣, a, p٢) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫١),

δ١(p٣, a, p٣) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٩), δ١(p٣, a, p۴) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫١),

δ١(p۴, a, p١) = (٠٫٩, ٠٫۶, ٠٫٧), δ١(p۴, a, p٢) = (٠٫٧, ٠٫١, ٠٫٢),

δ١(p۴, a, p٣) = (٠٫٩, ٠٫۶, ٠٫٧), δ١(p۴, a, p۴) = (٠٫٧, ٠٫١, ٠٫٢),

،Z٢ = {z} ،Q٢ = {q١, q٢}

δ١(q١, a, q١) = (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٩), δ١(q١, a, q٢) = (٠٫۶, ٠٫٧, ٠٫١),

δ١(q٢, a, q١) = (٠٫٩, ٠٫۶, ٠٫٧), δ١(q٢, a, q٢) = (٠٫٧, ٠٫١, ٠٫٢),

ب  ه ت  وج  ه ب  ا .R̃٢ = {(q١), ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۵} ،ω٢(q١, z) = ω٢(q٢, z) = (٠٫۴, ٠٫٩, ٠٫١)

.p۴ ≃ q٢ ،p٣ ≃ q١ ،p٢ ≃ q٢ ،p١ ≃ q١ ک  ه دی  د م  ی ت  وان راح  ت  ی ب  ه ش  ده، داده ال  گ  وری  ت  م

دارد. وج  ود M٢ و M١ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی ی  ک ل  ذا،



اب  ول پ  ور خ. و زاهدی م. م. زاده، ش  م  س  ی م. ٩٧

ک  م  ی  ن  ه را M ب  اش  د. ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م داش  ت  ه M ≃ M′ ک  ه M′ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هر ب  رای هرگ  اه گ  وی  ی  م،

ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ح  ال  ت های ت  ع  داد ن  ش  ان دهن  ده |M| آن در ک  ه ،|M| ≤ |M′|

اس  ت. M ع  م  وم  ی

ن  ظ  ر در را ،۴ .٣ م  ث  ال در ش  ده ارای  ه M٢ و M١ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .۶ .٣ م  ث  ال

ب  رق  رار M٢ و M١ ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی ی  ک ک  ه دادی  م ن  ش  ان ،۴ .٣ م  ث  ال در ب  گ  ی  ری  د.

م  ی  ن  ی  م  ال ات  وم  ات  ای ی  ک M٢ درن  ت  ی  ج  ه، .|M٢| ≤ |M١| ک  ه م  ی ش  ود دی  ده وض  وح ب  ه اس  ت.

اس  ت.

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  اهای هم  ه ی ک  لاس روی هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ی .٣. ٧ ن  ت  ی  ج  ه

اس  ت. ت  ع  دی و ت  ق  ارن  ی ان  ع  ک  اس  ی، خ  واص دارای

ات  وم  ات  ای دو هم  گ  ون س  ازی ال  گ  وری  ت  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

□ اس  ت. واض  ح اث  ب  ات ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

Mk = (Qk,Σ, δ̃
k, Zk, R̃k, ωk, E١, E٢, E٣), k = ١, ٢,

M٢ و M١ ب  ی  ن های هم  گ  ون  س  ازی از ن  ات  هی خ  ان  واده هر اج  ت  م  اع آن  گ  اه ب  گ  ی  ری  د. درن  ظ  ر را

آن  هاس  ت. ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی ی  ک خ  ود

دو ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی های از ن  ات  هی خ  ان  واده ی  ک {≃i |i ∈ I} ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

داری  م: پ  س .≃= ∪i∈I ≃i ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  د. M٢ و M١ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای

ک  ن  ی  د ف  رض .q١ ≃i q٢ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود i ∈ I اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر q١ ≃ q٢

ب  ع  ض  ی ب  رای پ  س، .q١ ≃ q٢

q٢ ∈ R̃٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر q١ ∈ R̃١ درن  ت  ی  ج  ه، .q١ ≃i q٢ ،i ∈ I

آن  گ  اه ،F t٠(q١) = k٣ ،It٠(q١) = k٢ ،T t٠(q١) = k١ اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن، و

ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال، .F t٠(q٢) ≤ k٣ ،It٠(q٢) ≥ k٢ ،T t٠(q٢) ≥ k١



٩٨ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

،δ١
١(q١, a, p١) = k١ ب  اش  ی  م: داش  ت  ه a ∈ Σ و p١ ∈ Q١ ب  ع  ض  ی

دارد وج  ود p٢, p
′
٢, p

′′
٢ ∈ Q٢ آن  گ  اه ،δ١

٣(q١, a, p١) = k٣ ،δ١
٢(q١, a, p١) = k٢

و δ١
٣(q٢, a, p

′′
٢) ≤ k٣ ،δ١

٢(q٢, a, p
′
٢) ≥ k٢ ،δ١

١(q٢, a, p٢) ≥ k١ ب  ه ط  وری ک  ه

p١ ∈ Q١ ب  ع  ض  ی ب  رای درن  ت  ی  ج  ه، ب  رع  ک  س. و p١ ≃i p٢, p١ ≃i p
′
٢, p١ ≃i p

′′
٢

آن  گ  اه ،δ١
٣(q١, a, p١) = k٣ ،δ١

٢(q١, a, p١) = k٢ ،δ١
١(q١, a, p١) = k١ اگ  ر a ∈ Σ و

،δ١
٢(q٢, a, p

′
٢) ≥ k٢ ،δ١

١(q٢, a, p٢) ≥ k١ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود p٢, p
′
٢, p

′′
٢ ∈ Q٢

پ  س .q١ ≃ q٢ ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال ب  رع  ک  س. و p′١ ≃ p′′٢ و δ١
٣(q٢, a, p

′′
٢) ≤ k٣

،ω١
٢(q١, z) = l٢ ω١

١(q١, z) = l١ و q١ ≃i q٢ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود z ∈ Z١ و i ∈ I

ω١
١(q١, z) ≥ l١ ط  وری ک  ه ب  ه دارد وج  ود z′ ∈ Z٢ درن  ت  ی  ج  ه، .ω١

٣(q١, z) = l٣

ی  ک ≃ و اس  ت ب  رق  رار ادع  ا ب  ن  اب  رای  ن، .ω١
٣(q١, z) ≤ l٣ ،ω١

٢(q١, z) ≥ l٢

□ اس  ت. M٢ و M١ ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی

ات  وم  ات  ای ی  ک M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣), ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٩ ت  ع  ری  ف

ک  ه اس  ت Σ∗ از زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ،M ت  وس  ط ش  ده پ  ذی  رش زب  ان ب  اش  د. ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه

L(M) = {x ∈ Σ∗|δ̃١((q, T
t٠(q), It٠(q), F t٠(q)), x, p)

∧ ω̃١((p, T
t٠+|x|(p), It٠+|x|(p), F t٠+|x|(p)), z) ≥ ٠,

ب  ع  ض  ی ب  رای p ∈ Q, z ∈ Z}.

را ،٣. ٢ م  ث  ال در ش  ده ارای  ه ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .٣. ١٠ م  ث  ال

و ω(p٢, b) = (٠٫٣, ٠٫٩, ٠٫٧) ،Z = {b} گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

: داری  م ω(p١, b) = (٠, ٠٫٩, ١) = ω(p٣, b)

δ̃١((p١, T
t٠(p١), I

t٠(p١), F
t٠(p١)), a, p٢)

∧ ω̃١((p٢, T
t٠+|x|(p٢), I

t٠+|x|(p٢), F
t٠+|x|(p٢)), b) > ٠.

.L(M) = a+ ک  ه م  ی ش  ود دی  ده وض  وح ب  ه هم  چ  ن  ی  ن،
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دو Mi = (Qi,Σ, δ̃
i, Zi, R̃i, ωi, E١, E٢, E٣), i = ١, ٢ ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ ق  ض  ی  ه

ات  وم  ات  ای دو ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی راب  ط  ه ی ی  ک ≃ و ب  اش  ن  د ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای

.L(M١) = L(M٢) آن گ  اه ب  اش  د. M٢ و M١

ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  د. M٢ و M١ ب  ی  ن هم  گ  ون  س  ازی ی  ک ≃ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ب  ه ق  س  م  ی ک  ه p, q ∈ Q١ دارد وج  ود پ  س .x ∈ L(M١)

δ̃١((q,T
t٠(q), It٠(q), F t٠(q)), x, p)

∧ ω̃١(p, T
t٠+|x|(p), It٠+|x|(p), F t٠+|x|(p), z) ≥ ٠.

داری  م: پ  س .x = a١a٢...an ک  ن  ی  د ف  رض

δ̃١((q,T
t٠(q), It٠(q), F t٠(q)), a١...an, p)

∧ ω̃١(p, T
tn(p), Itn(p), F tn(p), z) ≥ ٠.

ب  ه ق  س  م  ی ک  ه p٠ = p, p١, p٢, ..., pn = p′ دارد وج  ود پ  س

δ̃١((p٠, T
t٠(p٠), I

t٠(p٠), F
t٠(p٠)), a١, p١) ≥ ٠,

δ̃١((p١, T
t١(p١), I

t١(p١), F
t١(p١)), a٢, p٢) ≥ ٠,

.

.

.

δ̃١((pn−١, T
tn−١(pn−١), I

tn−١(pn−١), F
tn−١(pn−١)), an, pn) ≥ ٠,

،T t٠(p٠) ≥ ٠ ب  ن  اب  رای  ن، .ω١(p, z) ≥ ٠ و ،Tn(p) ≥ ٠ هم  چ  ن  ی  ن،

وج  ود پ  س .δ١
١(p١, a٢, p٢) ≥ ٠, ..., δ١

١(pn−١, an, pn) ≥ ٠ ،δ١
١(p٠, a١, p١) ≥ ٠

و p٠ ≃ q٠ چ  ون .T t٠(q٠) ≥ ٠ و p٠ ≃ q٠ ب  ه ط  وری ک  ه، q٠ ∈ R̃٢ دارد

و δ٢
١(q٠, a١, q١) ≥ ٠ ب  ه ط  وری ک  ه q١ ∈ Q٢ دارد وج  ود پ  س δ١

١(p٠, a١, p١) ≥ ٠



١٠٠ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

ب  ه ط  وری ک  ه آی  د دس  ت ب  ه qn−١ ∈ Q٢ ت  ا م  ی دهی  م ادام  ه را رون  د هم  ی  ن .q١ ≃ p١

ب  ه ط  وری ک  ه qn ∈ Q٢ دارد وج  ود پ  س δ١
١(pn−١, an, pn) ≥ ٠ چ  ون .qn−١ ≃ pn−١

□ .x ∈ L(M٢) ب  ن  اب  رای  ن، .qn ≃ pn و δ٢
١(qn−١, an, qn) ≥ ٠

ات  وم  ات  ای ی  ک M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٢ ت  ع  ری  ف

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ق  اب  ل دس  ت  رس ح  ال  ت ی  ک q ∈ Q گ  وی  ی  م ب  اش  د. ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

ب  رای δ̃١((p, T
t٠(p), It٠(p), F t٠(p)), x, q) > ٠ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود x ∈ Σ∗

.p ∈ R̃ هر

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۴ .٣ م  ث  ال در ش  ده ارای  ه ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .٣. ١٣ م  ث  ال

هس  ت  ن  د. ق  اب  ل دس  ت  رس آن ح  ال  ت های هم  ه ی

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو .١۴ .٣ ت  ع  ری  ف

Mi = (Qi,Σ, δ̃
i, Zi, R̃i, ωi, E١, E٢, E٣), i = ١, ٢,

Q٢ ب  ه Q١ از f م  ان  ن  د پ  وش  ای  ی ت  اب  ع ی  ک ،M٢ ب  ه M١ از هم ری  خ  ت ی  ک ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط b١, b٢ ∈ Z و a ∈ Σ ،q, q′ ∈ Q١ هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت

،T t٠(f(q)) > ٠ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ،F t٠(q) < ٠ ،It٠(q) > ٠ ،T t٠(q) > ٠ .١

.F t٠(f(q)) < ٠ ،It٠(f(q)) > ٠

δ١
٢(q, a, q

′) > ٠ ،δ٢
١(f(q), a, f(q

′)) > ٠ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر δ١
١(q, a, q

′) > ٠ .٢

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر δ١
٣(q, a, q

′) < ١ و δ٢
٢(f(q), a, f(q

′)) > ٠ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر

.δ٢
٣(f(q), a, f(q

′)) < ١

آن  گ  اه ω١
٢(q, z٢) > ٠ اگ  ر ،ω٢

١(f(q), z١) > ٠ آن  گ  اه ω١
١(q, z١) > ٠ اگ  ر .٣

،ω٢
٣(f(q), z٣) < ١ آن  گ  اه ω١

٣(q, z٣) < ١ اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن، و ω٢
٢(f(q), z٢) > ٠

.z١, z٢, z٣ ∈ Z ب  ع  ض  ی ب  رای

ب  رای و ب  اش  د ی  ک ب  ه ی  ک و هم ری  خ  ت f اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر گ  وی  ی  م ی  ک  ری  خ  ت را f ط  رف  ی از
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ω١
٣(q, z٣) < ١ ،ω١

٢(q, z٢) > ٠ ،ω١
١(q, z١) > ٠ ب  اش  ی  م: داش  ت  ه z١, z٢, z٣ ∈ Z ب  ع  ض  ی

.ω٢
٣(f(q), z٣) < ١ ،ω٢

٢(f(q), z٢) > ٠ ،ω٢
١(f(q), z١) > ٠ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر

M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .١۵ .٣ ت  ع  ری  ف

هم  ه ی اج  ت  م  اع ≃ ک  ن  ی  د ف  رض ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ب  اش  ن  د دس  ت  رس ق  اب  ل آن ح  ال  ت های هم  ه ی ک  ه

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای درای  ن ص  ورت ب  اش  د. M روی هم  گ  ون  س  ازی های

ک  ه M′ = (Q′,Σ, δ̃′, Z, R̃′, ω′, E١, E٢, E٣) داری  م: زی  ر ص  ورت ب  ه را M′ خ  ارج ق  س  م  ت  ی

هم  چ  ن  ی  ن، و R̃′ = {[q]|q ∈ R̃} و [q] = {p ∈ Q|q ≃ p} ،Q′ = {[q]|q ∈ Q} آن در

δ̃′ = (Q′×[٠, ٠]×[١, ٠]×[١, ١])×Σ×Q → [٠, ٠]×[١, ٠]×[١, ١] م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

ب  ه ط  وری ک  ه

δ′١([q], a, [p]) = ∨{δ١(q, a, p
′)|p′ ≃ p},

δ′٢([q], a, [p]) = ∨{δ٢(q, a, p
′)|p′ ≃ p},

δ′٣([q], a, [p]) = ∧{δ٣(q, a, p
′)|p′ ≃ p},

F t٠([q]) = ،It٠([q]) = ∨{It٠(q′)|q ≃ q′} ،T t٠([q]) = ∨{T t٠(q′)|q ≃ q′}

ω̃′ : (Q′× [٠, ١]× [٠, ١]× [٠, ١])×Z → [٠, ١]× [٠, ١]× و ∧{F t٠(q′)|q ≃ q′}

آن در ک  ه [٠, ١]

ω′
١([q], z) = ∨{ω١(q

′, z)|q′ ≃ q}

ω′
٢([q], z) = ∨{ω٢(q

′, z)|q′ ≃ q}

ω′
٣([q], z) = ∧{ω٣(q

′, z)|q′ ≃ q}.

هس  ت  ن  د. خ  وش ت  ع  ری  ف ω̃′ و δ̃′ ک  ه اس  ت واض  ح

M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای .١۶ .٣ م  ث  ال

،Z = {z١, z٢, z٣} ،Σ = {σ} ،Q = {q٠, q١, q٢} آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را



١٠٢ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

و ω(q٠, z١) = ω(q١, z١) = ω(q٢, z١) = (٠٫٢, ٠٫٧, ٠٫۴)

δ(q٠, σ, q٠) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٢), δ(q٠, σ, q١) = (٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٧),

δ(q٠, σ, q٢) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٢), δ(q١, σ, q٠) = (٠٫۶, ٠٫٩, ٠٫٢),

δ(q١, σ, q١) = (٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٣), δ(q١, σ, q٢) = (٠٫۶, ٠٫٩, ٠٫٢),

δ(q٢, σ, q٠) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٢), δ(q٢, σ, q١) = (٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٧),

δ(q٢, σ, q٢) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٢).

،F t٠(q٠) = ٠٫۶ ،It٠(q٠) = ٠٫۵ ،T t٠(q٠) = ٠٫۴ آن در ،ک  ه ،R̃ = {q٠, q٢} هم  چ  ن  ی  ن،

.[q] = [q٢] ،٣. ١٢ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .F t٠(q٢) = ٠٫۶ ،It٠(q٢) = ٠٫۵ ،T t٠(q٢) = ٠٫۴

M′ = (Q′,Σ, δ̃′, Z, R̃′, ω′, E١, E٢, E٣) ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ب  ن  اب  رای  ن،

،It٠([q٠]) = ٠٫۵ ،T t٠([q٠]) = ٠٫۴ ،Q′ = {[q٠], [q١]} داری  م: زی  ر ص  ورت ب  ه را

،F t٠([q٠]) = ٠٫۶

δ([q٠], σ, [q٠]) = (٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٢), δ([q٠], σ, [q١]) = (٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٧),

δ([q١], σ, [q٠]) = (٠٫۶, ٠٫٩, ٠٫٢), δ([q١], σ, [q١]) = (٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٣),

.ω([q٠], z١) = (٠٫٢, ٠٫٧, ٠٫۴) = ω([q١], z١) و

ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای روی هم  گ  ون س  ازی های هم  ه ی اج  ت  م  اع م  ق  ال  ه، ادام  ه در

گ  وی  ی  م. M روی هم  گ  ون س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن را M

ات  وم  ات  ای ی  ک M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٧ ق  ض  ی  ه

ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  ن  د. ق  اب  ل دس  ت  رس آن ح  ال  ت های هم  ه ی ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ب  اش  د. Q روی هم  گ  ون  س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن ≃

اس  ت. هم ری  خ  ت M ب  ا ،M روی ،١۵ .٣ ت  ع  ری  ف در ش  ده ت  ع  ری  ف M′

.[q] = {p ∈ Q|p ≃ q} و f(q) = [q] آن در ک  ه f : Q → Q′ ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف اث  ب  ات.

ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ات  وج  ه .F t٠(q) < ١ ،It٠(q) > ٠ ،T t٠(q) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١

،T t٠([q]) > ٠ ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .F t٠([q]) < ١ و It٠([q]) > ٠ ،T t٠([q]) > ٠
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.T t٠(q′) > ٠ ب  ه ط  وری ک  ه q′ ∈ [q] دارد وج  ود آن گ  اه .F t٠([q]) < ١ و It٠([q]) > ٠

.F t٠(q) < ١ و It٠(q) > ٠ م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه .T t٠(q) > ٠ ،≃ ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ات  وج  ه

،δ٣(q, a, q
′) < ١ و δ٢(q, a, q

′) > ٠ ،δ١(q, a, q
′) > ٠ اگ  ر ک  ه اس  ت واض  ح .٢

.δ′٣(f(q), a, f(q′)) < ١ و δ′٢(f(q), a, f(q
′)) > ٠ ،δ′١(f(q), a, f(q′)) > ٠ آن  گ  اه

ح  ال .δ′٣([q], a, [q′]) < ١ و δ′٢([q], a, [q
′]) > ٠ ،δ′١([q], a, [q′]) > ٠ درن  ت  ی  ج  ه،

ل  ذا .δ′٣([q], a, [q′]) < ١ و δ′٢([q], a, [q
′]) > ٠ ،δ′١([q], a, [q′]) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض

و δ٢(q, a, q
′′
٢ ) > ٠ ،δ١(q, a, q

′′
١ ) > ٠ ب  ه ط  وری ک  ه q′′١ ≃ q′′٢ ≃ q′′٣ ≃ q′ دارد وج  ود

اس  ت. ب  رق  رار ادع  ا ب  ن  اب  رای  ن، .δ٣(q, a, q
′′
٣ ) > ٠

.ω٣(q, z٣) < ١ و ω٢(q, z٢) > ٠ ،ω١(q, z١) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .٣

،ω′
٢([q], z٢) > ٠ ،ω′

١([q], z١) > ٠ داری  م: ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ات  وج  ه آن  گ  اه

پ  وش  اس  ت. ت  اب  ع ی  ک f ک  ه م  ی ش  ود دی  ده وض  وح ب  ه .ω′
٣([q], z٣) < ١

□ اس  ت. M′ ب  ه M از هم ری  خ  ت ی  ک f درن  ت  ی  ج  ه،

M′ خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای روی هم  گ  ون  س  ازی ت  ن  ها .٣. ١٨ ق  ض  ی  ه

اس  ت. خ  ودش ،١۵ .٣ ت  ع  ری  ف در ش  ده ب  ی  ان

ب  اش  د. M′ ات  وم  ات  ای روی هم  گ  ون  س  ازی ی  ک ∼ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.p ≃ [p] ∼ [q] ≃ q داری  م: پ  س .[p] ∼ [q] ط  رف  ی از و [p] ̸= [q] ک  ن  ی  د ف  رض

∼ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ای  ن ک  ه [p] = [q] درن  ت  ی  ج  ه، .p ∼ q ب  ن  اب  رای  ن،

□ اس  ت. هم  ان  ی راب  ط  ه ی ی  ک

هم  ه ی ب  ه ق  س  م  ی ک  ه ب  اش  د ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٩ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. Q روی هم  گ  ون  س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن ≃ ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  ن  د. ق  اب  ل دس  ت  رس آن ح  ال  ت های

ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای ی  ک ،M′ خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای آن گ  اه

اس  ت. ک  م  ی  ن  ه ع  م  وم  ی

ات  وم  ات  ای ی  ک M′ ک  ه اس  ت واض  ح ،٣. ١١ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

□ اس  ت. ک  م  ی  ن  ه ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک



١٠۴ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

ات  وم  ات  ای ی  ک M = (Q,Σ, δ̃, Z, R̃, ω,E١, E٢, E٣) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢٠ ق  ض  ی  ه

M′ و ب  اش  ن  د ق  اب  ل دس  ت  رس آن ح  ال  ت های هم  ه ی ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک

ی  ک  س  ان ات  وم  ات  ا دو هر زب  ان آن گ  اه ب  اش  د. M ق  س  م  ت  ی خ  ارج ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای

اس  ت.

دارد وج  ود z ∈ Z و p, q ∈ Q پ  س .x = a١a٢...an ∈ L(M) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ب  ه ط  وری ک  ه

δ̃∗١((p, T
t٠(p), It٠(p), F t٠(p)), x, q) ∧ ω̃١(q, T

tn(q), Itn(q), F tn(q), z) > ٠.

ب  ه ط  وری ک  ه p١, ..., pn−١ ∈ Q دارد وج  ود پ  س

δ̃١((p, T
t٠(p), It٠(p), F t٠(p)), a١, p١) > ٠,

δ̃١((p١, T
t١(p١), I

t١(p١), F
t١(p١)), a٢, p٢) > ٠, ...,

δ̃١((pn−١, T
tn−١(pn−١), I

tn−١(pn−١), F
tn−١(pn−١)), an, q) > ٠,

δ′١([p], a١, [p١]) > و T t٠([p]) > ٠ ت  ع  ری  ف، ب  ه ت  وج  ه ب  ا .T tn(q) > ٠ ،ω١(q, z) > ٠

درن  ت  ی  ج  ه، .ω١([q], z) > ٠ ،δ′١([p١], a٢, [p٢]) > ٠, ...., δ′١([pn−١], an, [q]) > ٠ ،٠

دارد وج  ود آن گ  اه .x = a١a٢...an ∈ L(M′) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال، .x ∈ L(M′)

ب  ه ق  س  م  ی ک  ه z ∈ Z و [p], [q] ∈ Q′

δ̃
′∗
١ (([p], T t٠([p]), It٠([p]), F t٠([p])), a١a٢...an, [q])

∧ ω̃١([q], T
tn([q]), Itn([q]), F tn([q]), z) > ٠.
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ب  ه ق  س  م  ی ک  ه [p١], [p٢], ..., [pn] ∈ Q دارد وج  ود پ  س

δ̃
′∗
١ (([p], T t٠([p]), It٠([p]), F t٠([p])), a١, [p١]) > ٠

δ̃
′∗
١ (([p١], T

t٠([p١]), I
t٠([p١]), F

t٠([p١])), a٢, [p٢]) > ٠

.

.

.

δ̃
′∗
١ (([pn−١], T

t٠([pn−١]), I
t٠([pn−١]), F

t٠([pn−١])), an, [q]) > ٠

ω١([q], z) > ٠.

ب  ه ق  س  م  ی ک  ه p′١ = p١ دارد وج  ود M′ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه

اس  ت خ  وش ت  ع  ری  ف δ̃′ ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا .T t٠(p) > ٠ و δ١(p, a١, p
′
١) > ٠

ادام  ه را رون  د هم  ی  ن .δ١(p
′
١, a٢, p

′
٢) > ٠ ب  ه ق  س  م  ی ک  ه p′٢ = p٢ دارد وج  ود پ  س

ب  ا ط  رف  ی از .δ١(p
′
n−١, an, q

′) > ٠ ب  ه ق  س  م  ی ک  ه q′ = q دارد وج  ود پ  س م  ی دهی  م.

ب  رق  رار ادع  ا و x ∈ L(M) ،درن  ت  ی  ج  ه .ω١(q
′, z) > ٠ ،M′ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه

□ اس  ت.

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۴

س  پ  س، و ک  رده ت  ع  ری  ف را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای م  ق  ال  ه، ای  ن در

س  پ  س، دادی  م. ارای  ه را ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی م  ف  هوم

ارای  ه ات  وم  ات  ا دو ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی راب  ط  ه ت  ش  خ  ی  ص ب  رای ال  گ  وری  ت  م  ی

اج  ت  م  اع ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت ک  ردی  م. م  ح  اس  ب  ه را آن زم  ان  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی و دادی  م

ب  ی  ن هم  گ  ون س  ازی ی  ک خ  ود ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای دو روی هم  گ  ون س  ازی های

ع  م  وم  ی، ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای روی هم  گ  ون س  ازی ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن هاس  ت.

ات  وم  ات  ای ای  ن ک  ه ن  ش  ان  دادی  م و دادی  م ارای  ه را خ  ارج ق  س  م  ت  ی ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای



١٠۶ ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای هم  گ  ون س  ازی

م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را ات  وم  ات  ا زب  ان ک  ه اس  ت ک  م  ی  ن  ه ات  وم  ات  ای ی  ک خ  ارج ق  س  م  ت  ی،

ک  ه ح  ال  ی در ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک ات  وم  ات  ای اس  ت آن ب  ر س  ع  ی آت  ی ک  ارهای ب  رای

ات  وم  ات  ای هم  چ  ن  ی  ن، گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ب  اش  د م  ت  ن  اهی گ  روه ی  ک آن ح  ال  ت های م  ج  م  وع  ه

گ  ی  رد. ق  رار ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه م  ورد ت  وپ  ول  وژی دی  دگ  اه از ع  م  وم  ی ن  وت  روس  وف  ی  ک
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