
۴۴٢٧١٧- ٠٩ چ  اپ  ی: ش  اپ  ای ک  ارب  ردها و ف  ازی س  ی  س  ت  م های

٣٩٨۴ -٢٧١٧ ال  ک  ت  رون  ی  ک  ی: ش  اپ  ای (١۴٠١ ت  اب  س  ت  ان و (ب  هار اول ش  م  اره پ  ن  ج  م، س  ال

DOI:10.22034/JFSA.2022.337732.1125 ١۵٩ ت  ا ١٣٩ ص  ص.

ها L-م  ن  ط  ق در ت  ش  اب  ه

ظ  هی  ری س  ع  ی  ده

ای  ران اق  ل  ی  د، اق  ل  ی  د، ع  ال  ی آم  وزش م  رک  ز ری  اض  ی، ب  خ  ش

١۴٠١/٣/٢۵ پ  ذی  رش: ت  اری  خ ١۴٠١/١/٢٧ دری  اف  ت: ت  اری  خ

ع  ل  م  ی-پ  ژوهش  ی م  ق  ال  ه: ن  وع

چ  ک  ی  ده
ج  ب  ر ای  ن خ  واص و ک  ن  ی  م م  ی م  ع  رف  ی را م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  رهای م  ف  هوم م  ق  ال  ه، ای  ن در
ی  ک ب  ه ک  ه L-ج  ب  راس  ت ی  ک م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک ن  م  ای  ی  م. م  ی ب  ررس  ی را ج  دی  د
ب  وج  ود ب  اع  ث ت  ش  اب  ه، ع  م  ل  گ  ر وج  ود اس  ت. ش  ده م  ج  هز (ت  ش  اب  ه) S دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر
س  اخ  ت  ار ای  ن م  ط  ال  ع  ه ادام  ه در ش  ود. م  ی ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ای  ن در وی  ژه خ  واص  ی آم  دن
ط  ب  ق  ه را ج  ب  ر ای  ن ص  ورت، ای  ن ب  ه و آوری  م م  ی ب  دس  ت ج  ب  ر ای  ن از خ  واص  ی ج  ب  ری،
م  ی ت  ع  ری  ف را X-ف  ازی های م  ج  م  وع  ه زی  ر X L-ج  ب  ر هر ب  رای ک  ن  ی  م. م  ی ب  ن  دی
ک  ن  ی  م. م  ی ب  ررس  ی م  ت  ش  اب  ه های L-ج  ب  ر ب  ا را ها م  ج  م  وع  ه زی  ر ای  ن ارت  ب  اط و ک  ن  ی  م
ت  ع  ری  ف را م  ت  ش  اب  ه های L-ج  ب  ر در م  ت  ش  اب  ه(S-ای  دآل) های ای  دآل ای  ن، ب  ر ع  لاوه
ن  م  ای  ی  م. م  ی ب  ررس  ی را آن های وی  ژگ  ی م  ث  ال، و ق  ض  ی  ه گ  زاره، چ  ن  د ارای  ه ب  ا ک  ن  ی  م. م  ی
از ن  وع ای  ن خ  واص ب  ررس  ی ب  ا و ک  رده ت  ع  ری  ف را ع  رض  ه ق  اب  ل L-ج  ب  ر س  پ  س،
آوری  م. م  ی ب  دس  ت م  ی  ن  ی  م  ال اول های ای  دآل ب  ا را ها آن ارت  ب  اط ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای
ج  دی  د ف  ازی م  ن  ط  ق ی  ک ع  ن  وان ب  ه را (SL) L-م  ت  ش  اب  ه م  ن  ط  ق ای  ن، ب  ر ع  لاوه
ف  رم  ول م  ق  دم  ات  ی، ب  ی  ان ب  ا اب  ت  دا ف  ازی، م  ن  ط  ق ای  ن ارای  ه ب  رای ک  ن  ی  م. م  ی م  ع  رف  ی
ارای  ه ب  ا و ک  ن  ی  م م  ی ب  ی  ان را م  وض  وع  ه اص  ول و ک  رده م  ع  رف  ی را م  ن  ط  ق ای  ن های
را ت  م  ام  ی  ت و ص  ح  ت ق  ض  ی  ه س  پ  س دهی  م. م  ی ارای  ه را م  ن  ط  ق ای  ن اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د

ک  ن  ی  م. م  ی اث  ب  ات ف  ازی م  ن  ط  ق ای  ن ب  رای
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س  رآغ  از ١

اس  ت. ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ش  ده، ارای  ه ت  اک  ن  ون ک  ه ن  ظ  ری  ه های  ی م  ح  ب  وب ت  ری  ن از ی  ک  ی

ف  ازی های م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ری  ه م  ع  رف  ی ب  ا ب  ار اول  ی  ن ب  رای ١٩۶۵ س  ال در زاده ل  ط  ف  ی پ  رف  س  ور

ف  راهم را ری  اض  ی م  ع  ادل  ه های ب  ا ت  ق  ری  ب  ی اس  ت  دلال و ن  ادق  ی  ق اط  لاع  ات م  دل س  ازی م  ق  دم  ات

ن  ظ  ری  ه ای  ده آورد. ب  وج  ود ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق و ری  اض  ی  ات در ع  ظ  ی  م ت  ح  ول  ی خ  ود ن  وع در ک  ه ن  م  ود

ی  ک ن  ی  ازم  ن  د ”م  ا ش  د: م  ط  رح زاده ل  ط  ف  ی پ  رف  س  ور ت  وس  ط ع  ب  ارت ای  ن ب  ا ف  ازی م  ج  م  وع  ه های

س  ازی م  دل را روی  دادها دق  ت ع  دم و اب  هام  ات ب  ت  وان  ی  م ت  ا هس  ت  ی  م ری  اض  ی  ات از دی  گ  ری ن  وع

ت  ش  ری  ح و ب  ی  ان ب  رای ف  ازی ن  ظ  ری  ه ل  ذا اس  ت.” اح  ت  م  الات ن  ظ  ری  ه از م  ت  ف  اوت ک  ه م  دل  ی ن  م  ای  ی  م،

ب  وج  ود ارزش  ی چ  ن  د م  ن  ط  ق ب  راس  اس ک  ه رود م  ی ک  ار ب  ه روی  دادها در دق  ت ع  دم و ق  ط  ع  ی  ت ع  دم

ک  ردن  د. م  ع  رف  ی [١،٠] ب  ازه روی را ف  ازی های م  ج  م  وع  ه م  ف  هوم زاده پ  روف  س  ور اس  ت. آم  ده

م  ع  رف  ی را ارزش  ی چ  ن  د م  ن  ط  ق های س  ی  س  ت  م ١ ل  وک  اس  ی  وی  چ ١٩٢٠ س  ال در ب  ار اول  ی  ن ب  رای

م  ن  ط  ق های و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ش  ن  اخ  ت و م  ط  ال  ع  ه ب  رای ق  درت  م  ن  د اب  زاری م  ن  ط  ق ای  ن ک  رد.

غ  ی  رک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق های از م  ع  ن  ای  ی س  ی  س  ت  م ی  ک م  خ  ت  ل  ف م  ن  ط  ق  ی ج  ب  رهای ش  د. ف  ازی

ط  ور ب  ه داش  ت  ه ان  د. ک  ام  پ  ی  وت  ر ع  ل  وم ج  م  ل  ه از ع  ل  وم س  ای  ر در م  خ  ت  ل  ف  ی ک  ارب  ردهای ک  ه م  ی ب  اش  ن  د

.... و MV-ج  ب  رها BL-ج  ب  رها، م  ان  ده، م  ش  ب  ک  ه های م  ث  ال،

و م  ح  ض ع  ل  وم در اس  اس  ی ن  ق  ش خ  ط  ی ت  رت  ی  ب و ج  زی  ی ت  رت  ی  ب ت  ش  اب  ه، هم ارزی، م  ف  اهی  م

ب  ک  ارگ  ی  ری در هس  ت  ن  د. ف  ازی رواب  ط از ت  وس  ی  ع  ی ج  ب  رها، ن  وع ای  ن م  ی ک  ن  ن  د. ب  ازی ک  ارب  ردی

ی  ا اب  هام دق  ت، ع  دم زی  ادی م  ق  دار اط  لاع  ات، و دان  ش ت  ب  ادل ب  رای ط  ب  ی  ع  ی و روزم  ره زب  ان

و اس  ت  ن  ت  اج راه های ت  رس  ی  م و ن  م  ای  ش س  ازی، م  دل م  ا اص  ل  ی هدف م  ی ش  ود. ی  اف  ت ف  ازی

از وس  ی  ع  ی ط  ی  ف ب  رای ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای م  ی ب  اش  د. ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای گ  ون  ه ای  ن ب  ا اس  ت  دلال

و ن  وی  س  ی ها ب  رن  ام  ه ف  ازی، م  ن  ط  ق ب  ن  دی، خ  وش  ه ف  ازی، ک  ن  ت  رل ج  م  ل  ه از ک  ارب  ردی ب  رن  ام  ه های

م  ن  ط  ق  ی س  ی  س  ت  م های ک  ه اس  ت لازم وض  وح ب  ه دارن  د. ک  ارب  رد آن ها ب  ه م  رب  وط م  ف  اهی  م ت  م  ام

ف  ازی و غ  ی  رق  ط  ع  ی اط  لاع  ات پ  ردازش ب  رای م  ن  ط  ق  ی پ  ای  گ  اه ی  ک ع  ن  وان ب  ه ت  ا ش  ود ای  ج  اد ج  دی  د

م  ورد و م  ع  رف  ی غ  ی  رک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق  ی س  ی  س  ت  م های ان  واع دل  ی  ل هم  ی  ن ب  ه ش  ود. اس  ت  ف  اده آن از

م  ج  م  وع  ه و ک  ام  پ  ی  وت  ر ع  ل  وم در ق  وی اب  زاری غ  ی  رک  لاس  ی  ک های م  ن  ط  ق گ  رف  ت  ه ان  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه

ب  ه L-ج  ب  رها هم  چ  ون م  ن  ط  ق  ی ج  ب  ری- خ  واص ب  ررس  ی و ت  ع  ری  ف ل  ذا م  ی ب  اش  ن  د. ف  ازی های
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ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ک  ارب  ردهای پ  ی  ش  ب  رد و ف  ازی ج  ب  ر های از ب  ی  ش  ت  ری خ  واص آوردن ب  دس  ت

خ  واص ت  وس  ی  ع ب  ه م  ن  ج  ر ج  ب  ری م  دل ای  ن خ  واص ش  ن  اخ  ت و ب  ررس  ی ع  لاوه، ب  ه ش  د. خ  واهد

ش  د. خ  واهد ک  لاس  ی  ک غ  ی  ر های م  ن  ط  ق

ب  ا X م  ج  م  وع  ه هر ب  رای .[٨] ش  دن  د م  ع  رف  ی ٢ رام  پ ت  وس  ط L-ج  ب  رها ،٢٠٠٨ س  ال در

م  ی ن  ام  ی  ده X روی آزاد م  ون  وی  ی  د ی  ک M(X) ،X ×X ↪→ X ک  ه دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک

ت  س  اوی اگ  ر ک  رد ث  اب  ت رام  پ ش  ود.

(x · y) · (x · z) = (y · x) · (y · z) (L)

ارت  ب  اط رام  پ ن  م  ود. م  ن  ت  ق  ل M(X) ب  ه را آن ت  وان م  ی ب  اش  د، ب  رق  رار x, y, z ∈ X هر ب  رای

ک  رد. ب  ی  ان هن  دس  ه و آن  ال  ی  ز ج  ب  ر، در را ها آن ک  ارب  رد و ب  ررس  ی را ها گ  روه و L-ج  ب  رها

ب  ود. ارزی هم م  ف  اهی  م روی ب  ر آن ت  م  رک  ز و ش  د م  ع  رف  ی زاده ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ت  ش  اب  ه م  ف  هوم

خ  وش  ه م  ان  ن  د اس  ت، ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ارب  ردها از وس  ی  ع  ی ط  ی  ف ب  رای ش  ب  اهت زم  ان، آن از

ب  ار اول  ی  ن ب  رای ت  ش  اب  ه .[٧ ،۶ ،٣] ... و ف  ازی م  ن  ط  ق ن  وی  س  ی ب  رن  ام  ه و ف  ازی ک  ن  ت  رل ب  ن  دی،

م  ن  ط  ق ب  ه م  ف  هوم ای  ن ش  د[٢]. م  ع  رف  ی t-ن  رم اس  اس  ی ف  ازی های م  ن  ط  ق روی ٣ ک  اس  ت  رو ت  وس  ط

،[١۴] ت  ک  ی  ن BL-ج  ب  رهای ،[۴] MV-ج  ب  رها هم  چ  ون م  خ  ت  ل  ف t-ن  رم اس  اس  ی ف  ازی های

MV-ج  ب  رها روی را ت  ش  اب  ه هم  ک  ارش و ۴ گ  رلا .[١٣] اس  ت ش  ده داده ت  وس  ی  ع م  ث  ل  ث  ی ج  ب  رهای

اض  اف  ه MV-ج  ب  رها زب  ان ب  ه را S دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک ک  ه ک  ردن  د ت  ع  ری  ف ص  ورت ای  ن ب  ه

ب  ر ع  لاوه آوردن  د. ب  دس  ت س  اخ  ت  ار ای  ن در ها ت  ش  اب  ه م  ورد در اس  اس  ی های  ی وی  ژگ  ی و ک  ردن  د

ش  ده، م  ع  رف  ی م  ن  ط  ق . ک  ردن  د ت  هی  ه س  اخ  ت  ار ای  ن از م  ن  ط  ق  ی زب  ان ی  ک هم  ک  ارش، و گ  رلا ای  ن،

ج  دی  د م  ن  ط  ق ای  ن ب  رای ت  م  ام  ی  ت و ص  ح  ت ق  ض  ی  ه ادام  ه، در هس  ت، س  اخ  ت  ار ای  ن م  ع  ن  ای  ی م  ع  ادل

و دادن  د ت  وس  ع  ه MTL-ج  ب  رها ب  ه را ت  ش  اب  ه م  ف  هوم هم  ک  اران  ش و ون  گ س  پ  س ک  ردن  د. اث  ب  ات

و م  ع  رف  ی را ج  ب  ر ای  ن م  ن  ط  ق هم  چ  ن  ی  ن دادن  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ای  ن

هم  ک  ارش و ظ  هی  ری .[١١] ک  ردن  د اث  ب  ات ف  ازی م  ن  ط  ق ای  ن ب  رای را ت  م  ام  ی  ت و ص  ح  ت ق  ض  ی  ه

ب  رای ج  دی  دی های وی  ژگ  ی و ک  ردن  د م  ج  هز ت  ش  اب  ه ب  ه را ت  ک  ی  ن BL-ج  ب  رهای و م  ث  ل  ث  ی ج  ب  رهای

ت  ش  اب  ه، اس  اس  ی م  ن  ط  ق و ت  ش  اب  ه م  ث  ل  ث  ی م  ن  ط  ق م  ع  رف  ی ب  ا و آورن  د ب  دس  ت س  اخ  ت  ارها ای  ن

خ  واص م  ق  الات، ای  ن در ای  ش  ان پ  رداخ  ت  ن  د. ها م  ن  ط  ق ای  ن در اس  اس  ی ق  ض  ای  ای  ی اث  ب  ات ب  ه
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ب  رای ت  وس  ع  ه ی  اف  ت  ه م  خ  ت  ل  ف روی  ک  ردهای .[١۴ ،١٣] ک  ردن  د ارای  ه ف  ازی های م  ن  ط  ق در ج  دی  دی

هس  ت  ن  د. هن  دس  ی و ش  ب  ک  ه م  ح  ور وی  ژگ  ی، ب  ر م  ب  ت  ن  ی روی  ک  ردهای ت  ش  اب  ه، م  دل س  ازی

چ  گ  ون  ه و چ  را ای  ن  ک  ه ت  ع  ی  ی  ن ب  ه و اس  ت گ  رف  ت  ه س  رچ  ش  م  ه روان  ش  ن  اس  ی از ت  ش  اب  ه م  ف  هوم

ق  اب  ل ی  ک  دی  گ  ر ب  ا ها دس  ت  ه ب  رخ  ی چ  را و ش  ون  د م  ی ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ها دس  ت  ه ب  ه ها م  وج  ودی  ت

در اص  ل  ی چ  ال  ش م  ع  ان  ی، م  ق  ای  س  ه پ  ردازد. م  ی ن  ی  س  ت  ن  د، م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل ب  رخ  ی و هس  ت  ن  د م  ق  ای  س  ه

در س  ال پ  ن  ج  اه از ب  ی  ش ش  ب  اهت م  ورد در ان  س  ان ق  ض  اوت اس  ت. م  ع  ن  ای  ی ت  ش  اب  ه س  ن  ج  ش

.[۵] اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد روان  ش  ن  اس  ی ت  ح  ق  ی  ق  ات

پ  زش  ک  ی، ع  ل  وم اج  ت  م  اع  ی، ع  ل  وم م  هن  دس  ی، ب  ه م  رب  وط س  والات و م  س  ای  ل از ب  س  ی  اری

ان  واع ب  ا م  س  ای  ل گ  ون  ه ای  ن در زی  را داد. پ  اس  خ ج  دی  د ع  ل  وم ب  ا م  ی  ت  وان ب  هت  ر را ... و اق  ت  ص  اد

ن  ظ  ری  ه هم  چ  ون های  ی ن  ظ  ری  ه ب  رای اخ  ی  ر س  ال  های در هس  ت  ی  م. م  واج  ه ق  ط  ع  ی  ت ع  دم م  خ  ت  ل  ف

ع  دم ب  ا ب  رخ  ورد ج  هت ن  اهم  وار های م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ری  ه و اح  ت  م  ال ن  ظ  ری  ه ف  ازی، های م  ج  م  وع  ه

اس  ت های  ی ن  ظ  ری  ه از دس  ت  ه آن از ف  ازی های م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ری  ه ان  د. ب  وده ک  ارب  ردی ها ق  ط  ع  ی  ت

اس  ت. داش  ت  ه ع  ل  وم س  ای  ر در ف  راوان  ی ک  ارب  ردهای ت  اک  ن  ون و ک  رد پ  ی  ش  رف  ت س  رع  ت ب  ه ک  ه

ب  ه ک  ه های  ی L-ج  ب  ر س  ازی آم  اده هدف ب  ا ح  اض  ر پ  ژوهش پ  ی  ش  ی  ن  ه، ای  ن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

از ب  رخ  ی م  ا اس  ت. ش  ده ت  هی  ه گ  رف  ت  ن  د، ن  ام ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر و ش  دن  د م  ج  هز ت  ش  اب  ه دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر

ت  ع  ری  ف را ها S-ای  دآل آن، ب  ر ع  لاوه ک  ردی  م. اث  ب  ات و م  ع  رف  ی را ج  ب  رها ای  ن وی  ژه خ  واص

آوری  م ب  دس  ت را س  اخ  ت  ارها ای  ن از ب  ی  ش  ت  ری خ  واص ت  وان  س  ت  ی  م م  ف  هوم ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا و ک  ردی  م

ی  ا (L-م  ن  ط  ق ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ای  ن م  ن  ط  ق ادام  ه، در ک  ن  ی  م. ب  ن  دی ط  ب  ق  ه را ج  دی  د ج  ب  ر ای  ن و

ب  ا اب  ت  دا ف  ازی، م  ن  ط  ق ای  ن م  ع  رف  ی ب  رای ک  ردی  م. م  ع  رف  ی ف  ازی م  ن  ط  ق ی  ک ع  ن  وان ب  ه را (SL

و ک  ن  ی  م م  ی ب  ی  ان را م  وض  وع  ه اص  ول و ک  رده م  ع  رف  ی را م  ن  ط  ق ای  ن های ف  رم  ول م  ق  دم  ات  ی، ب  ی  ان

ب  ا ن  ت  ی  ج  ه، در آوردی  م. م  ی ب  دس  ت را L-م  ن  ط  ق از خ  واص  ی م  ن  ط  ق، ای  ن اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د ارای  ه ب  ا

ث  اب  ت هم  چ  ن  ی  ن ش  د. اث  ب  ات م  ن  ط  ق ای  ن در ت  م  ام  ی  ت و ص  ح  ت ق  ض  ی  ه خ  واص ای  ن از اس  ت  ف  اده

ب  اش  د. م  ی L از ت  وس  ی  ع  ی SL ک  ه ک  ردی  م

ن  ی  ازها پ  ی  ش و م  ق  دم  ات ٢

اس  ت  ف  اده ادام  ه در ک  ه L-ج  ب  رها از ن  ت  ای  ج  ی و ای پ  ای  ه م  ف  اهی  م خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

ک  ن  ی  م. م  ی ب  ی  ان را ک  رد خ  واهی  م
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ط  وری  ک  ه ب  ه اس  ت، (٢, ٠) ن  وع از (X,→, ١) ج  ب  ر ی  ک L-ج  ب  ر ی  ک [٨] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y, z ∈ L هر ب  رای

،x→ x = x→ ١ = ١, ١ → x = x (L١)

،(x→ y) → (x→ z) = (y → x) → (y → z) (L٢)

.x = y ⇐= x→ y = y → x = ١ (L٣)

ب  ه ت  رت  ی  ب اس  ت. ب  ف  رد م  ن  ح  ص  ر و اس  ت م  ن  ط  ق  ی ی  ک  ه ١ ک  ه ک  ن  د م  ی ب  ی  ان (L١) ش  رط

ش  ود: م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت

.x ≤ y ⇐⇒ x→ y = ١ (L۴)

وارون ع  ض  و دارای X L-ج  ب  ر ع  ن  اص  ر گ  وی  ی  م اس  ت. L از ع  ض  و ب  زرگ  ت  ری  ن ١ ط  وری  ک  ه ب  ه

ب  ط  وری ب  اش  د ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک x 7→ x′ و ب  اش  د ٠ ع  ض  و ک  وچ  ک  ت  ری  ن دارای اگ  ر هس  ت  ن  د

.x′ = x→ ٠ ک  ه

م  ع  ادل زی  ر م  وارد آن  گ  اه ب  اش  د. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ن  ی  د ف  رض [١٠] .٢. ٢ گ  زاره

:x, y, z ∈ X هر ب  رای هس  ت  ن  د،

،y ≤ x→ y (١)

.z → y ≤ x→ y ⇐= x ≤ z (٢)

را I ⊆ X م  ج  م  وع  ه زی  ر ب  اش  د. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ن  ی  د ف  رض [٨] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y ∈ X هر ب  رای اگ  ر ن  ام  ی  م م  ی ای  دآل ی  ک

،١ ∈ I (I١)

،y ∈ I ⇐= x, x→ y ∈ I (I٢)

،(x→ y) → y ∈ I ⇐= x ∈ I (I٣)

.y → x, y → (x→ y) ∈ I ⇐= x ∈ I (I۴)

ک  رد: ج  ای  گ  زی  ن زی  ر ش  رط ب  ا ت  وان م  ی را (I۴) ش  رط

x→ (y → x) = ١

روی ≡I دوت  ای  ی راب  ط  ه ی  ک ت  وان م  ی ب  اش  د، (X,→, ١) L-ج  ب  ر از ای  دآل  ی L اگ  ر

اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر (x, y) ∈≡I ،x, y ∈ X هر ب  رای ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف ص  ورت ای  ن ب  ه X
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{١} ای  دآل ب  وی  ژه، اس  ت. X روی هم  ن  هش  ت  ی راب  ط  ه ی  ک ≡I آن  گ  اه .x → y, y → x ∈ I

ک  ن  د. م  ی ت  ع  ری  ف را زی  ر هم  ن  هش  ت  ی راب  ط  ه

x ≡{١} y ⇔ x→ y = y → x = ١.

ب  اش  د. x′ = x→ ٠ و ٠ ب  ا هم  راه L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ن  ی  د ف  رض [١٢] .۴ .٢ گ  زاره

ب  اش  ن  د: داش  ت  ه وج  ود ∨ و ∧ ص  ورت  ی  ک  ه در هس  ت  ن  د، م  ع  ادل زی  ر ش  رای  ط آن  گ  اه

،y → x = x′ → y′ ⇐= x ≤ y (١)

،((y → x) → y′) → x′ = x→ y (٢)

،x→ (x ∧ y) = x→ y و (y′ ∨ x′) → x′ = x→ y (٣)

،(x′ → y′) → x = x′ → (x′ → y′)′ (۴)

ص  ورت ب  ه ∧ و ∨ ک  ه اس  ت م  ش  ب  ک  ه ی  ک X آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار ب  الا ش  رای  ط از ی  ک  ی اگ  ر

م  ی  ش  ون  د: ت  ع  ری  ف زی  ر

x ∧ y := ((x→ y) → x′)′, x ∨ y := (x′ → y′) → x.

ب  ه را ↔ ع  م  ل  گ  ر ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٢ م  لاح  ظ  ه

م  ی  گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت

.x↔ y = (x→ y) ∧ (y → x)

x, y ∈ X هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ن  ی  د ف  رض [١٢] .۶ .٢ ل  م

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط

.x ≤ y → x ⇐ x ≤ y (١)

.x ∨ y ≤ (x→ y) → y (٢)

م  ت  ش  اب  ه های L-ج  ب  ر ٣

اس  ت. L-ج  ب  ر ی  ک X خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ی  ا (X,→, ١) م  ق  ال  ه، ط  ول در
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ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت (X,S) ج  ف  ت ی  ک م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک .٣. ١ ت  ع  ری  ف

ب  رای ک  ن  د، ص  دق زی  ر ش  رای  ط در ک  ه اس  ت X روی دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک S : X ×X → X

:x, y, z ∈ X هر

،S(x, x) = ١ (s١)

،S(x, y) = S(y, x) (s٢)

،S(x↔ y, ١) ≤ S(x, z) ↔ S(y, z) (s٣)

.S(x, y) ∧ S(y, z) ≤ S(x, z) (s۴)

ط  ور ب  ه (ی  ا X روی ت  ش  اب  ه ع  م  ل  گ  ر ک  ن  د، ص  دق (S١)− (S۴) ش  رای  ط در ک  ه S ع  م  ل  گ  ر

ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده (X روی ت  ش  اب  ه م  خ  ت  ص  ر

ک  ن  ی  م: م  ی ت  ع  ری  ف x, y ∈ X هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  ن  د، X روی ت  ش  اب  ه دو T و S اگ  ر

S(x, y) ≤ T (x, y) اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر S ≤ T

هر ب  رای S : X ×X → X و ب  اش  د L-ج  ب  ر ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض (١) .٣. ٢ م  لاح  ظ  ه

ب  اش  د ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه x, y ∈ X

S(x, y) :=


١ x = y

٠ x 6= y

اس  ت. X روی ت  ش  اب  ه ع  م  ل  گ  ر ی  ک S آن  گ  اه

ی  ک E آن  گ  اه ،E(x, y) := x ↔ y و ب  اش  د دل  خ  واه L-ج  ب  ر ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض (٢)

ش  ود. م  ی دی  ده وض  وح ب  ه S١ − S٣ م  وض  وع  ه اص  ول اس  ت. X روی ت  ش  اب  ه ع  م  ل  گ  ر

.S(x, y) ≤ E(x, y) آن  گ  اه ب  اش  د، X روی دل  خ  واه ت  ش  اب  ه ع  م  ل  گ  ر ی  ک S اگ  ر

ب  اش  د: زی  ر ج  دول و ن  م  ودار ب  ا م  ش  ب  ک  ه ی  ک X = {٠, a, b, ١} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٣ م  ث  ال
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→ ٠ a b ١

٠ ١ ١ ١ ١

a b ١ b ١

b a a ١ ١

١ ٠ a b ١

r ٠��
�
rb

S
S
S
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�
�
r١
S
S
S

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف اگ  ر اس  ت. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) ک  ه اس  ت واض  ح

S(x, y) = E(x, y) = x↔ y.

اس  ت. م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,E) ک  ه اس  ت ب  دی  هی آن  گ  اه

م  وارد x, y, z, t هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د. ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,E) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ گ  زاره

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر

.x = y اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر E(x, y) = ١ (١)

.E(z, t) ≤ E(x, y) آن  گ  اه ،x, y ∈ [z, t] اگ  ر (٢)

.E(١, x) = x و E(٠, x) = x→ ٠ (٣)

اس  ت. واض  ح (٣) و (١) های ق  س  م  ت اث  ب  ات اث  ب  ات.

آن  گ  اه ،x, y ∈ [z, t] اگ  ر (٢)

y → x ≥ y → t ≥ z → t.

و

x→ y ≥ x→ t ≥ z → t.

.E(x, y) ≥ z → t ≥ E(z, t) آن  گ  اه

□
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ی  ک A از X-ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک ب  اش  د. م  ج  م  وع  ه ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٣ ت  ع  ری  ف

از E : A×A→ X ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک A روی ت  ش  اب  ه X ی  ک و f : A→ X ت  اب  ع

ب  اش  د: ب  رق  رار x, y ∈ X هر ب  رای زی  ر خ  واص ک  ه ط  وری ب  ه A×A

،E(x, x) = ١ (E١)

.E(x, y) = E(y, x) (E٢)

هر ب  رای اگ  ر اس  ت E از ت  وس  ی  ع ی  ک f : A → X X-ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک گ  وی  ی  م

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y ∈ A

.f(x) ∧ E(x, y) ≤ f(y) (E٣)

f(x) = x ط  وری  ک  ه ب  ه f : A→ X آن  گ  اه ،A = {a, b, ١} اگ  ر ،٣. ٣ م  ث  ال در .۶ .٣ م  ث  ال

داری  م ،x, y ∈ A هر ب  رای هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. A از X-ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک

اس  ت. E از ت  وس  ی  ع ی  ک f ب  ن  اب  رای  ن f(x) ∧ E(x, y) ≤ f(y)

ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه → ع  م  ل  گ  ر اگ  ر .X = {٠, v, a, b, ١} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٧ م  ث  ال

→ ٠ v a b ١

٠ ١ ١ ١ ١ ١

v ٠ ١ ١ ١ ١

a ٠ b ١ b ١

b ٠ a a ١ ١

١ ٠ v a b ١

r ٠
r v��

�
rb

S
S
S
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�
�
r١
S
S
S

،E(x, y) = x ↔ y و A = {v, a, b, ١} اگ  ر اس  ت. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) آن  گ  اه

آن  گ  اه

f : A→ X
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f(x) :=


١ x = a, ١

v x = v, b

ن  ی  س  ت. E از ت  وس  ی  ع ی  ک f پ  س ،f(a) ∧ E(a, b) ≰ f(b) داری  م چ  ون ای  ن  ص  ورت در

و م  ج  م  وع  ه ی  ک A و ب  اش  د ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٨ م  لاح  ظ  ه

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف اگ  ر ب  اش  د. A از X-ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک d f : A→ X

E(x, y) := S(f(x), f(y)) و E : A×A→ X.

اس  ت. A روی X-ت  ش  اب  ه ی  ک E وض  وح ب  ه آن  گ  اه،

ع  م  ل  گ  رهای ب  ا L-ج  ب  ر ی  ک XA از ف  ازی های م  ج  م  وع  ه زی  ر م  ج  م  وع  ه ک  ه اس  ت واض  ح

اس  ت. ال  ق  ای  ی

ب  اش  د. X روی ها ت  ش  اب  ه از ای خ  ان  واده SA = {SA : x ∈ A} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٩ گ  زاره

اس  ت. م  وج  ود XA روی ها ت  ش  اب  ه از خ  ان  واده ی  ک و SA ب  ی  ن ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک آن  گ  اه

آن  گ  اه ب  اش  د. X روی ها ت  ش  اب  ه از خ  ان  واده ی  ک SA = {SA : x ∈ A} ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

SSA
(f, g)(x) := Sx(f(x), g(x)) ک  ن  ی  م م  ی ت  ع  ری  ف ص  ورت ای  ن ب  ه XA روی ت  ش  اب  ه ی  ک

اس  ت. ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (XA, SSA
) وض  وح ب  ه .x ∈ A و f, g ∈ XA هر ب  رای

آن  گ  اه ب  اش  د، XA L-ج  ب  ر روی ت  ش  اب  ه ی  ک K : XA ×XA → XA اگ  ر ب  رع  ک  س،

هر ب  رای دهی  م، م  ی ن  ش  ان fa(x) = a ص  ورت ب  ه را fa ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر a ∈ X هر ب  رای

ص  ورت ای  ن ب  ه x ∈ A هر ب  رای X روی ت  ش  اب  ه KA ی  ک ت  وان  ی  م م  ی ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ A

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

Kx : X ×X → X,Kx(a, b) := K(fa, fb)(x).

آوری  م. ب  دس  ت را {Kx : x ∈ A} ها ت  ش  اب  ه از ای خ  ان  واده ت  وان  ی  م م  ی پ  س

XA روی ها ت  ش  اب  ه از ای م  ج  م  وع  ه ب  ی  ن ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک ب  ن  اب  رای  ن

□ دارد. وج  ود X روی ها ت  ش  اب  ه از ای خ  ان  واده و
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اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر S(x, ١) = x ب  اش  د. ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٠ گ  زاره

،S(x, y) = x↔ y اگ  ر وض  وح، ب  ه اث  ب  ات. .x, y ∈ X هر ب  رای ،S(x, y) = x↔ y

.S(x, ١) = x آن  گ  اه

داری  م: (S٣) و (S١) از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رع  ک  س،

x↔ y = S(x↔ y, ١) ≤ S(x, y) ↔ S(y, y) = S(x, y) ↔ ١ = S(x, y).

ب  ن  اب  رای  ن S(x, y) ≤ x ↔ y داری  م (S٢) از اس  ت  ف  اده ب  ا ط  رف  ی از

□ .S(x, y) = x↔ y

ن  ام  ی  ده X از ای  دآل S ی  ک I ب  اش  د. ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ ت  ع  ری  ف

x, y ∈ I هر ب  رای و ب  اش  د X از ای  دآل ی  ک I اگ  ر ش  ود م  ی

S(x, y) ∈ I.

هر ب  رای دو)، هر (ی  ا y → x ∈ I ی  ا x→ y ∈ I اگ  ر ن  ام  ی  م م  ی اول را ای  دآل S ی  ک

.X در y و x

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر ،٣. ٣ م  ث  ال در .٣. ١٢ م  ث  ال

S(x, y) :=


١ x = y

٠ x 6= y

ام  ا ب  اش  د، م  ی X از S-ای  دآل ی  ک I = {١} و اس  ت ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) آن  گ  اه

ن  ی  س  ت. اول ای  دآل ای  ن

ب  اش  د. م  ی اول S-ای  دآل ی  ک I = {v, a, b, ١} ای  دآل ،٣. ٧ م  ث  ال در .٣. ١٣ م  ث  ال

آن  گ  اه ب  اش  د، X از Sای  دآل ی  ک I و ب  اش  د م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) اگ  ر .١۴ .٣ م  لاح  ظ  ه

اس  ت Sای  دآل ی  ک I ب  ن  اب  رای  ن S(x, ١) ∧ S(y, ١) ≤ S(x, y). داری  م (s۴) از اس  ت  ف  اده ب  ا

.x ∈ I ط  وری  ک  ه ب  ه ،S(x, ١) ∈ I اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر

آن  گ  اه ب  اش  د. X از S-ای  دآل ی  ک I و ب  اش  د L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ .٣ گ  زاره

اس  ت. (X,S) روی هم  ن  هش  ت  ی راب  ط  ه ی  ک ≡I
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آن  گ  اه .y١ ≡I y٢ و x١ ≡I x٢ ک  ه ط  وری ب  ه x١, x٢, y١, y٢ ∈ X ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

داری  م اس  ت، S-ای  دآل ی  ک I ک  ه آن  ج  ای  ی از .y١ ↔ y٢ ∈ I و x١ ↔ x٢ ∈ I

S(y١ ↔ y٢, ١) ∈ I و S(x١ ↔ x٢, ١) ∈ I.

ت  ع  ری  ف و (s٢) و (s۴) از اس  ت  ف  اده ب  ا .S(x١ ↔ x٢, ١) ∧ S(y١ ↔ y٢, ١) ∈ I ب  ن  اب  رای  ن

داری  م (s٣) ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن .S(x١ ↔ x٢, y١ ↔ y٢) ∈ I S-ای  دآل،

(x١ ↔ y١) ↔ (x٢ ↔ y٢) ∈ I.

.(x١ ↔ y١) ≡I (x٢ ↔ y٢) ن  ت  ی  ج  ه در

□

X از S-ای  دآل ی  ک I ⊆ X و ب  اش  د L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ .٣ م  لاح  ظ  ه

ت  ع  ری  ف x, y ∈ X هر ب  رای اگ  ر اس  ت X L-ج  ب  ر از س  اخ  ت  ار ی  ک X/ ≡I آن  گ  اه ب  اش  د.

ک  ن  ی  م:

SI : X/ ≡I ×X/ ≡I→ X/ ≡I .

SI([x]I , [y]I) := [S(x, y)]I .

دوس  وی  ی ن  گ  اش  ت ی  ک هم  چ  ن  ی  ن، اس  ت. م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X/ ≡I , SIF ) وض  وح ب  ه

اس  ت. م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر هم  وم  ورف  ی  س  م ی  ک x 7−→ [x]I ک  ان  ون  ی

ح  اص  ل  ض  رب ص  ورت ب  ه اگ  ر ن  ام  ی  م م  ی ع  رض  ه ق  اب  ل را م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک .٣. ١٧ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. م  ت  ش  اب  ه L-زن  ج  ی  رهای از م  س  ت  ق  ی  م

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف اگ  ر a, b ≤ c ≤ ١ ط  وری  ک  ه ب  ه X = {a, b, c, ١} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٨ م  ث  ال
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→ v a b ١

a ١ b ١ ١

b a ١ ١ ١

c a b ١ ١

١ a b c ١

ب  ه ک  ه اس  ت م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,E) وض  وح ب  ه اس  ت. L-ج  ب  ر ی  ک (X,→, ١) آن  گ  اه

م  ی ({b, c, ١}, E) و ({a, c, ١}, E) م  ت  ش  اب  ه های زن  ج  ی  ر م  س  ت  ق  ی  م ح  اص  ل  ض  رب ص  ورت

ب  اش  د. م  ی ع  رض  ه ق  اب  ل م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک X ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د.

م  ع  ادل  ن  د: زی  ر ش  رای  ط آن  گ  اه ب  اش  د. م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٩ ق  ض  ی  ه

س  ت، ع  رض  ه ق  اب  ل (X,S) (i)

،x, y ∈ X هر ب  رای ،S((x, y), ١) ∨ (y → x) = ١ (ii)

،x, y ∈ X هر ب  رای ،x ∨ S(y, ١) = ١ م  ی  دهد ن  ت  ی  ج  ه x ∨ y = ١ (iii)

اس  ت. X از Sای  دآل ی  ک م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل هر (iv)

داری  م م  ت  ش  اب  ه L-زن  ج  ی  ر هر در ک  ه آن  ج  ای  ی از (i) ⇒ (ii) اث  ب  ات.

S(x, y), ١) ∨ (y → x) = ١.

اس  ت. ب  رق  رار (ii) ب  ن  اب  رای  ن

داری  م ،(٢)۶ .٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا آن  گ  اه ،x ∨ y = ١ اگ  ر (ii) ⇒ (iii)

x→ y = y, y → x = x.

.x ∨ S(y, ١) = ١ داری  م (ii) ب  ک  ارگ  ی  ری ب  ا

آن  گ  اه ،x, y ∈ I و X از م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل ی  ک I ⊆ X اگ  ر (iii) ⇒ (iv)

داری  م ،(iii) از اس  ت  ف  اده ب  ا .z /∈ I و x ∧ z = ١ ب  ط  وی  ک  ه z ∈ X دارد وج  ود

.S(x, ١) ∈ I اس  ت، اول ای  دآل ی  ک I و z /∈ I ک  ه آن  ج  ای  ی از .S(x, ١) ∨ z = ١ ∈ I

ای  دآل ت  م  ام از ای م  ج  م  وع  ه θ و ب  اش  د L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض (iv) ⇒ (i)

از ای خ  ان  واده از م  س  ت  ق  ی  م ح  اص  ل  ض  رب ی  ک X وض  وح ب  ه ب  اش  د. X از م  ی  ن  ی  م  ال اول های
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ب  ا ب  اش  د. ع  رض  ه ق  اب  ل ϕ : X −→ ΠI∈θX/ ≡I ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. {X/ ≡I : I ∈ θ}

،٣ ن  ک  ت  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. (X,S) از Sای  دآل ی  ک I ∈ θ هر ،(iv) از اس  ت  ف  اده

(X,S) از ع  رض  ه ق  اب  ل ی  ک ϕ ک  ه اس  ت واض  ح اس  ت. م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X/ ≡I , SI)

اس  ت. {(X/ ≡I , SI) : I ∈ θ} از م  س  ت  ق  ی  م ح  اص  ل  ض  رب از خ  ان  واده ی  ک ع  ن  وان ب  ه

□

L-ج  ب  ر ی  ک X اگ  ر وت  ن  ها اگ  ر اس  ت ع  رض  ه ق  اب  ل ،(X,S) L-ج  ب  رم  ت  ش  اب  ه .٣. ٢٠ گ  زاره

ک  ه: ط  وری ب  ه ب  اش  د خ  ط  ی

S(x, y) :=


١ x = y

٠ x 6= y

،x ≰ y اگ  ر .x, y ∈ X و ب  اش  د ع  رض  ه ق  اب  ل ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

داری  م ،٣. ١٩ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا .S(x → y, ١) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن ،x → y 6= ١ آن  گ  اه

اس  ت. L-ج  ب  رخ  ط  ی ی  ک X ن  ت  ی  ج  ه در .y ≤ x پ  س ،y → x = ١

□ اس  ت. واض  ح ب  رع  ک  س،

زی  ر م  وارد آن  گ  اه ب  اش  د. ع  رض  ه ق  اب  ل م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢١ ن  ت  ی  ج  ه

هس  ت  ن  د: م  ع  ادل

.S(x, ١) ≤ S(y, ١) آن  گ  اه ب  اش  د، x ≤ y اگ  ر (i)

.S(x ∨ y, ١) = S(x, ١) ∨ S(y, ١) (ii)

م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  رهای م  ن  ط  ق ۴

را های  ی گ  زاره ح  س  اب م  ا ک  ن  ی  م. م  ی ب  ررس  ی را L م  ن  ط  ق های گ  زاره ح  س  اب ب  خ  ش، ای  ن در

ن  م  ای  ش SL ن  م  اد ب  ا و اس  ت م  ن  ط  ق ای  ن از م  دل  ی م  ت  ش  اب  ه های L-ج  ب  ر ک  ه دهی  م م  ی ت  وس  ی  ع

م  ی  دهی  م.

اس  ت: زی  ر م  وارد ش  ام  ل SL زب  ان
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،. . . , v٢, v١, ای گ  زره م  ت  غ  ی  رهای •

،¬ و → :L از م  ن  ط  ق  ی های راب  ط •

.( و ) پ  ران  ت  زها •

م  ی  ش  ون  د: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه SL ف  رم  ول  های

اس  ت، ف  رم  ول ی  ک ٠ هس  ت  ن  د، ف  رم  ول ای گ  زاره م  ت  غ  ی  رهای (١)

هس  ت  ن  د، ف  رم  ول ¬ϕ و ϕ→ ψ آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ف  رم  ول ψ و ϕ اگ  ر (٢)

ص  ورت ب  ه را ها آن ب  ت  وان  ی  م اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت SL از ف  رم  ول  ی ن  م  ادها، از ای رش  ت  ه (٣)

ب  ن  وی  س  ی  م. (٢) و (١)

ک  ن  ی  م: م  ی ق  رارداد زی  ر ط  ری  ق ب  ه م  ن  ط  ق ای  ن در را ب  ی  ش  ت  ری های راب  ط

،٠ → ٠ ب  رای ١

،ϕ→ ٠ ب  رای ¬ϕ

،¬((ϕ→ ψ) → ¬ϕ) ب  رای ϕ u ψ

و (¬ϕ→ ¬ψ) → ϕ ب  رای ϕ t ψ

(ϕ→ ψ) u (ψ → ϕ) ب  رای ϕ⇔ ψ

هس  ت  ن  د. ف  رم  ول ψ و ϕ ک  ه

م  ی ن  ظ  ر در را زی  ر های اول  وی  ت م  ا ض  روری، غ  ی  ر های پ  ران  ت  زهای از ج  ل  وگ  ی  ری ب  رای

گ  ی  ری  م:

ب  ر t و u های راب  ط • دارن  د، اول  وی  ت دوت  ای  ی های راب  ط ب  ر هم  ی  ش  ه ت  ک  ی های راب  ط •

دارن  د، اول  وی  ت →

ان  د. ن  ش  ده ن  وش  ت  ه ها پ  ران  ت  ز ت  ری  ن ب  ی  رون  ی •

ش  ون  د: م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه SL م  وض  وع  ه اص  ول

[٩] در L م  ن  ط  ق ب  اش  د، م  ی SL از م  وض  وع اص  ل ی  ک L از م  وض  وع  ی اص  ل هر (١)

اس  ت. ش  ده م  ع  رف  ی

دل  خ  واه های ف  رم  ول χ و ψ ،ϕ ک  ه ب  اش  ن  د، م  ی م  وض  وع  ه اص  ل زی  ر های ف  رم  ول (٢)

هس  ت  ن  د:

،ϕ⇔ ϕ (S١)

،(ϕ⇔ ψ) → (ψ ⇔ ϕ) (S٢)
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،((ϕ↔ ψ) ⇔ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ⇔ χ) ↔ (ψ ⇔ χ)) (S٣)

،(ϕ⇔ ψ) → ((ψ ⇔ χ) → (ϕ⇔ χ)) (S۴)

ب  اش  د: م  ی زی  ر ص  ورت ب  ه (SL) اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د

،ψ داری  م ϕ→ ψ و ϕ از : (MP) اس  ت  ث  ن  ای  ی ق  ی  اس ق  اع  ده •

.ϕ⇔ ψ داری  م ϕ,ψ از : (Sim) ت  ش  اب  ه •

اث  ب  ات ی  ک ی  ع  ن  ی ش  ود، م  ی ت  ع  ری  ف ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق م  ع  م  ول ط  ب  ق SL در اث  ب  ات م  ف  هوم

ب  رای و ϕn = ϕ ک  ه اس  ت ϕ١ · · ·ϕn م  ان  ن  د ها ف  رم  ول از م  ت  ن  اهی ای دن  ب  ال  ه ϕ ف  رم  ول ب  رای

ب  ا خ  ودش از ق  ب  ل های ف  رم  ول از ای  ن  ک  ه ی  ا اس  ت م  وض  وع اص  ل ی  ک ϕi ،١ ≤ i ≤ n هر

را ϕ ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود ϕ ب  رای ای دن  ب  ال  ه چ  ن  ی  ن اگ  ر ب  اش  د. آم  ده ب  دس  ت اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د

ها ف  رم  ول از ای م  ج  م  وع  ه اگ  ر ن  ام  ی  م. م  ی اث  ب  ات ط  ول را n و گ  وی  ی  م SL در اث  ب  ات ق  اب  ل

م  ان  ن  د ها ف  رم  ول از ای دن  ب  ال  ه اگ  ر اس  ت. Γ از اث  ب  ات ق  اب  ل ϕ گ  وی  ی  م ب  اش  ن  د، ش  ده داده Γ م  ان  ن  د

ی  ک ی  ا Γ از ع  ض  وی ی  ا ϕi ،١ ≤ i ≤ n هر ب  رای ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ϕn = ϕ١ · · ·ϕn

م  ی ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. آم  ده ب  دس  ت اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د ب  ا ق  ب  ل های ف  رم  ول از م  وض  وع اص  ل

.`SL ϕ ن  وی  س  ی  م م  ی Γ = ∅ ک  ه ح  ال  ت  ی در و Γ `SL ϕ ن  وی  س  ی  م

ک  ه اس  ت واض  ح ب  اش  د. م  ی L از ت  وس  ی  ع  ی SL های گ  زاره ح  س  اب .١ .۴ م  لاح  ظ  ه

،Γ `L ϕ ک  ه ط  وری ب  ه ϕ ∈ FormL و Γ ⊆ FormL اگ  ر .FormL ⊆ FormSL

ب  اش  د. م  ی SL از ق  ض  ی  ه ی  ک L از ق  ض  ی  ه هر هم  چ  ن  ی  ن .Γ `SL ϕ آن  گ  اه

داری  م: SL از اس  ت  ن  ت  اج ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا .٢ .۴ گ  زاره

{ϕ↔ ψ} ` (ϕ⇔ χ) ↔ (ψ ⇔ χ).

ب  اش  د. SL در ها ف  رم  ول از دل  خ  واه ای م  ج  م  وع  ه Γ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

،(Sim) از اس  ت  ف  اده ب  ا .Γ ` ϕ→ ψ داری  م آن  گ  اه .Γ ` ϕ↔ ψ ک  ن  ی  د ف  رض

Γ ` (ϕ↔ ψ) ⇔ (ϕ→ ϕ).

□ .Γ ` (ϕ⇔ χ) ↔ (ψ ⇔ χ) ،(S٣) از اس  ت  ف  اده ب  ا هم  چ  ن  ی  ن

.SL از ت  ارس  ک  ی ل  ی  ن  دن  ب  ام ج  ب  ر

و ϕ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ها ف  رم  ول از م  ش  خ  ص م  ج  م  وع  ه ی  ک Γ ⊆ FormSL ادام  ه در

ک  ن  ی  م م  ی ت  ع  ری  ف ب  اش  د، ف  رم  ول ی  ک ψ
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Γ `SL ψ → ϕ و Γ `SL ϕ→ ψ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ϕ ≡Γ ψ.

ف  رم  ول هر اس  ت.ب  رای FormSL روی هم  ن  هش  ت  ی راب  ط  ه ی  ک ≡Γ راب  ط  ه ک  ه اس  ت واض  ح

≡Γ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ϕ از ارزی هم ک  لاس [ϕ]Γ ن  وی  س  ی  م م  ی ص  ورت ای  ن ب  ه ϕ ∈ FormSL

خ  ارج ی  ک FormSL/ ≡Γ= {[ϕ]Γ | ϕ ∈ FormAFL} م  ج  م  وع  ه ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف

را زی  ر های ع  م  ل  گ  ر FormST L/ ≡Γ روی اس  ت. ≡Γ ب  ه ت  وج  ه ب  ا FormST L از ق  س  م  ت

ک  ن  ی  م: م  ی ت  ع  ری  ف

[ϕ]Γ → [ψ]Γ := [ϕ⇒ ψ]Γ،

[ϕ]Γ ∨ [ψ]Γ := [ϕ t ψ]Γ،

[ϕ]Γ ∧ [ψ]Γ := [ϕ u ψ]Γ،

١Γ := TheorST L(Γ)،

٠Γ := ¬١Γ،

S([ϕ]Γ, [ψ]Γ) := [ϕ⇔ ψ]Γ،

م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک SL(Γ) = ((FormSL/ ≡Γ,→, ١), S) س  اخ  ت  ار .٣ .۴ گ  زاره

اس  ت.

داری  م پ  س اس  ت، L-ج  ب  ر ی  ک L ت  ارس  ک  ی ل  ی  ن  دن  ب  ام ج  ب  ر و ،١ .۴ ن  ک  ت  ه ط  ب  ق اث  ب  ات.

خ  وش S دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر (i)٢ .۴ گ  زاره ط  ب  ق اس  ت. L-ج  ب  ر ی  ک (FormSL/ ≡Γ,→, ١)

□ اس  ت. FormST L/ ≡Γ روی ت  ش  اب  ه ی  ک S ،(S۴)-(S١) ط  ب  ق اس  ت. ت  ع  ری  ف

م  ی Γ از ت  ارس  ک  ی ل  ی  ن  دن  ب  ام ج  ب  ر را SL(Γ) م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر آن  گ  اه ،Γ ⊆ FormSL اگ  ر

داری  م ب  ن  اب  رای  ن ش  ود. م  ی ن  وش  ت  ه ≡ ص  ورت ب  ه ≡∅ راب  ط  ه ،Γ = ∅ هم  چ  ن  ی  ن، ن  ام  ی  م.

Γ ` ψ → ϕ و Γ ` ϕ→ ψ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ϕ ≡ ψ.

هم  چ  ن  ی  ن ش  ود. م  ی ن  وش  ت  ه [ϕ] ص  ورت ب  ه ≡ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ϕ ف  رم  ول ی  ک از ارزی هم ک  لاس

ح  س  اب از ت  ارس  ک  ی ل  ی  ن  دن  ب  ام ج  ب  ر ی  ک ای  ن و اس  ت SL ص  ورت ب  ه SL(∅) م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر

.SL ب  ود خ  واهد ها گ  زاره

ها ف  رم  ول از ای م  ج  وع  ه Γ و ب  اش  د م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (A, S) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .۴ ت  ع  ری  ف

م  ی e : FormST L −→ (A,S) ص  ورت ب  ه ن  گ  اش  ت  ی دهی ,A)-ارزش S) ی  ک ب  اش  د.

:ψ و ϕ ف  رم  ول دو هر ب  رای ک  ن  ی  د، ص  دق زی  ر ش  رای  ط در ک  ه ب  اش  د



١۵۶ ها L-م  ن  ط  ق در ت  ش  اب  ه

.e(٠) = ٠, ، e(ϕ⇒ ψ) = e(ϕ) → e(ψ) ،e(ϕ u ψ) = e(ϕ) ∧ e(ψ)

ی  ک ،Γ در χ هر ب  رای ک  ن  د، ص  دق e(χ) = ١ در e (X,S)-ارزش  دهی ی  ک اگ  ر

ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده Γ از (X,S)-م  دل

L-ج  ب  ر ی  ک ب  رای ب  اش  د. ف  رم  ول ی  ک ϕ و ب  اش  د ها ف  رم  ول از ای م  ج  م  وع  ه Γ ک  ن  ی  د ف  رض

اگ  ر اس  ت (X,S) از Γ-ت  ات  ول  وژی ی  ک ϕ ،(X,S) م  ت  ش  اب  ه

.e(ϕ) آن  گ  اه e(Γ) = {e(ψ) | ψ ∈ Γ} = {١}

ی  ع  ن  ی دارد ص  ح  ت SL ک  ه ش  ود م  ی دی  ده راح  ت  ی ب  ه م  ت  ش  اب  ه، L-ج  ب  ر ب  ودن ورای  ت  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

و (X,S) م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر هر ب  رای آن  گ  اه ب  گ  ی  ری  م، ن  ت  ی  ج  ه Γ از ب  ت  وان  ی  م ϕ ف  رم  ول ی  ک اگ  ر

و ج  دی  د م  وض  وع  ه اص  ول از ص  ح  ت وض  وح ب  ه .e(ϕ) = ١ ،Γ از e (X,S)-م  دل هر ب  رای

ب  ه (X,S) از Γ-ت  ات  ول  وژی ی  ک ϕ ک  ه واق  ع  ی  ت ای  ن آی  د. م  ی ب  دس  ت SL از اس  ت  ن  ت  اج ق  واع  د

(X,S) اس  ت. ∅-ت  ات  ول  وژی ی  ک ب  اش  د، ت  هی Γ اگ  ر آی  د. م  ی ب  دس  ت Γ |=(X,S) ϕ ص  ورت

(X,S) روی ت  ات  ول  وژی ی  ک ϕ ک  ه اس  ت واض  ح و ن  ام  ی  م م  ی (X,S) روی ت  ات  ول  وژی ی  ک

و دهی  م. م  ی ن  م  ای  ش |=(X,S) ϕ ص  ورت ب  ه ک  ه اس  ت

(A,S)-ارزش  دهی هر ب  رای ،e(ϕ) = ١ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر |=(X,S) ϕ

.e : FormSL −→ (X,S)

SL ت  م  ام  ی  ت

م  ع  ادل  ن  د: زی  ر م  وارد .۵ .۴ ق  ض  ی  ه

،Γ ` ϕ (i)

،(X,S) م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر هر ب  رای Γ |=(X,S) ϕ (ii)

.SL(Γ) در [ϕ]Γ = ١Γ (iii)

ب  رای ϕ-ب  رهان ی  ک ϕ١, ϕ٢, ..., ϕn ک  ن  ی  د ف  رض (ص  ح  ت) (i ⇒ ii) اث  ب  ات.

(X,S)-ارزش  دهی ی  ک e و ب  اش  د م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک (X,S) و ب  اش  د SL در ϕ

اص  ل ی  ک ϕi ک  ن  ی  د ف  رض .i ∈ [n] ب  رای ،e(ϕi) = ١ ک  ن  ی  م ث  اب  ت ب  ای  د ب  اش  د.

ب  ه j, k < i ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود اگ  ر .e(ϕi) = ١ ک  ه اس  ت واض  ح ب  اش  د. م  وض  وع  ه

ب  ن  اب  رای  ن e(ϕk) = e(ϕj) = ١ ف  رض از اس  ت  ف  اده ب  ا .ϕk = ϕj → ϕi ک  ه ط  وری
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ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود اگ  ر .e(ϕi) = ١ → e(ϕi) = e(ϕj → ϕi) = e(ϕk) = ١

ب  ن  اب  رای  ن e(ϕj) = e(ϕk) = ١ آن  گ  اه ،ϕj ⇔ ϕk is ϕi ک  ه ط  وری ب  ه k < i ،j

.i = n ب  رای e(ϕ) = ١, داری  م پ  س .e(ϕi) = S(e(ϕj), e(ϕk)) = S(١, ١) = ١

اس  ت. واض  ح ح  ک  م اس  ت، م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  ر ی  ک SL(Γ) ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا (ii⇒ iii)

□ اس  ت. ب  دی  هی (iii⇒ i)

از ϕ ف  رم  ول هر و Γ ⊆ FormL هر ب  رای ی  ع  ن  ی ب  اش  د، م  ی L از ت  وس  ی  ع  ی SL .۶ .۴ گ  زاره

داری  م: ،L

.Γ `SL ϕ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر Γ `L ϕ

وج  ود X زن  ج  ی  ر ی  ک آن  گ  اه .Γ ⊬L ϕ و Γ `SL ϕ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.e(ϕ) 6= ١ و e(Γ) = {١} ک  ه ط  وری ب  ه e : FormL −→ A X-ارزش  دهی و دارد

S(x, y) := x ↔ y ص  ورت ب  ه ک  ه S : X × X −→ X ک  ه اس  ت ب  دی  هی

ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در پ  س اس  ت. ت  ش  اب  ه ی  ک ش  ده، ت  ع  ری  ف X روی

ب  رای ،eS(x) = e(x) ی  ک  ت  ا (X,S)-ارزش  دهی ی  ک eS : FormSL −→ (X,S)

و eS(Γ) = e(Γ) = {١} ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. م  ی L از ψ های ف  رم  ول ت  م  ام

ن  ت  ی  ج  ه در ب  اش  د. م  ی ت  ن  اق  ض در ۵ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ا ک  ه ،eS(ϕ) = e(ϕ) 6= ١

□ .Γ `L ϕ

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه

ای  ن و دارد ک  ارب  رد م  خ  ت  ل  ف های ق  س  م  ت در L-ج  ب  رها ک  ردی  م، اش  اره م  ق  دم  ات در ک  ه هم  ان  ط  ور

دهی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را آن ف  ازی م  ن  ط  ق و ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ای  ن م  ا ک  ه ش  د ب  اع  ث م  وض  وع

م  ت  ش  اب  ه L-ج  ب  رهای و پ  رداخ  ت  ی  م L-ج  ب  رها از ج  دی  دی ک  لاس ب  ررس  ی ب  ه م  ق  ال  ه، ای  ن در

ب  دس  ت را ج  دی  د ج  ب  ر ای  ن خ  واص از ب  رخ  ی پ  رداخ  ت  ی  م. آن  ها م  ط  ال  ع  ه ب  ه و ک  رده م  ع  رف  ی را

در را ها ای  دآل ک  ردی  م. ارای  ه را ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای از ج  دی  د ن  وع ای  ن از م  ث  ال چ  ن  دی  ن و آوردی  م

ب  ی  ش  ت  ر های وی  ژگ  ی ب  ررس  ی ب  ه م  ف  هوم، ای  ن ک  م  ک ب  ا و ک  ردی  م ت  ع  ری  ف ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ای  ن
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در را ت  م  ام  ی  ت و ص  ح  ت ق  ض  ی  ه و ک  ردی  م م  ع  رف  ی را SL م  ن  ط  ق ادام  ه در پ  رداخ  ت  ی  م. L-ج  ب  رها

هر ب  رای ی  ع  ن  ی ب  اش  د، م  ی L از ت  وس  ی  ع  ی SL ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت س  پ  س ک  ردی  م. اث  ب  ات م  ن  ط  ق ای  ن

داری  م: ،L از ϕ ف  رم  ول هر و Γ ⊆ FormL

.Γ `SL ϕ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر Γ `L ϕ

خ  واهی  م ادام  ه را ف  ازی های م  ن  ط  ق و ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای روی پ  ژوهش م  ا آی  ن  ده، ت  ح  ق  ی  ق  ات در

های ک  لاس خ  ص  وص ب  ه داش  ت. خ  واهی  م م  ف  اهی  م ای  ن ب  ن  دی ط  ب  ق  ه و ش  ن  اخ  ت در س  ع  ی و داد

ای  ن ک  ارب  ردهای و خ  واص ب  ررس  ی ب  ه و دهی  م م  ی ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را L-ج  ب  رها از دی  گ  ری

پ  رداخ  ت. خ  واهی  م ج  ب  ری س  اخ  ت  ار

ق  دردان  ی و ت  ش  ک  ر

ی  اری را م  ا م  ق  ال  ه ب  هب  ود ج  هت در خ  ود ارزش  م  ن  د و م  ف  ی  د ن  ظ  رات ب  ا ک  ه گ  رام  ی داوران از

داری  م. را ق  دردان  ی و ت  ش  ک  ر ک  م  ال ف  رم  ودن  د
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