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٢٧٠ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

ب  اش  د؛ ب  ی  ش  ی  ن A\S در (N :A M) ای  ده آل اگ  ر و اس  ت ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در
(NS :AS

MS) = (N :A ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت M از اول  ی A-ای  ده آل ،N آن گ  اه
.M)S

م  ق  دم  ه ١

ض  رب ع  م  ل  گ  ر ک  ردن اض  اف  ه ب  ا را (PMV) ض  رب  ی MV-ج  ب  ر م  ف  هوم هم  ک  اران و ١ ن  ولا دی

ج  م  ع روی راس  ت و چ  پ ت  وزی  ع پ  ذی  ری و ش  رک  ت پ  ذی  ری خ  اص  ی  ت دارای (ک  ه MV-ج  ب  ر روی

ن  م  ودن  د. م  ع  رف  ی MV-ج  ب  رها در را ·-ای  ده آل ها هم چ  ن  ی  ن آن ها .[٢] ک  ردن  د ت  ع  ری  ف ب  ود؛)

و A-م  دول) خ  لاص  ه (ب  ه ط  ور PMV-ج  ب  ر روی MV-م  دول م  ف  هوم هم  ک  اران و ن  ولا دی

هس  ت  ن  د س  اخ  ت  ارهای  ی ها ای  ن .[٣] ن  م  ودن  د م  ع  رف  ی ن  ی  ز را MV-م  دول ها در A-ای  ده آل ها

ک  ردن  د ث  اب  ت آن ها دارن  د. م  ط  اب  ق  ت ها lu-ح  ل  ق  ه روی lu-م  دول ها ب  ا ط  ب  ی  ع  ی ط  ور ب  ه ک  ه

Γ(R, v) روی MV-م  دول ها رس  ت  ه م  ع  ادل ،(R, v) lu-ح  ل  ق  ه روی lu-م  دول ها رس  ت  ه ک  ه

رس  ت  ه م  ع  ادل ض  رب  ی، ح  اص  ل MV-ج  ب  رهای رس  ت  ه دادن  د ن  ش  ان آن  ها ب  رای  ن، ع  لاوه هس  ت  ن  د.

م  ط  ال  ع  ه و م  ع  رف  ی را MV-ج  ب  رها F هم چ  ن  ی  ن آن ها اس  ت. ی  ک  دار پ  ذی  ر ش  رک  ت های l-ح  ل  ق  ه

هر ک  ه دادن  د ن  ش  ان س  ران  ج  ام ن  م  ودن  د. م  ع  رف  ی را PMV-ج  ب  رها در ها ·-ای  ده آل و ک  ردن  د

ای  ن ب  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  اپ  ذی  ر ت  ح  وی  ل MV-ج  ب  رهای F از ض  رب  ی ح  اص  ل زی  ر MV-ج  ب  ر، F

اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت MV-ح  ل  ق  ه F ی  ک ض  رب  ی، ح  اص  ل MV-ج  ب  ر ی  ک ک  ه رس  ی  دن  د ن  ت  ی  ج  ه

هم  ک  اران و ف  روزش ب  اش  د. ض  رب  ی ح  اص  ل خ  ط  ی MV-ج  ب  رهای از ض  رب  ی زی  رح  اص  ل ی  ک

ب  ودن اول ب  رای م  ع  ادل  ی ش  رای  ط و ن  م  ودن  د ت  ع  ری  ف را A-م  دول ی  ک از اول A-ای  ده آل م  ف  هوم

A-ای  ده آل م  ف  هوم هم چ  ن  ی  ن آن ها .[۵] ک  ردن  د ذک  ر را A-م  دول ی  ک در A-ای  ده آل ی  ک

ن  م  ودن  د م  ع  رف  ی را A-م  دول ی  ک در A-ای  ده آل ی  ک اول  ی  ه ت  ج  زی  ه و A-م  دول ی  ک از اول  ی  ه

م  ع  رف  ی را PMV-ج  ب  ر ی  ک از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه م  ف  هوم هم چ  ن  ی  ن ف  روزش .[۶]

آرت  ی  ن  ی و ن  وت  ری A-م  دول های م  ف  اهی  م ادام  ه در وی  ژگ  ی ها، ب  رخ  ی آوردن ب  ه دس  ت ض  م  ن و

از ب  ی  ش  ت  ری وی  ژگ  ی های هم  ک  اران، و گ  راغ  ان  ی س  ع  ی  دی ادام  ه، در .[۴] ک  رد ت  ع  ری  ف ن  ی  ز را

.[٧] دادن  د ق  رار ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه م  ورد را A-م  دول ها

ب  ا س  وم، ب  خ  ش در آوری  م. م  ی ب  دس  ت را MV-م  دول ها از دی  گ  ری وی  ژگ  ی های م  ق  ال  ه ای  ن در
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س  ع  ی  د ب  روم  ن  د ا. و م  ع  ت  م  د س. م  ق  دری، ج. ٢٧١

ب  ودن اول ب  رای ج  دی  دی م  ع  ادل ش  رای  ط ،(N :M I) و (N :M a) ج  دی  د م  ج  م  وع  ه دو م  ع  رف  ی

از N س  ره A-ای  ده آل ب  رای دهی  م م  ی ن  ش  ان آوری  م. م  ی ب  دس  ت را M از N س  ره A-ای  ده آل

N؛ = {m ∈ M : ∃t /∈ P ; tm ∈ N} اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت اول A-ای  ده آل ی  ک N ،M

اس  ت اول M از N س  ره A-ای  ده آل دهی  م م  ی ن  ش  ان هم چ  ن  ی  ن .P = (N :A M) آن در ک  ه

ک  ن  ی  م م  ی ث  اب  ت ب  رای  ن ع  لاوه .(N :M a) = N ،a ∈ A\(N :A M) هر ب  رای اگ  روت  ن  هااگ  ر

ک  ه A از I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت اول M از N س  ره A-ای  ده آل

S-اش  ب  اع و S-ب  س  ت  ه م  ف  اهی  م چ  هارم، درب  خ  ش .(N :M I) = N ،I ⊈ (N :A M)

آن ها ک  م  ک ب  ا و ک  رده م  ع  رف  ی M A-م  دول از دل  خ  واهی ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ب  رای را ش  ده

ای  ده آل P اگ  ر دهی  م م  ی ن  ش  ان آوری  م. م  ی ب  دس  ت MV-م  دول ها ب  رای را ج  دی  دی وی  ژگ  ی های

M م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا A-م  دول از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ و S = A\P ،A از اول  ی

A-ای  ده آل ی  ک ،N آن گ  اه اس  ت؛ ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در N و P = (N :A M) ک  ه ب  اش  د

اس  ت. M از اول  ی

پ  ی  ش ن  ی  ازها ٢

ها م  ن  ط  ق ای  ن ک  رد. م  ع  رف  ی را ارزش  ی چ  ن  د م  ن  ط  ق ،١٩٢٠ س  ال در ل  وک  اس  ی  وی  چ ب  ار اول  ی  ن ب  رای

م  ی ب  ک  ار روی  دادها در دق  ت ع  دم و ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ش  ن  اخ  ت و م  ط  ال  ع  ه ب  رای ق  درت  م  ن  د اب  زاری

م  ن  ط  ق  ی ج  ب  رهای اس  ت. ارزش  ی چ  ن  د های م  ن  ط  ق از ت  ع  م  ی  م  ی ف  ازی، های م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ری  ه رود.

س  ای  ر در م  خ  ت  ل  ف  ی ک  ارب  ردهای ک  ه ب  اش  ن  د م  ی ک  لاس  ی  ک های م  ن  ط  ق از م  ع  ن  ای  ی س  ی  س  ت  م، ی  ک

.... و MV-ج  ب  رها و م  ان  ده های م  ش  ب  ک  ه م  ث  ال ط  ور ب  ه دارن  د. ک  ام  پ  ی  وت  ر ع  ل  وم ج  م  ل  ه از ع  ل  وم

ی  ک آن ها واق  ع در ش  دن  د. م  ع  رف  ی ١٩۵٨ س  ال در چ  ان  گ ب  وس  ی  ل  ه MV-ج  ب  رها، ب  ار اول  ی  ن

س  ال از ب  ع  د آن ها ن  ظ  ری  ه و هس  ت  ن  د ل  وک  اس  ی  وی  چ ارزش  ی ب  ی  ن  های  ت م  ن  ط  ق از ج  ب  ري س  اخ  ت  ار

و ک  ن  د م  ی ب  ازي MV-ج  ب  رها در اص  ل  ی ن  ق  ش ی  ک ها آل ای  ده ن  ظ  ری  ه ش  د. داده ت  وس  ع  ه ١٩٨۶

هس  ت  ن  د. م  ف  ی  د ب  س  ی  ار MV-ج  ب  رها ک  ردن م  ش  خ  ص ب  راي

س  رت  اس  ر در ک  ه MV-م  دول ها، اس  اس  ی خ  واص ب  رخ  ی ذک  ر و م  ق  دم  ات  ی م  ف  اهی  م ب  ی  ان ب  ه ح  ال

م  ی پ  ردازی  م. داری  م ن  ی  از آن ها ب  ه م  ق  ال  ه

آن در (ک  ه اس  ت (M,
⊕
,∗ , ٠) ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ی  ک MV-ج  ب  ر ی  ک .([١]) .٢. ١ ت  ع  ری  ف



٢٧٢ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

در ،a, b ∈M هر ب  رای و اس  ت) ث  اب  ت م  ق  داری ٠ و ی  ک ت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر ∗ دوت  ای  ی، ع  م  ل  گ  ر
⊕

م  ی ک  ن  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط

اس  ت. آب  ل  ی ت  ک  گ  ون ی  ک (M,⊕, ٠) (MV١)

.(a∗)∗ = a (MV٢)

.٠∗ ⊕ a = ٠∗ (MV٣)

.(a∗ ⊕ b)∗ ⊕ b = (b∗ ⊕ a)∗ ⊕ a (MV۴)

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را
∧

و
∨

،
⊙

ع  م  ل  گ  رهای و ١ م  ق  دار

١ = ٠∗,

a� b = (a∗ ⊕ b∗)∗,

a ∨ b = a⊕ (b� a∗),

a ∧ b = a� (b⊕ a∗),

a⊖ b = a� b∗.

ت  وزی  ع پ  ذی  ر م  ش  ب  ک  ه ی  ک (M,
∨
,
∧
, ٠, ١) ج  ب  ر و آب  ل  ی ت  ک  گ  ون ی  ک (M,

⊙
, ١) آن گ  اه

اس  ت. ک  ران  دار

اس  ت M از I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ،M MV-ج  ب  ر در ای  ده آل ی  ک .([١]) .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در ک  ه

y؛ ∈ I آن گ  اه ،y ≤ x و y ∈M ،x ∈ I اگ  ر (I١)

.x⊕ y ∈ I آن گ  اه ،x, y ∈ I اگ  ر (I٢)

ج  ب  ر PMV-ج  ب  ر) م  خ  ت  ص  ر ب  ه ط  ور (ی  ا ح  اص  ل ض  رب  ی MV-ج  ب  ر ی  ک .([٢]) .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

ع  م  ل  گ  ر ی  ک · ع  م  ل  گ  ر و ب  وده MV-ج  ب  ر ی  ک (A,
⊕
, ∗, ٠) آن در ک  ه اس  ت (A,

⊕
, ∗, ·, ٠)

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رط در ک  ه م  ی ب  اش  د A روی ش  رک  ت پ  ذی  ر

داری  م و م  ی ش  ون  د ت  ع  ری  ف z · x+ z · y و x · z+ y · z آن گ  اه ب  اش  د؛ ش  ده ت  ع  ری  ف x+ y اگ  ر

(x+ y) · z = (x · z) + (y · z), z · (x+ y) = (z · x) + (z · y),
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م  ی ک  ن  د: ع  م  ل زی  ر ب  ه ص  ورت A MV-ج  ب  ر روی + ع  م  ل  گ  ر آن در ک  ه

ح  ال  ت ای  ن در و x ≤ y∗ اگ  روت  ن  هااگ  ر م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف x + y ،x, y ∈ M هر ب  رای

آن گ  اه ،z + x ≤ z + y اگ  ر ی  ع  ن  ی اس  ت؛ ب  رق  رار ح  ذف ق  ان  ون هم چ  ن  ی  ن .x+ y := x⊕ y

.x ≤ y

هر ب  رای اگ  ر اس  ت، ض  رب ت  ح  ت ی  ک  ه ع  ن  ص  ر e ∈ A ع  ن  ص  ر ب  اش  د؛ PMV-ج  ب  ر ی  ک A اگ  ر

ض  رب ت  ح  ت ی  ک  ه ع  ن  ص  ر ک  ه PMV-ج  ب  ر ی  ک .e · x = x · e = x ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،x ∈ A

ن  ام  ن  د. ی  ک  دار را ب  اش  د داش  ت  ه

آن گ  اه ب  اش  د، ی  ک  دار PMV-ج  ب  ر ی  ک A اگ  ر .([٢]) .۴ .٢ ل  م

اس  ت. e = ١ ی  ک  ه ع  ن  ص  ر (ال  ف)

.x · y ≤ x ∧ y ،x, y ∈ A هر ب  رای (ب)

داش  ت  ه ،a, b ∈ A هر ب  رای اگ  ر گ  وی  ن  د، ج  اب  ج  ای  ی را A PMV-ج  ب  ر .([٧]) .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

.a · b = b · a ب  اش  ی  م

ک  ه اس  ت A MV-ج  ب  ر از ای  ده آل  ی ،A PMV-ج  ب  ر از I ای  ده آل ی  ک .([٢]) .۶ .٢ ت  ع  ری  ف

.b · a ∈ I و a · b ∈ I ب  اش  ی  م داش  ت  ه b ∈ I هر و a ∈ A هر ب  رای

اول را P ب  اش  د. A PMV-ج  ب  ر از A-ای  ده آل ی  ک P ک  ن  ی  د ف  رض .([۵]) .٢. ٧ ت  ع  ری  ف

.b ∈ P ی  ا a ∈ P آن گ  اه ،a · b ∈ P اگ  ر ،a, b ∈ A هر ب  رای و ب  وده س  ره اگ  ر ن  ام  ن  د؛

:a, b ∈ A هر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د، PMV-ج  ب  ر ی  ک A اگ  ر .([٢]) .٢. ٨ ل  م

.a · ٠ = ٠ = ٠ · a (ال  ف)

.c · a ≤ c · b و a · c ≤ b · c ،c ∈ A هر ب  رای آن گ  اه ،a ≤ b اگ  ر (ب)

(M,
⊕
,∗ , ٠) و PMV-ج  ب  ر ی  ک (A,

⊕
,∗ , ·, ٠) ک  ن  ی  د ف  رض .([٣]) .٢. ٩ ت  ع  ری  ف

A-م  دول) س  اده ب  ه ط  ور (ی  ا A روی (چ  پ) MV-م  دول ی  ک را M ب  اش  د. MV-ج  ب  ر ی  ک

ع  م  ل  گ  ر اگ  ر گ  وی  ن  د؛

φ : A×M →M, φ(α, x) = αx,



٢٧۴ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

:α, β ∈ A و x, y ∈M هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود

و اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف ن  ی  ز αx + αy آن گ  اه ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف M در x + y اگ  ر (١)

+α(x؛ y) = αx+ αy

و اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف ن  ی  ز αx + βx آن گ  اه ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف A در α + β اگ  ر (٢)

+α)؛ β)x = αx+ βx

.(α · β)x = α(βx) (٣)

ی  ک A روی M و ب  اش  د ی  ک  دار PMV-ج  ب  ر ی  ک A اگ  ر اس  ت؛ ی  ک  ان  ی MV-م  دول ی  ک M

.١A · x = x ،x ∈M هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د MV-م  دول

ب  اش  ن  د. A PMV-ج  ب  ر روی MV-م  دول دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض .([٢]) .٢. ١٠ ت  ع  ری  ف

ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت h : M → N MV-ج  ب  ری هم  ری  خ  ت  ی ی  ک MV-م  دول  ی، هم  ری  خ  ت  ی ی  ک

.h(αx) = αh(x) ،α ∈ A و x ∈M هر ب  رای

ی  ک را M از I ای  ده آل ب  اش  د. A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .([٢]) .٢. ١١ ت  ع  ری  ف

.αx ∈ I ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،α ∈ A و x ∈ I هر ب  رای اگ  ر م  ی ن  ام  ن  د؛ A-ای  ده آل

آن از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه X و A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ١٢ گ  زاره

(X] ب  ا ک  ه X ت  وس  ط م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا آل ای  ده ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

ب  ا اس  ت ب  راب  ر ش  ود م  ی داده ن  م  ای  ش

(X] = {x ∈M : x ≤ x١⊕· · ·⊕xn⊕r١y١⊕· · ·⊕rmym; xi, yj ∈ X, ri ∈ A}.

در ب  اش  د. M از ای  ده آل ی  ک N و A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .([۵]) .٢. ١٣ ت  ع  ری  ف

ای  ن ص  ورت

(N :M) = (N :A M) := {r ∈ A : rM ⊆ N},

.rM = {rm : m ∈M} آن در ک  ه

م  ج  م  وع  ه هم  ان دق  ی  ق  اً را (N :A M) ،M از N ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ب  رای م  ق  ال  ه ای  ن در ت  ذک  ر:

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ٢. ١٣ ت  ع  ری  ف
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(N : M) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از A-ای  ده آل ی  ک N ک  ن  ی  د ف  رض .([۵]) .١۴ .٢ ل  م

اس  ت. A از ای  ده آل ی  ک

ی  ک را M از P A-ای  ده آل ب  اش  د. A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .([۵]) .١۵ .٢ ت  ع  ری  ف

آن گ  اه ،αx ∈ P اگ  ر ،α ∈ A و x ∈ M هر ب  رای و ب  وده س  ره اگ  ر گ  وی  ن  د؛ اول A-ای  ده آل

.α ∈ (P :M) ی  ا x ∈ P

P آن گ  اه اس  ت، A PMV-ج  ب  ر از ·-اول ای  ده آل ی  ک q آن در ک  ه q = (P : M) اگ  ر

ب  ا را M از q-اول A-ای  ده آل ت  م  ام م  ج  م  وع  ه م  ی ن  ام  ن  د. M از q-اول A-ای  ده آل را

م  ی دهن  د. ن  م  ای  ش Specq(M)

ی  ک را M از N A-ای  ده آل ب  اش  د. A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .([۶]) .١۶ .٢ ت  ع  ری  ف

آن گ  اه αx ∈ N اگ  ر ،α ∈ A و x ∈ M هر ب  رای و ب  وده س  ره اگ  ر گ  وی  ن  د؛ اول  ی  ه A-ای  ده آل

.n ∈ N ب  رای ،αn ∈ (N :M) ی  ا x ∈ N

(ی  ا A در ·-ب  س  ت  ه را A PMV-ج  ب  ر از S ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه .([۴]) .٢. ١٧ ت  ع  ری  ف

ب  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه x, y ∈ S هر ب  رای و ١ ∈ S اگ  ر گ  وی  ن  د؛ (A در ض  رب  ی ب  س  ت  ه م  خ  ت  ص  ر ب  ه ط  ور

.x · y ∈ S

و ب  وده A PMV-ج  ب  ر از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S ک  ن  ی  د ف  رض .([۴]) .٢. ١٨ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت x, y ∈M هر ب  رای θS راب  ط  ه ب  اش  د. A-م  دول ی  ک M

.ex = ey ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود e ∈ S ∩B(A) اگ  روت  ن  هااگ  ر (x, y) ∈ θS

و ب  وده هم ارزی راب  ط  ه ی  ک θS ق  ب  ل، ت  ع  ری  ف ف  رض  ی  ات ب  ا .([۴]) .٢. ١٩ ل  م

اس  ت: A-م  دول ی  ک زی  ر ع  م  ل های ب  ا MS =M/θS = {x/S : x ∈M}

α(x/S) := (αx)/S, (x/S)∗ := x∗/S, x/S ⊕ y/S := (x⊕ y)/S,

.α ∈ A و x, y ∈M آن در ک  ه

گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در A-م  دول ی  ک M و PMV-ج  ب  ر ی  ک A هم  واره م  ق  ال  ه ای  ن ادام  ه در

م  ی ش  ون  د.



٢٧۶ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

MV-م  دول ها در ن  ت  ای  ج  ی ٣

م  ی ک  ن  ی  م. ذک  ر را MV-م  دول ها در A-ای  ده  آل ها از ج  دی  دی وی  ژگ  ی های ب  خ  ش ای  ن در

در ب  اش  ن  د. M A-م  دول از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی L و N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١ گ  زاره

.(N :M)M ⊆ N (ال  ف) ای  ن ص  ورت

.(N :M) ⊆ (L :M) آن گ  اه ،N ⊆ L اگ  ر (ب)

.((N :M)M :M) = (N :M) (ج)

.(N ∩ L :M) = (N :M) ∩ (L :M) (د)

A ی  ک س  ازی م  وض  ع  ی آن ها، ت  ح  ت ک  ه آوری  م م  ی ب  دس  ت را ش  رای  ط  ی زی  ر گ  زاره در

اس  ت. س  ره س  ره، -ای  ده آل

از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S و ب  وده M از س  ره A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢ گ  زاره

هر ت  ح  ت ای  ن ص  ورت در .(N : M) ∩ S = ∅ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د A ج  اب  ج  ای  ی PMV-ج  ب  ر

.NS 6=MS داری  م زی  ر ش  رای  ط از ک  دام

ب  اش  د. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا -م  دول A ی  ک M (ال  ف)

ب  اش  د. M از (اول  ی  ه) اول آل  ی -ای  ده A ی  ک N (ب)

ب  ه وض  وح ای  ن ص  ورت در .M = (x١, . . . , xn] ک  ن  ی  د ف  رض (ال  ف) اث  ب  ات.

(١ ≤ i ≤ n) ni ∈ N آن گ  اه ،NS = MS اگ  ر ح  ال .MS = (x١/S, . . . , xn/S]

ei ∈ S ∩B(A) ،i هر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .xi/S = ni/S ،i هر ب  رای ب  ه ط  وری  ک  ه دارن  د وج  ود

آن در ک  ه exi ∈ N ،i هر ب  رای ل  ذا .eixi = eini ∈ N ،i هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د وج  ود

اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه e ∈ (N :M) ∩ S ن  ت  ی  ج  ه در و e ∈ (N :M) ل  ذا .e = e١. . . . .en

و x/S ∈ NS داری  م x ∈ M\N ب  رای ای  ن ص  ورت در .NS = MS ک  ن  ی  د ف  رض (ب)

اس  ت (اول  ی  ه) اول N چ  ون ح  ال .ex ∈ N ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود e ∈ S ∩ B(A) ل  ذا

ت  ن  اق  ض ک  ه (n ∈ N ب  رای en ∈ (N : M) ∩ S ) e ∈ (N : M) ∩ S ل  ذا ،x /∈ N و

□ .NS 6=MS ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.

ک  ن  ی  م. م  ی ذک  ر ق  ب  ل گ  زاره ب  هت  ر درک ب  رای م  ث  ال  ی اک  ن  ون
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ک  ه M = Γ(R٢, u) = [(٠, ٠), (١, ١)] ک  ن  ی  د ف  رض ([٣] ۵ · ٢ (م  ث  ال .٣. ٣ م  ث  ال

.v =

١ ٠

٠ ١

 آن در ک  ه A = Γ(M٢(R), v) = [٠,

١ ٠

٠ ١

] و u = (١, ١) آن در

S = {

a ٠

٠ ١

 : ٠ ≤ a ≤ ١} ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در اس  ت. A-م  دول ی  ک M درای  ن ص  ورت

ی  ک ک  ه N = {(a, ٠) : ٠ ≤ a ≤ ١} و اس  ت A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک ک  ه

.(٠, ١)/S ∈MS\NS درای  ن ص  ورت اس  ت. M از س  ره A-ای  ده آل

زی  رم  ج  م  وع  ه S و M از اول A-ای  ده آل  ی ،N A-م  دول، ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ گ  زاره

ای  ن ص  ورت در .(N : M) ∩ S = ∅ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه

.(N :A M)S = (NS :AS
MS)

ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،(N :M) ∩ S = ∅ و N ب  ودن اول ب  ه ب  ن  ا اث  ب  ات.

a/S ∈ (N :A M)S ⇐⇒ aM ⊆ N

⇐⇒ a/SMS ⊆ NS

⇐⇒ a/S ∈ (NS :AS
MS).

□

م  وض  ع  ی اول AS-ای  ده آل های و م  دول ی  ک اول A-ای  ده آل های ب  ی  ن ارت  ب  اط ب  ع  د، گ  زاره در

ک  ن  ی  م. م  ی ب  ی  ان را آن س  ازی

ای  ده آل P و A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S A-م  دول، ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٣ گ  زاره

-ای  ده آل های A ب  ی  ن ی  ک ب  ه ی  ک  ی ت  ن  اظ  ر ای  ن ص  ورت در .P ∩ S = ∅ ک  ه ب  اش  د A از اول  ی

دارد. وج  ود MS PS-اول AS-ای  ده آل  های و M P-اول

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در اث  ب  ات.

φ : U = {Q : Q ∈ SpecP (M)} → V = {W : W ∈ SpecPS
(MS)},

Q 7→ QS



٢٧٨ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

و

ψ : V = {W : W ∈ SpecPS
(MS)} → U = {Q : Q ∈ SpecP (M)},

W 7→ f−١(W ),

آن در ک  ه

f :M →MS ,

m 7→ m/S.

و φoψ = IV هم چ  ن  ی  ن و هس  ت  ن  د ت  اب  ع ψ و φ ک  ه م  ی ش  ود دی  ده ب  ه س  ادگ  ی ای  ن ص  ورت در

□ م  ی ش  ود. ث  اب  ت گ  زاره ل  ذا .ψoφ = IU

ب  دس  ت را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن اول A-ای  ده آل ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط زی  ر، ق  ض  ی  ه در

آوری  م. م  ی

در .P = (N : M) و ب  اش  د M از س  ره A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ ق  ض  ی  ه

اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول A-ای  ده آل ی  ک N ای  ن ص  ورت

N = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N}.

ب  رای ،tm ∈ N و ب  اش  د M از اول A-ای  ده آل ی  ک N ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

پ  س .m ∈ N داری  م ،t /∈ P و N ب  ودن اول از اس  ت  ف  اده ب  ا .t ∈ A\P و m ∈M

N = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N}

ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت). ب  رق  رار و ض  وح ب  ه ش  م  ول (ع  ک  س

N = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N}.

و m ∈ N ف  رض، ب  ه ب  ن  ا ل  ذا .t ∈ A\P و m ∈M ب  رای ،tm ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض هم چ  ن  ی  ن
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□ اس  ت. M از اول A-ای  ده آل ی  ک N ن  ت  ی  ج  ه در

را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن اول  ی  ه A-ای  ده آل ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط زی  ر، ق  ض  ی  ه در

آوری  م. م  ی ب  دس  ت

ای  ده آل P = (N : M) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د M از A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٧ ق  ض  ی  ه

اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول  ی  ه A-ای  ده آل ی  ک N ای  ن ص  ورت در اس  ت. A از اول  ی

N = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N}.

m ∈M ب  رای ،tm ∈ N و Mب  اش  د از اول  ی  ه Nی  کA-ای  ده آل ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

هر ب  رای tn /∈ P ،P ب  ودن اول ب  ه (ب  ن  ا t /∈ P و N ب  ودن اول  ی  ه ک  م  ک ب  ا .t ∈ A\P و

ش  م  ول N(ع  ک  س = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N} پ  س .m ∈ N داری  م ،(n ∈ N

ب  ن  ا .N = {m ∈M : ∃ t /∈ P ; tm ∈ N} ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت). ب  رق  رار ب  ه  وض  وح

.t ∈ A و m ∈M ب  رای ،tm ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض پ  س اس  ت. س  ره ن  ی  ز N ،P ب  ودن س  ره ب  ه

ب  رگ  ش  ت، ف  رض ت  س  اوی ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ،t /∈ P اگ  ر و اس  ت ح  ل م  س  أل  ه ک  ه ،t ∈ P اگ  ر

□ اس  ت. M از اول  ی  ه A-ای  ده آل ی  ک N ن  ت  ی  ج  ه در .m ∈ N

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ،٣. ٧ و ۶ .٣ ق  ض  ی  ه های از

ای  ده آل P = (N : M) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د M از A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٨ ن  ت  ی  ج  ه

ی  ک N اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول A-ای  ده آل ی  ک N ای  ن ص  ورت در اس  ت. A از اول  ی

ب  اش  د. M از اول  ی  ه A-ای  ده آل

وی  ژگ  ی های آن ها ک  م  ک ب  ا و ک  رده ت  ع  ری  ف MV-م  دول ها در را ج  دی  دی م  ف  اهی  م ادام  ه در

م  ی ک  ن  ی  م. ذک  ر را MV-م  دول ها از دی  گ  ری

ت  ع  ری  ف .a ∈ A و ب  اش  د M A-م  دول از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه  ای N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٩ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م

(N :M a) = {y ∈M : ay ∈ N}.

م  ج  م  وع  ه ی  ک ک  ه M = A = {٠, ١, ٢} ب  گ  ی  ری  د درن  ظ  ر ([۵] ۵ · ٣ (م  ث  ال .٣. ١٠ م  ث  ال

و x
⊕
y = min{٢, x + y} ،∧ = min اع  م  ال ب  ا A اس  ت. خ  ط  ی ش  ده م  رت  ب



٢٨٠ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

A هم چ  ن  ی  ن اس  ت. MV-ج  ب  ر ی  ک ،x, y ∈ A هر ب  رای ،x · y = max{٠, x+ y − ٢}

ب  اش  د. م  ی PMV-ج  ب  ر ی  ک زی  ر اع  م  ال ب  ا

⊕
٠ ١ ٢

٠ ٠ ١ ٢

١ ١ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢

· ٠ ١ ٢

٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠

٢ ٠ ٠ ١

∗ ٠ ١ ٢

٢ ١ ٠

م  ی A-م  دول ی  ک x ∈ M هر و y ∈ A هر ب  رای ،yx = y · x ع  م  ل ب  ا M

a = ١ و b = ٢ ،U = {١} ،L = {٠, ١} ،N = {٢} ب  رای درای  ن ص  ورت ب  اش  د.

داری  م

(N :M a) = {y ∈M : ay ∈ N} = ∅.

(N :M b) = {y ∈M : by ∈ N} = ∅.

(L :M a) = {y ∈M : ay ∈ L} =M.

(L :M b) = {y ∈M : by ∈ L} =M.

(U :M a) = {y ∈M : ay ∈ U} = ∅.

(U :M b) = {y ∈M : by ∈ U} = {٢}.

M از A-ای  ده آل  ی ،N و a ∈ A ج  اب  ج  ای  ی، PMV-ج  ب  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ گ  زاره

اس  ت. N ش  ام  ل و M از A-ای  ده آل  ی ،(N :M a) درای  ن ص  ورت ب  اش  د.

داری  م: ،٣. ٩ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

و ب  اش  ن  د M A-م  دول از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی L و N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٢ گ  زاره

ای  ن ص  ورت در .a, b ∈ A

.(N :M a) =M اگ  روت  ن  هااگ  ر a ∈ (N :A M) (ال  ف)

.(N :M a) ⊆ (L :M a) آن گ  اه ،N ⊆ L اگ  ر (ب)
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.(N :M b) ⊆ (N :M a) آن گ  اه ،a ≤ b اگ  ر (ج)

.(N ∩ L :M a) = (N :M a) ∩ (L :M a) (د)

.N ⊆ (N :M a) آن گ  اه ب  اش  د، M از A-ای  ده آل  ی ،N اگ  ر (ه)

آن گ  اه ب  اش  د، ج  اب  ج  ای  ی A اگ  ر

.((N :M a) :A M) = (N :A aM) (و)

.((N :M a) :M b) = ((N :M b) :M a) = (N :M ab) (ز)

اول A-ای  ده آل ب  رای ج  دی  دی ک  اف  ی و لازم ش  رط ،٣. ٩ ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا زی  ر، ق  ض  ی  ه در

آوری  م. م  ی ب  دس  ت را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن

،N ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از س  ره ای A-ای  ده آل ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٣ ق  ض  ی  ه

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،a ∈ A\(N :A M) هر ب  رای اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول A-ای  ده آل  ی

.(N :M a) = N

ک  اف  ی  س  ت .a ∈ A\(N :A M) و ب  اش  د M از اول A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ax ∈ N ای  ن ص  ورت در .x ∈ (N :M a) ک  ن  ی  د ف  رض .(N :M a) ⊆ N دهی  م ن  ش  ان

.x ∈ N داری  م a /∈ (N :A M) ک  ه ای  ن و N ب  ودن اول از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،a ∈ A\(N :A M) هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .N = (N :M a) ب  ن  اب  رای  ن

آن گ  اه ،a /∈ (N :A M) اگ  ر .a ∈ A و x ∈ M ب  رای ax ∈ N و (N :M a) = N

□ اس  ت. M از اول A-ای  ده آل  ی ،N ل  ذا و x ∈ (N :M a) = N ف  رض ط  ب  ق

ب  ودن اول  ی  ه A-ای  ده آل ب  رای ج  دی  دی ک  اف  ی و لازم ش  رط ،٣. ٩ ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا زی  ر، ق  ض  ی  ه در

ک  ن  ی  م. م  ی ذک  ر را س  ره A-ای  ده آل ی  ک

،N ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از س  ره ای A-ای  ده آل ،N ک  ن  ی  د ف  رض .١۴ .٣ ق  ض  ی  ه

(ب  رای an /∈ (N :A M) ک  ه a ∈ A هر ب  رای اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی

.(N :M a) = N ،(n ∈ N هر

ب  ه ط  وری ک  ه a ∈ A و ب  اش  د M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.(N :M a) ⊆ N دهی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت .an /∈ (N :A M) ،n ∈ N هر ب  رای

ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و ax ∈ N ای  ن ص  ورت در .x ∈ (N :M a) ک  ن  ی  د ف  رض

،n ∈ N هر ب  رای ای  ن ک  ه و N ب  ودن اول  ی  ه
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ف  رض ح  ال .N = (N :M a) ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ N داری  م an /∈ (N :A M)

(N :M a) = N ،(n ∈ N هر (ب  رای an /∈ (N :A M) ک  ه a ∈ A هر ب  رای ک  ن  ی  د

،an /∈ (N :A M) ،n ∈ N هر ب  رای اگ  ر .a ∈ A و x ∈ M ب  رای ax ∈ N و

M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی ،N ل  ذا و x ∈ (N :M a) = N ف  رض، ط  ب  ق آن گ  اه

□ اس  ت.

،a ∈ A\(N :A M) هر ب  رای و ب  وده M از س  ره A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ .٣ گ  زاره

،(N :M a) و N + aM ب  ودن م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا از و ب  اش  د M از آل  ی A-ای  ده ی  ک aM

ن  ب  اش  د م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا N اگ  ر درای  ن ص  ورت اس  ت. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ن  ی  ز N ک  ه ب  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه

،N آن گ  اه ب  اش  د، ب  ی  ش  ی  ن ن  ی  س  ت  ن  د؛ م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ک  ه M از A-ای  ده آل های  ی ت  م  ام ب  ی  ن در و

اس  ت. M از اول  ی A-ای  ده آل

ل  ذا .ax ∈ N ،x ∈M و a ∈ A\(N :M) ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ب  ا (N :M a) و N + aM ف  رض ط  ب  ق آن گ  اه ،N ⊂ (N :M a) اگ  ر .N ⊂ N + aM

ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه اس  ت م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ن  ی  ز N پ  س م  ی ب  اش  ن  د. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د

،N ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ N م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،ax ∈ N آن ج  ای  ی ک  ه از و N = (N :M a)

□ اس  ت. M از اول A-ای  ده آل  ی

ب  ا آن A-ای  ده آل هر اگ  ر اس  ت، ن  وت  ری M A-م  دول ،[۴] ب  ه ب  ن  ا ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ی  ادآوری ن  ک  ت  ه:

ب  اش  د. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د

ت  ول  ی  د ب  ا م  ع  ادل A-م  دول، ی  ک ب  ودن ن  وت  ری ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ش  رای  ط  ی) (ت  ح  ت زی  ر ق  ض  ی  ه

اس  ت. اول  ش A-ای  ده آل های ب  ودن م  ت  ن  اهی

،M م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا A-م  دول از N س  ره A-ای  ده آل هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ .٣ ق  ض  ی  ه

ب  ودن م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا از و ب  وده M از A-ای  ده آل  ی ،a ∈ A\(N : M) هر ب  رای aM

M ای  ن ص  ورت در ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ن  ی  ز N ب  ودن م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ،(N :M a) و N + aM

ب  اش  د. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ،M اول A-ای  ده آل هر اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت ن  وت  ری

ب  اش  د. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ،M اول A-ای  ده آل هر ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

س  ره ای A-ای  ده آل ،N ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در Nهای  ی از م  ت  ش  ک  ل را ∆ م  ج  م  وع  ه
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ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ،∆ 6= ∅ اگ  ر ن  ی  س  ت. م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا ک  ه اس  ت M از

گ  زاره ب  ه ب  ن  ا ک  ه ب  ود خ  واهد L م  ان  ن  د ب  ی  ش  ی  ن  ی ع  ض  و دارای ∆ زورن، ل  م

ب  ودن م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا م  ت  ن  اق  ض ای  ن و اس  ت M از اول  ی A-ای  ده آل ،١۵ .٣

ث  اب  ت ح  ک  م و ∆ = ∅ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ف  رض ط  ب  ق اول، A-ای  ده آل های

□ اس  ت. واض  ح ق  ض  ی  ه، ب  رع  ک  س اث  ب  ات م  ی ش  ود.

زی  رم  ج  م  وع  ه ای I و M A-م  دول از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ای N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٧ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ب  اش  د. A از ن  ات  هی

(N :M I) = {y ∈M : Iy ⊆ N},

.Iy = {iy : i ∈ I} آن در ک  ه

M = Γ(R٢, u) = [(٠, ٠), (١, ١)] ک  ن  ی  د ف  رض ([٣] ۵ · ٢ (م  ث  ال .٣. ١٨ م  ث  ال

آن در ک  ه A = Γ(M٢(R), v) = [٠,

١/٢ ١/٢

١/٢ ١/٢

] و u = (١, , ١) آن در ک  ه

N = ب  رای اس  ت. A-م  دول ی  ک M درای  ن ص  ورت .v =

١/٢ ١/٢

١/٢ ١/٢


داری  م I = {

٠ ١/۴

٠ ١/٢

 ,
 ٠ ٠

١/٢ ١/٢

} و {(١/۴, ١/٢), (٠, ١/٢), (٠, ١)}

(N :M I) = {y ∈M : Iy ⊆ N} = {(٠, ١), (١, ١)}.

و A از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ای I ج  اب  ج  ای  ی، PMV-ج  ب  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٩ گ  زاره

N ش  ام  ل و M از A-ای  ده آل  ی ،(N :M I) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از A-ای  ده آل  ی ،N

اس  ت.

آوری  م. ب  دس  ت را زی  ر خ  واص ت  وان  ی  م م  ی ،٣. ١٧ ت  ع  ری  ف از

J و I و M A-م  دول از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی L و N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢٠ گ  زاره

ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د. A از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی
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.(N :M I) =M اگ  روت  ن  هااگ  ر I ⊆ (N :A M) (ال  ف)

.(N :M I) ⊆ (L :M I) آن گ  اه ،N ⊆ L اگ  ر (ب)

.(N :M J) ⊆ (N :M I) آن گ  اه ،I ⊆ J اگ  ر (ج)

.(N ∩ L :M I) = (N :M I) ∩ (L :M I) (د)

.N ⊆ (N :M I) آن گ  اه ب  اش  د، M از A-ای  ده آل  ی ،N اگ  ر (ه)

آن گ  اه ب  اش  د، ج  اب  ج  ای  ی A اگ  ر

.((N :M I) :A M) = (N :A IM) (و)

آن در ک  ه ((N :M I) :M J) = ((N :M J) :M I) = (N :M IJ) (ز)

.Ij = {ij : i ∈ I, j ∈ J}

اول A-ای  ده آل ب  رای ج  دی  دی ک  اف  ی و لازم ش  رط ،٣. ١٧ ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا زی  ر، ق  ض  ی  ه در

آوری  م. م  ی ب  دس  ت را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن

،N ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از س  ره ای A-ای  ده آل ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢١ ق  ض  ی  ه

ک  ه A از I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول A-ای  ده آل  ی

.(N :M I) = N ،I ⊈ (N :A M)

ک  اف  ی  س  ت .I ⊈ (N :A M) و ب  اش  د M از اول  ی A-ای  ده آل ،N ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

و Ix ⊆ N ای  ن ص  ورت در .x ∈ (N :M I) ک  ن  ی  د ف  رض .(N :M I) ⊆ N دهی  م ن  ش  ان

،[۵] ۶ · ٣ ق  ض  ی  ه و I ⊈ (N :A M) از اس  ت  ف  اده ب  ا هم چ  ن  ی  ن و N ب  ودن اول ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در

I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س، .N = (N :M I) ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ N

x ∈ M ب  رای ax ∈ N و (N :M I) = N ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،I ⊈ (N :A M) ک  ه A از

داری  م ف  رض ط  ب  ق ل  ذا و {a} ⊈ (N :A M) آن گ  اه ،a /∈ (N :A M) اگ  ر .a ∈ A و

□ اس  ت. M از اول A-ای  ده آل  ی ،N ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ (N :M a) = (N :M {a}) = N

اول  ی  ه A-ای  ده آل ب  رای ج  دی  دی ک  اف  ی و لازم ش  رط ،٣. ١٧ ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا زی  ر، ق  ض  ی  ه در

ک  ن  ی  م. م  ی ذک  ر را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن

ای  ده آل (N :A M) ک  ه ب  اش  د M از س  ره ای A-ای  ده آل ،N ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢٢ ق  ض  ی  ه

اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی ،N ای  ن ص  ورت در اس  ت. A از اول  ی

In ∩ (N :A M) = ∅ ک  ه n ∈ N هر ب  رای و A از I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه  هر ب  رای

.(N :M I) = N ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،(In = {an : a ∈ I})
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زی  رم  ج  م  وع  ه I و M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.In ∩ (N :A M) = ∅ ،n ∈ N هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د A از ن  ات  هی

در .x ∈ (N :M I) ک  ن  ی  د ف  رض .(N :M I) ⊆ N دهی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت

هر ب  رای ای  ن ک  ه و N ب  ودن اول  ی  ه ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و Ix ⊆ N ای  ن ص  ورت

ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ N ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،In ∩ (N :A M) = ∅ ،n ∈ N

و A از I ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .N = (N :M I)

.(N :M I) = N ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،In ∩ (N :A M) = ∅ ک  ه n ∈ N هر ب  رای

هر ب  رای اگ  ر .a ∈ A و x ∈ M ب  رای ،ax ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض هم چ  ن  ی  ن

داری  م ،n ∈ N هر ب  رای آن گ  اه ،an /∈ (N :A M) ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،n ∈ N

.x ∈ (N :M a) = (N :M {a}) = N ف  رض، ط  ب  ق و {a}n ∩ (N :A M) = ∅

□ اس  ت. M از اول  ی  ه A-ای  ده آل  ی ،N ب  ن  اب  رای  ن

ش  ده S-اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه های ۴

S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه و PMV-ج  ب  رها در ش  ده اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه م  ف  اهی  م ب  خ  ش، ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م. ذک  ر را آن ها وی  ژگ  ی های و ک  رده ت  ع  ری  ف را A-م  دول ها در ش  ده S-اش  ب  اع و

از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S و PMV-ج  ب  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ت  ع  ری  ف

،a, b ∈ A هر ب  رای اگ  ر اس  ت، A از ش  ده اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S گ  وی  ی  م ب  اش  د. A

.b ∈ S و a ∈ S دهد ن  ت  ی  ج  ه a · b ∈ S

درای  ن ص  ورت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (ال  ف)، ٣. ٣ م  ث  ال (ال  ف) .٢ .۴ م  ث  ال

اس  ت. A از ش  ده اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S = {

a ٠

٠ ١

 : ٠ ≤ a ≤ ١}

ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S = {٠, ١} درای  ن ص  ورت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ،٣. ١٠ م  ث  ال (ب)

.(٢ /∈ S ام  ا ٢؛ · ٢ = ١ ∈ S) ن  ی  س  ت A از ش  ده اش  ب  اع ول  ی اس  ت؛

M و ب  وده A PMV-ج  ب  ر از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض .٣ .۴ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. A-م  دول ی  ک
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،e ∈ S و s ∈ S∗ هر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م، S-ب  س  ت  ه را M از S∗ غ  ی  رت  هی زی  رم  ج  م  وع  ه (ال  ف)

.e · s ∈ S∗ ب  اش  ی  م داش  ت  ه

،e ∈ M و a ∈ A ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م، ش  ده اش  ب  اع را S∗ S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه (ب)

.e ∈ S∗ و a ∈ S دهد ن  ت  ی  ج  ه a · e ∈ S∗

ی  ک S∗ = {٢} ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (ب) ٢ .۴ م  ث  ال (ال  ف) .۴ .۴ م  ث  ال

.(٠ · ٢ = ٠ /∈ S∗) ن  ی  س  ت M از S-ب  س  ت  ه = {٠, ١} زی  رم  ج  م  وع  ه

M = Γ(R٢, u) = [(٠, ٠), (١, ١)] ک  ن  ی  د ف  رض ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (ال  ف) ٢ .۴ م  ث  ال (ب)

S∗ = {(٠, a) : ٠ ≤ و اس  ت A-م  دول ی  ک M درای  ن ص  ورت .u = (١, , ١) آن در ک  ه

م  ث  ال ع  ن  وان (ب  ه ن  ی  س  ت ش  ده اش  ب  اع ول  ی اس  ت؛ M از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک a ≤ ١}

.(

٠ ٠

٠ ١/٢

 /∈ S و (١, ١) /∈ S∗ ول  ی ؛

٠ ٠

٠ ١/٢

 · (١, ١) = (٠, ١/٢) ∈ S∗

S∗ = {(a, ١) : ٠ ≤ a ≤ ١} درای  ن ص  ورت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (ب)، ق  س  م  ت م  ث  ال (ج)

اس  ت. M از ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک

هم  ری  خ  ت  ی ت  ح  ت را م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک ش  ده اش  ب  اع و ب  س  ت  ه م  ف  اهی  م ب  ع  دی، گ  زاره در

دهی  م. م  ی ق  رار ب  ررس  ی م  ورد A-م  دول  ی،

ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S و A-م  دول  ی هم  ری  خ  ت  ی ی  ک h : M → M ′ ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۴ گ  زاره

درای  ن ص  ورت ب  اش  د. A از ض  رب  ی

از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه h(S∗) آن گ  اه ب  اش  د، M از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S∗ اگ  ر ال  ف)

اس  ت. M ′

h−١(S∗) آن گ  اه ب  اش  د، M ′ از ش  ده) (اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S∗ اگ  ر ب)

اس  ت. M از ش  ده) (اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه

م  ی ب  دس  ت را ش  ده اش  ب  اع و ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های از خ  واص  ی ب  ع  دی، ی گ  زاره چ  ن  د در

آوری  م.

S∗ اگ  ر ب  اش  د. A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S و A-م  دول ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .۴ ل  م

اس  ت. ش  ده اش  ب  اع S آن گ  اه ب  اش  د، M از S-ب  س  ت  ه ش  ده اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک
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،e ∈ S∗ هر ب  رای ای  ن ص  ورت در .ab ∈ S ب  ه ط  وری ک  ه a, b ∈ A ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

و a ∈ S ن  ت  ی  ج  ه در .be ∈ S∗ و a ∈ S ل  ذا اس  ت، ش  ده اش  ب  اع S∗ چ  ون و abe ∈ S∗

□ .b ∈ S

ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ک  ل  ی ح  ال  ت در ق  ب  ل، ل  م ع  ک  س ک  ه دهی  م م  ی ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال در

ش  ده اش  ب  اع زی  رم  ج  م  وع  ه S درای  ن ص  ورت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (ال  ف)، ٢ .۴ م  ث  ال .٧ .۴ م  ث  ال

ن  ی  س  ت. ش  ده S-اش  ب  اع ،S∗ ۴. ۴(ب)، م  ث  ال ب  ن  اب  ه ول  ی اس  ت؛ A

S∗ و A ج  اب  ج  ای  ی PMV-ج  ب  ر از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض .٨ .۴ ل  م

ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. A از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ای

ش  ده اش  ب  اع ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ و S = S∗ اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت A A-م  دول از

ب  اش  د. A از

از ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ،۶ .۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  د. A A-م  دول

و ba ∈ S∗ ،b ∈ S∗ و a ∈ S هر ب  رای ب  ه ع  لاوه م  ی ب  اش  د. A از ش  ده اش  ب  اع

اث  ب  ات .S = S∗ ل  ذا و S ⊆ S∗ ،S∗ ⊆ S ب  ن  اب  رای  ن .a ∈ S∗ و b ∈ S ل  ذا

□ اس  ت. واض  ح ب  رع  ک  س،

هر ب  رای و ب  اش  د M اول A-ای  ده آل های از خ  ان  واده ای {Pi}i∈I ک  ن  ی  د ف  رض .٩ .۴ گ  زاره

S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ = M\ ∪i∈I Pi ای  ن ص  ورت در .pi = (Pi : M) ،i ∈ I

.S = R− \ ∪i∈I pi آن در ک  ه اس  ت M از ش  ده اش  ب  اع

ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S ب  ه وض  وح اث  ب  ات.

اول ب  ه ب  ن  ا ک  ه aα ∈ Pj ،j ∈ I ب  رای آن گ  اه .aα /∈ S∗ ،α ∈ S∗ و a ∈ S ب  رای

S∗ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه α ∈ Pj ی  ا a ∈ pj م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،Pj ب  ودن

،α ∈ M و a ∈ A ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. S-ب  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه ی  ک

ل  ذا و α ∈ Pj ،j ∈ I ب  رای آن گ  اه ،α /∈ S∗ اگ  ر .aα ∈ S∗ ب  اش  ی  م داش  ت  ه

،t ∈ I ب  رای آن گ  اه ،a /∈ S اگ  ر م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه aα ∈ Pj

اس  ت. ت  ن  اق  ض و aα ∈ Pt م  ی دهد ن  ت  ی  ج  ه ک  ه a ∈ (Pt : M) ل  ذا و a ∈ pt
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□ اس  ت. M از ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ب  ن  اب  رای  ن

ک  ن  ی  د ف  رض ،M از S∗ S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای .١٠ .۴ گ  زاره

W = {S∗
i ⊆M : S ⊆ Si, S

∗ ⊆ S∗
i , اس  ت ش  ده اش  ب  اع Si-ب  س  ت  ه ی  ک S∗

i },

S∗ = ∩S∗
i ∈WS

∗
i .

آن در ک  ه اس  ت S∗ ش  ام  ل M از ش  ده اش  ب  اع S٠-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ای  ن ص  ورت در

.S٠ = ∩i∈ISi

A ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S٠ ک  ه م  ی ش  ود دی  ده ب  ه س  ادگ  ی اث  ب  ات.

α ∈ S∗
i ،i ∈ I هر ب  رای ای  ن ص  ورت در .a ∈ S∗ و a ∈ S٠ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت.

ل  ذا .aα ∈ S∗
i م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ،S∗

i ب  ودن Si-ب  س  ت  ه ب  ه ب  ن  ا ک  ه a ∈ Si و

ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. S٠-ب  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ پ  س .aα ∈ S∗

ب  ه ب  ن  ا و aα ∈ S∗
i ،i ∈ I هر ب  رای ای  ن ص  ورت در .aα ∈ S∗ ،α ∈ M و a ∈ A

.a ∈ Si و α ∈ S∗
i ،i ∈ I هر ب  رای م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ،S∗

i ب  ودن Si-اش  ب  اع
اش  ب  اع S٠-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ل  ذا و α ∈ S∗ و a ∈ S٠ ب  ن  اب  رای  ن

□ اس  ت. M از ش  ده

M از A-ای  ده آل  ی ،N و M از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ک  ن  ی  د ف  رض .١١ .۴ گ  زاره

ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د. M\S∗ در م  ش  م  ول

A-ای  ده آل  ی ،N ی  ا و م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا M ج  اب  ج  ای  ی، A اگ  ر و (N :M) ∩ S = ∅ (ال  ف)

.NS 6=MS آن گ  اه ب  اش  د، M از اول

.N = {m ∈M : ∃ s ∈ S; sm ∈ N} آن گ  اه ب  اش  د، ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در N اگ  ر (ب)

دارد. وج  ود s ∈ (N :M) ∩ S ل  ذا .(N :M) ∩ S 6= ∅ ک  ن  ی  د ف  رض (ال  ف) اث  ب  ات.

ت  ن  اق  ض ک  ه se ∈ S∗ ∩N داش  ت خ  واهی  م e ∈ S∗ هر ازای ب  ه ب  ن  اب  رای  ن .sM ⊆ N پ  س

A-ای  ده آل  ی ،N ی  ا و م  ت  ن  اهی ب  ات  ول  ی  د M اگ  ر ح  ال .(N : M) ∩ S = ∅ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.
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.NS 6=MS ،٣. ٢ گ  زاره  ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  د؛ M از اول

م  ی دهی  م ق  رار ب  اش  د. ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در N ک  ن  ی  د ف  رض (ب)

L = {m ∈M : ∃ s ∈ S; sm ∈ N}.

ل  ذا و L ∩ S∗ 6= ∅ ب  ن  اب  رای  ن .N 6= L ک  ن  ی  د ف  رض .N ⊆ L ب  ه وض  وح

ن  ت  ی  ج  ه در .se ∈ N ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود s ∈ S پ  س دارد. وج  ود e ∈ L ∩ S∗

در اس  ت. ت  ن  اق  ض ای  ن و se ∈ N ∩ S∗ داری  م ،S∗ ب  ودن S-ب  س  ت  ه ب  ن  اب  ه

□ اس  ت. ک  ام  ل اث  ب  ات ن  ت  ی  ج  ه

.NS 6=MS و N ⊆M\S∗ درای  ن ص  ورت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ،٣. ٣ م  ث  ال .١٢ .۴ م  ث  ال

را س  ره A-ای  ده آل ی  ک ب  ودن اول A-ای  ده آل ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط زی  ر، ن  ت  ی  ج  ه در

آوری  م. م  ی ب  دس  ت آن س  ازی م  وض  ع  ی ب  ا م  ت  ن  اس  ب

در آم  ده ان  د. ١١ .۴ گ  زاره در ک  ه ب  اش  ن  د هم  ان های  ی S∗ و S ،M ک  ن  ی  د ف  رض .١٣ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

ب  اش  د. MS اول AS-ای  ده آل ،NS اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M اول A-ای  ده آل ،N ای  ن ص  ورت

،۵ .٣ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا ط  رف  ی از .(N : M) ∩ S = ∅ ،١١ .۴ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا اث  ب  ات.

و (N : M) ∩ S = ∅ ک  ه M از N اول A-ای  ده آل های ت  م  ام ب  ی  ن ی  ک ب  ه ی  ک  ی ت  ن  اظ  ر

□ اس  ت. ک  ام  ل اث  ب  ات ل  ذا و دارد وج  ود MS AS-م  دول اول AS-ای  ده آل های

را ش  رای  ط  ی ش  ده، اش  ب  اع و ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های م  ف  اهی  م از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  ان  ی، گ  زاره چ  ن  د در

ش  ود. اول A-ای  ده آل ی  ک س  ره، A-ای  ده آل ی  ک آن ها ت  ح  ت ک  ه آوری  م م  ی ب  دس  ت

زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ و A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض .١۴ .۴ ق  ض  ی  ه

از A-ای  ده آل  ی ،N ک  ن  ی  د ف  رض هم چ  ن  ی  ن ب  اش  د. M م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا A-م  دول از S-ب  س  ت  ه

آن گ  اه ب  اش  د، ب  ی  ش  ی  ن A\S در (N :M) ای  ده آل اگ  ر اس  ت. ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در ک  ه ب  اش  د M

.(NS :AS
MS) = (N :A M)S ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت M از اول  ی A-ای  ده آل ،N

هم چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ب  ی  ش  ی  ن A\S در P = (N :A M) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  وج  ود PS ش  ام  ل AS از QS ب  ی  ش  ی  ن ای  ده آل ک  ن  ی  د ف  رض



٢٩٠ MV-م  دول ها در اش  ب  اع ش  ده و S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه های

ب  رای آن گ  اه .PS ⊆ QS ای  ن رو از .Q ∩ S = ∅ ک  ه اس  ت A از اول A-ای  ده آل  ی ،Q

وج  ود S ∩ B(A) در s′ م  ان  ن  د ع  ض  وی ب  ن  اب  رای  ن .r/s ∈ QS داری  م r ∈ P هر

ن  ت  ی  ج  ه در .r ∈ Q داری  م ،Q ∩ S = ∅ چ  ون ل  ذا .s′r ∈ Q ب  ه ق  س  م  ی ک  ه دارد

م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ف  رض، ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه ،P ⊊ Q اگ  ر ل  ذا .P ⊆ Q

ای  ده آل PS ل  ذا و P = Q ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه Q ∩ S 6= ∅ ک  ه

چ  ون و ب  وده NS 6= MS ،١١ .۴ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا اس  ت. AS از ب  ی  ش  ی  ن  ی

ب  ن  اب  ه ام  ا .(NS : MS) = PS داری  م ل  ذا ،PS = (N : M)S ⊆ (NS : MS)

،۵ .٣ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا ح  ال ب  ود. خ  واهد MS از اول  ی زی  رم  دول NS ،[۵] ۴ · ٣ گ  زاره

□ اس  ت. M از اول  ی A-ای  د ه آل ،N

زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ و S = A\P ،A از اول  ی ای  ده آل P ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

M\S∗ در N و (N : M) = P اگ  ر ب  اش  د. M م  ت  ن  اهی ت  ول  ی  د ب  ا A-م  دول از S-ب  س  ت  ه

اس  ت. M از اول  ی A-ای  ده آل ،N آن گ  اه ب  اش  د، ب  ی  ش  ی  ن

A\S در (N : M) ک  ه دهی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت ،١۴ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا اث  ب  ات.

(N : M) ⊆ q ب  اش  ی  م داش  ت  ه q ای  ده آل ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ب  ی  ش  ی  ن

□ .(N :M) = q ل  ذا و q ⊆ P = (N :M) ای  ن ص  ورت در .q ∩ S = ∅ و

A-م  دول ی  ک M = (m] و ج  اب  ج  ای  ی PMV-ج  ب  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ .۴ ق  ض  ی  ه

ف  رض اس  ت. M از A-ای  ده آل ی  ک IM ،A از I ای  ده آل هر ب  رای ک  ه ب  اش  د دوری ی  ک  ان  ی

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د M از -ای  ده آل  ی A ،N و A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S ک  ن  ی  د

ب  اش  د M از S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه S∗ ک  ن  ی  د ف  رض هم چ  ن  ی  ن .N = (N : M)M

(N :M) ای  ده آل آن گ  اه ب  اش  د، ش  ده اش  ب  اع S∗ اگ  ر اس  ت. ب  ی  ش  ی  ن M\S∗ در N ب  ه ط  وری ک  ه

ب  ود. خ  واهد M از اول  ی A-ای  ده آل ،N ل  ذا و ب  وده ب  ی  ش  ی  ن A\S در

آن گ  اه ن  ب  اش  د. ب  ی  ش  ی  ن A\S در J = (N : M) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

،JM = IM اگ  ر .J ⊊ I ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود A\S در م  ش  م  ول I م  ان  ن  د ای  ده آل  ی

.αm ≤ β ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود β ∈ J ،α ∈ I هر ب  رای ل  ذا .I(m] ⊆ J(m] آن گ  اه
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ب  ن  اب  رای  ن .α ∈ (N : M) = J ل  ذا .αM ⊆ N ن  ت  ی  ج  ه در و αm ∈ N پ  س

در N چ  ون .N = JM ⊊ IM ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ب  وده I = J

وج  ود r ∈ I ن  ت  ی  ج  ه در و ب  وده S∗ ∩ IM 6= ∅ ل  ذا اس  ت، ب  ی  ش  ی  ن M\S∗

ک  ه r ∈ S ل  ذا اس  ت؛ ش  ده اش  ب  اع S∗ چ  ون ح  ال .rm ∈ S∗ ب  ه ط  وری ک  ه دارد

ب  وده ب  ی  ش  ی  ن A\S در J ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. I ∩ S = ∅ ف  رض ب  ا م  ت  ن  اق  ض

□ ب  ود. خ  واهد M از اول  ی A-ای  ده آل ،N داری  م ،١۴ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا و

دوری ی  ک  ان  ی A-م  دول ی  ک M و ج  اب  ج  ای  ی PMV-ج  ب  ر ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .١٧ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض هم چ  ن  ی  ن اس  ت. M از A-ای  ده آل ی  ک IM ،I ای  ده آل هر ب  رای ک  ه ب  اش  د

و A از ض  رب  ی ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S ،N = (N : M)M ،M از N A-ای  ده آل هر

S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. M از غ  ی  رت  هی ب  الای  ی زی  رم  ج  م  وع  ه S∗

(i ∈ I) Pi اول A-ای  ده آل های از اج  ت  م  اع  ی M\S∗ اگ  روت  ن  هااگ  ر اس  ت M از ش  ده اش  ب  اع

ب  اش  د. (i ∈ I) pi = (Pi :M) اول ای  ده آل های از اج  ت  م  اع  ی A\S و ب  وده M از

ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

اس  ت، ش  ده اش  ب  اع S∗ چ  ون .٠ 6= e ∈ M − S∗ ب  اش  ی  م داش  ت  ه و ب  وده M از

Ae ش  ام  ل M از P م  ان  ن  د A-ای  ده آل  ی زورن، ل  م ب  ه ب  ن  ا .Ae ∩ S∗ = ∅ ل  ذا

ب  ا اش  ت  راک  ی ک  ه Ae ش  ام  ل زی  رم  دول های هم  ه ب  ی  ن در ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود

اول  ی A-ای  ده آل ،P ،١۶ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا ح  ال اس  ت. ب  ی  ش  ی  ن ن  دارن  د، S∗

A-ای  ده آل های از اج  ت  م  اع  ی ،M\S∗ = ∪i∈IPi ب  ن  اب  رای  ن ب  ود. Mخ  واهد از

،i ∈ I هر ب  رای ج  ای  ی ک  ه ،S٠ = A\(∪i∈Ipi) دهی  د ق  رار اس  ت. (i ∈ I) Pi اول

اگ  ر .s ∈ S ک  ن  ی  د ف  رض .S = S٠ م  ی دهی  م ن  ش  ان ح  ال .pi = (Pi : M)

داری  م m ∈ S∗ ب  رای ل  ذا و ب  وده s ∈ (Pi : M) آن گ  اه ،s ∈ pi ،i ∈ I ب  رای

از .S ⊆ S٠ ن  ت  ی  ج  ه در و s ∈ S٠ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،sm ∈ Pi ∩ S∗

ن  ت  ی  ج  ه در .s′ /∈ pi ،i ∈ I هر ب  رای م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،s′ ∈ S٠ ب  رای ط  رف  ی

.s′m ∈ S∗ داری  م Piها ب  ودن اول ب  ه ب  ن  ا ،m ∈ S∗ = M\(∪i∈IPi) هر ب  رای

ن  ت  ی  ج  ه اس  ت؛ ش  ده اش  ب  اع S-ب  س  ت  ه زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک S∗ چ  ون ل  ذا

٩ .۴ گ  زاره هم  ان ق  ض  ی  ه، ای  ن ع  ک  س .S٠ ⊆ S ب  ن  اب  رای  ن .s′ ∈ S م  ی گ  ی  ری  م
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□ م  ی ب  اش  د.

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۵

ض  م  ن ش  ده ان  د؛ ت  ع  ری  ف MV-م  دول ها در ک  ه م  ف  اهی  م  ی ک  م  ک ب  ا م  ق  ال  ه، ای  ن در

م  ف  هوم چ  ن  دی  ن م  ع  رف  ی ب  ا MV-م  دول ها، ب  رای ج  دی  دی خ  واص آوردن ب  ه دس  ت

ب  دس  ت MV-م  دول ها ب  رای ب  ی  ش  ت  ری وی  ژگ  ی های ای  م ک  رده س  ع  ی ج  دی  د،

دی  گ  ر در را ج  دی  د م  ف  اهی  م ای  ن آت  ی های پ  ژوهش در ک  ن  ی  م م  ی ت  لاش آوری  م.

و ق  س  م  ت  ی خ  ارج MV-م  دول های م  ان  ن  د MV-م  دول ها در ش  ده ت  ع  ری  ف م  ف  اهی  م

ب  ا م  رت  ب  ط دی  گ  ر م  ف  اهی  م ت  ع  ری  ف ب  ا هم چ  ن  ی  ن و ن  م  وده ب  ررس  ی ک  س  ری

ب  ی  ش  ت  ری وی  ژگ  ی های و خ  ص  وص  ی  ات م  ق  ال  ه، در ش  ده م  ع  رف  ی م  ف  اهی  م ای  ن

در را م  ف  اهی  م ای  ن ب  رای  ن، ع  لاوه ب  ی  اوری  م. ب  دس  ت MV-م  دول ها ب  رای

داد. خ  واهی  م ق  رار ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه م  ورد ن  ی  ز ف  ازی های م  ج  م  وع  ه

ق  دردان  ی و ت  ش  ک  ر

س  ازن  ده پ  ی  ش  ن  هادات و ن  ظ  رات ب  رای م  ح  ت  رم داوران از م  ای  ل  ن  د ن  وی  س  ن  دگ  ان

ت  ش  ک  ر اس  ت؛ ب  خ  ش  ی  ده ب  هب  ود را م  ق  ال  ه ت  وج  هی ق  اب  ل ط  ور ب  ه ک  ه خ  ود

ک  ن  ن  د.
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