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ای  ران زاهدان، ب  ل  وچ  س  ت  ان، و س  ی  س  ت  ان دان  ش  گ  اه ری  اض  ی، دان  ش  ک  ده ری  اض  ی، گ  روه

١۴٠١/٩/٢٠ پ  ذی  رش: ت  اری  خ ١۴٠١/٢/١۶ دری  اف  ت: ت  اری  خ

ع  ل  م  ی-پ  ژوهش  ی م  ق  ال  ه: ن  وع

چ  ک  ی  ده
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٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ق  دم  ه ١

واق  ع  ی، م  س  ائ  ل ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  دل های ک  ارب  ردی ت  ری  ن از ی  ک  ی ع  ن  وان ب  ه خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

م  ی ت  وان را خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی، ح  ال  ت در اس  ت. ب  وده م  ح  ق  ق  ان ت  وج  ه م  ورد هم  واره

ک  رد: ب  ی  ان (١) ری  اض  ی م  دل  ص  ورت ب  ه

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١)

ب  ردار م  ن  اب  ع، ب  ردار را b = (b١, b٢, ..., bm) ب  ردار هدف، ت  اب  ع را z =
∑n

j=١ cjxj ت  اب  ع

هزی  ن  ه ب  ردار c = (c١, c٢, ..., cn) ب  ردار ت  ص  م  ی  م، م  ت  غ  ی  رهای ب  ردار را x = (x١, x٢, ..., xn)

ی  ا ق  ی  ود م  ات  ری  س را A = (aij)m×n م  ات  ری  س و هدف ت  اب  ع در ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  رهای ض  رای  ب ی  ا

م  ع  م  ول  ی، خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل در داده ها م  ی ن  ام  ن  د. ت  ک  ن  ول  وژی  ک  ی ض  رای  ب م  ات  ری  س

م  س  ائ  ل در ورودی داده های اغ  ل  ب ام  ا م  ی ش  ون  د. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در دق  ی  ق م  ق  ادی  ر ص  ورت ب  ه

ن  اک  ام  ل و ن  اک  اف  ی دل  ی  ل ب  ه م  وض  وع، ای  ن ک  ه هس  ت  ن  د ١ ق  ط  ع  ی  ت ع  دم دارای واق  ع  ی، ج  هان

ب  رن  ام  ه ری  زی م  ف  هوم اس  ت. آن ها ب  ودن ٣ ن  ی  اف  ت  ن  ی دس  ت ی  ا و م  وج  ود٢ ع  ی  ن  ی داده های ب  ودن

چ  هارچ  وب در ١٩٧۴ س  ال در [١٩] هم  ک  اران  ش و ت  ان  اک  ا ت  وس  ط ب  ار ن  خ  س  ت  ی  ن ف  ازی ری  اض  ی

را ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه زی  م  رم  ن س  پ  س و م  ط  رح [٣] ۴ زاده و ب  ل  م  ن ف  ازی ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ک  م  ک ب  ا ب  دی  ن ت  رت  ی  ب، داد. ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی ب  رای

م  س  ائ  ل، ن  وع ای  ن اغ  ل  ب و ک  رد ک  ار ن  ادق  ی  ق۶ ق  ی  دهای و داده ها روی م  ی ت  وان ۵ ف  ازی خ  ط  ی

م  ی گ  ی  رن  د ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد م  هن  دس  ی و ع  ل  وم در م  س  ائ  ل از گ  ون  اگ  ون  ی گ  س  ت  ره ح  ل ب  رای

ب  رخ  ی ب  ررس  ی ب  ه آن در ک  ه اس  ت م  روری م  ط  ال  ع  ه ی  ک پ  ی  ش رو، م  ط  ال  ع  ه .[١۵ ،١۴]،[۴]

ط  ی پ  رداخ  ت  ه  ای  م. آن ها ح  ل روش های و دس  ت  ه ب  ن  دی  ف  ازی، خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های

1Uncertainty
2Insufficient/incomplete available objective data
3Non-obtainable
4Bellman and Zadeh
5Fuzzy Linear Programming Problems
6Imprecise



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٣

م  س  ائ  ل گ  ون  اگ  ون دس  ت  ه ب  ن  دی های و ح  ل خ  ص  وص در ج  ذاب  ی م  روری م  ط  ال  ع  ات گ  ذش  ت  ه، س  ال  ی  ان

روی ب  ر م  روری م  ط  ال  ع  ات آخ  ری  ن از ی  ک  ی ک  ه اس  ت ش  ده ان  ج  ام ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

.[٩] اس  ت ش  ده ارائ  ه ف  ی  گ  ورا ت  وس  ط ف  ازی، خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی دی  دگ  اه ها و رون  دها ت  اری  خ  چ  ه،

ای  ن ، ٧ ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه ورودی داده های در ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ه ت  وج  ه ب  ا

:[١] م  ی ش  ون  د ب  ی  ان زی  ر ح  ال  ت های از ی  ک  ی ص  ورت ب  ه م  وارد از ب  س  ی  اری در داده ها،

روب  رو ٨ م  ح  دوده و م  رز ب  ودن ش  ف  اف غ  ی  ر از ن  اش  ی اب  هام ن  وع ی  ک ب  ا ک  ه ص  ورت  ی در .١

(ی  ا ن  ام  س  اوی ش  ک  ل ب  ه م  ح  دودی  ت ی  ک ب  رای را ش  ف  اف  ی و دق  ی  ق م  رز ن  ت  وان ی  ع  ن  ی ب  اش  ی  م

م  واج  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر و ن  رم ت  س  اوی) ی  ا ) ن  ام  س  اوی ی  ک ب  ا ش  د م  ت  ص  ور ت  س  اوی)

ارج  ح  ی  ت ب  ر م  ب  ت  ن  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ی  ک ص  ورت ب  ه م  س  ئ  ل  ه در اب  هام های  ی چ  ن  ی  ن هس  ت  ی  م.

م  ی ش  ون  د. ارائ  ه ذهن  ی

ن  ی  ز و ٩ گ  ذش  ت  ه) از ت  اری  خ  ی م  وج  ود(اط  لاع  ات ع  ی  ن  ی داده های ب  ودن ن  اک  اف  ی ب  ا اگ  ر .٢

ی  ا غ  ی  ردق  ی  ق م  ق  دار ی  ک واق  ع، در ب  اش  ی  م؛ روب  رو ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده ف  رد ت  ج  رب  ه و دان  ش

ان  ت  خ  اب در ح  ال  ت، ای  ن در اس  ت. ش  ده زده ت  خ  م  ی  ن ن  ظ  ر م  ورد داده ب  رای ١٠ گ  ن  گ

و ش  ک دچ  ار پ  ارام  ت  ر، ی  ک ب  رای م  م  ک  ن م  ق  دار چ  ن  دی  ن م  ی  ان از ورودی م  ق  دار ی  ک

ب  رآورد در ١١ ک  اف  ی دان  ش ک  م  ب  ود از ن  اش  ی ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا اص  ط  لاح ب  ه و ب  وده ت  ردی  د

گ  ن  گ داده های چ  ن  ی  ن م  وارد، اغ  ل  ب در هس  ت  ی  م. روب  رو م  رب  وط  ه پ  ارام  ت  ر م  ق  دار دق  ی  ق

و م  وج  ود ع  ی  ن  ی داده های از ت  ل  ف  ی  ق  ی ک  ه ام  ک  ان  ی ت  وزی  ع ی  ک ش  ک  ل ب  ه غ  ی  ردق  ی  ق، و

م  ی ش  ون  د. م  دل س  ازی هس  ت  ن  د، ١٢ ق  ض  اوت  ی) و ذهن  ی(ت  ج  رب  ی اط  لاع  ات

م  س  ائ  ل در ف  ازی ورودی داده های چ  گ  ون  ه ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی ب  ن  اب  رای  ن،

در ن  ادق  ی  ق داده های و ذهن  ی ارج  ح  ی  ت ب  ر م  ب  ت  ن  ی ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

ذهن  ی و ع  ی  ن  ی ام  ک  ان  ی ت  وزی  ع های ت  وس  ط ف  ازی پ  ارام  ت  رهای ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  س  ائ  ل ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر١٣، خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ک  ل  ی دس  ت  ه س  ه ب  ه م  ی ش  ون  د، م  دل س  ازی
7Fuzzy Mathematics programming
8Vagueness
9Historical (objective) dara
10Imprecise/ambiguous
11Epistemic uncertainty (lack of knowledge
12Expert-based subjective (Judgmental) data
13Flexible Programming Problems



۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ش  ده ان  د. ب  ن  دی ت  ق  س  ی  م ١۵ اس  ت  وار خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل و ١۴ ام  ک  ان  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

در م  ی ش  ود. ب  ی  ان ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه رو، پ  ی  ش م  ط  ال  ع  ه از دوم ب  خ  ش در

ت  ع  دادی و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ک  ام  ل م  ع  رف  ی ب  ه س  وم، ب  خ  ش

م  ع  رف  ی ش  ام  ل چ  هارم، ب  خ  ش ش  د. خ  واهد پ  رداخ  ت  ه م  س  ائ  ل از ن  وع ای  ن دس  ت  ه ب  ن  دی های از

و اس  ت آن ها ب  رای م  وج  ود ح  ل روش های و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های

ش  د. خ  واهد ح  ل م  ث  ال های  ی روش هر ب  رای

ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ٢

م  س  ائ  ل ک  ل  ی دس  ت  ه ب  ن  دی  س  پ  س ف  ازی، ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری ک  لاس  ی  ک م  دل اب  ت  دا ب  خ  ش، ای  ن در

م  دل ی  ک ح  ل ک  ل  ی رون  د از خ  لاص  ه ای ان  ت  ها، در و ب  ی  ان را ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

م  ی ک  ن  ی  م. ارائ  ه ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

ف  ازی م  ح  ی  ط ت  ح  ت ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری ٢. ١

ش  رای  ط ت  ح  ت زاده و ب  ل  م  ن م  ف  هوم اس  اس ب  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل روش های

ق  ی  د ف  ازی، هدف ن  ام های ب  ه اس  اس  ی م  ف  هوم س  ه زاده و ب  ل  م  ن .[١٧] ش  ده ان  د پ  ای  ه گ  ذاری ف  ازی

ف  ازی زدای  ی ب  رای ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری ف  رآی  ن  د در را آن ها ع  م  ل  ک  رد و م  ع  رف  ی را ف  ازی ت  ص  م  ی  م و ف  ازی

ارائ  ه ف  ازی م  ح  ی  ط در ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری ب  رای م  ف  هوم  ی چ  ارچ  وب  ی ادام  ه در .[٣] دادن  د ش  رح

ن  ی  س  ت؛ هدف ت  اب  ع ک  ردن ک  م  ی  ن  ه ی  ا ب  ی  ش  ی  ن  ه اص  ل  ی، هدف واق  ع در ف  ازی، هدف ب  رای م  ی ش  ود.

ن  ب  اش  د. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل ق  ط  ع  ی ط  ور ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ک  ه اس  ت اط  م  ی  ن  ان  ی س  ط  ح ب  ه رس  ی  دن ب  ل  ک  ه

ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  س  ئ  ل  ه ی ج  واب ش  ام  ل م  م  ک  ن، گ  زی  ن  ه های از م  ج  م  وع  ه ای  ،X ک  ن  ی  د ف  رض

ت  اب  ع ت  وس  ط ک  ه اس  ت X روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ،G̃ ف  ازی هدف ب  اش  د. ارزی  اب  ی، ت  ح  ت

ف  ازی)، (ق  ی  دهای ف  ازی ن  ام  س  اوی ب  رای م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش µG̃ : X → [٠, ١] ع  ض  وی  ت

ط  ور ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ام  ا ن  ب  اش  د ری  اض  ی  ات در دق  ی  ق م  ع  ن  ای ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ′ ≤′ ع  لام  ت

ت  اب  ع ب  ا ک  ه اس  ت X روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ،C̃ ف  ازی ق  ی  د ب  پ  ذی  رد. را ک  م  ب  ود های  ی ذهن  ی

ف  ازی اهداف ت  لاق  ی از ک  ه ،D̃ ف  ازی ت  ص  م  ی  م م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص µC̃ : X → [٠, ١] ع  ض  وی  ت
14Posibilistic Programming Problems
15Robust Programming Problems



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ۵

زاده و ب  ل  م  ن ع  م  ل  گ  ر ت  وس  ط ک  ه اس  ت ف  ازی م  ج  م  وع  ه  ی ی  ک م  ی آی  د، ب  دس  ت ف  ازی ق  ی  دهای و

ت  ط  اب  ق م  ی  زان م  ع  ی  ار ب  راس  اس را گ  زی  ن  ه ها م  ج  م  وع  ه، ای  ن در ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

ت  ص  م  ی  م واق  ع، در م  ی گ  ی  رد. ن  ظ  ر در ف  ازی هدف ب  ه دس  ت  ی  اب  ی و ف  ازی م  ح  دودی  ت های هم  زم  ان

D̃ = G̃ ∩ C̃ ص  ورت ب  ه ک  ه اس  ت X روی D̃ ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک زاده، و ب  ل  م  ن ف  ازی

.[٣]،[١] م  ی ش  ود م  ش  خ  ص µD̃(x) = min
{
µG̃, µC̃

}
ب  ا آن ع  ض  وی  ت ت  اب  ع و ت  ع  ری  ف

و ف  ازی اهداف وزن  دار م  ج  م  وع اس  اس ب  ر را م  ح  دب ف  ازی ت  ص  م  ی  م زاده و ب  ل  م  ن .٢. ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ن  د: ت  ع  ری  ف ف  ازی ق  ی  ود

µ̄̄̃D(x) =

n∑
j=١

ujµG̃j
(x)+

m∑
i=١

wiµC̃i
(x),

ک  ه
n∑

j=١

uj+

m∑
i=١

wi = ١, uj ≥ ٠, wi ≥ ٠, ∀i, j.

دارن  د. ب  س  ت  گ  ی ق  ی  ود و اهداف اهم  ی  ت م  ی  زان ب  ه وزن  ی ض  رای  ب

م  ی ش  ود: ب  ی  ان زی  ر ص  ورت ب  ه م  ح  دب ف  ازی ت  ص  م  ی  م س  ازی ب  ی  ش  ی  ن  ه

µ̄̄̃D(x
∗) = max

x∈X
µ̄̄̃D(x) = max

x∈X

 n∑
j=١

ujµG̃j
(x)+

m∑
i=١

wiµC̃i
(x)


ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل دس  ت  ه ب  ن  دی ٢. ٢

را م  س  ئ  ل  ه در م  ب  هم اع  داد و پ  ارام  ت  رها چ  گ  ون  ه ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

م  هم  ت  ری  ن از ی  ک  ی ادام  ه، در م  ی ش  ود. ط  ب  ق  ه ب  ن  دی م  خ  ت  ل  ف  ی دس  ت  ه های ب  ه م  ی ک  ن  د، م  دل س  ازی

ج  زئ  ی  ات م  ش  اهده ب  رای م  ی ت  وان  د گ  رام  ی خ  وان  ن  ده اس  ت. ش  ده ارائ  ه م  وج  ود ط  ب  ق  ه ب  ن  دی های

ن  م  ای  د: م  راج  ع  ه [١] ب  ه ط  ب  ق  ه ب  ن  دی ها، س  ای  ر هم  چ  ن  ی  ن و ب  ی  ش  ت  ر

غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر: خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .١

ب  ه ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ای  ن ک  ه م  ی ب  اش  ن  د روب  رو ١۶ ن  ظ  ر م  ورد م  ج  م  وع  ه های م  رز ب  ودن ش  ف  اف
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۶ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

و زی  م  رم  ن روش م  ی ش  ون  د. ب  ی  ان ذهن  ی ارج  ح  ی  ت ب  ر م  ب  ت  ن  ی ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ص  ورت

.[٢٢] و [٣] هس  ت  ن  د دس  ت  ه ای  ن از زاده و ب  ل  م  ن م  دل های اول  ی  ن

١٧ ن  ادق  ی  ق و غ  ی  رق  ط  ع  ی پ  ارام  ت  رهای ب  ا م  س  ائ  ل از ن  وع ای  ن ام  ک  ان  ی: ب  رن  ام  ه ری  زی .٢

ب  رای دان  ش ک  م  ب  ود از ن  اش  ی ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا م  س  ائ  ل، ای  ن در واق  ع در م  واج  هن  د.

و ام  ک  ان  ی ت  وزی  ع ت  واب  ع از ب  ن  اب  ری  ن هس  ت  ی  م. روب  رو م  س  ئ  ل  ه پ  ارام  ت  رهای دق  ی  ق ب  رآورد

و ذهن  ی داده های از ت  ل  ف  ی  ق  ی ک  م  ک ب  ه ک  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده آن ها ب  ه م  رب  وط ش  اخ  ص های

م  ی ش  ون  د. م  ش  خ  ص  ه س  ازی م  وج  ود، ع  ی  ن  ی

هر و ب  وده ق  ب  ل  ی دس  ت  ه دو از ت  رک  ی  ب  ی م  س  ائ  ل، ن  وع ای  ن اس  ت  وار: ی  ا س  خ  ت ب  رن  ام  ه  ری  زی .٣

دارن  د. وج  ود م  س  ئ  ل  ه در ف  ازی، ن  ام  س  اوی های و ن  ادق  ی  ق پ  ارام  ت  رهای ی  ع  ن  ی اب  هام ن  وع دو

ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ی  ک ح  ل ک  ل  ی رون  د ٢. ٣

دس  ت  ه س  ه ح  ل ب  رای ک  ه روش های  ی هم  ه ی ف  ازی، ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ی  ک ح  ل ب  رای

ک  م  ک ب  ا را ف  ازی م  دل های دارن  د. ق  رار ف  ازی ری  اض  ی  ات ق  س  م  ت در م  ی ش  ون  د اس  ت  ف  اده ف  وق

م  ی ک  ن  ن  د. ت  ب  دی  ل (م  ع  م  ول  ی) ک  لاس  ی  ک ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های ب  ه ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

اس  ت: ش  ده ارائ  ه ١ ش  ک  ل در ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه  ری  زی م  دل ی  ک ح  ل ک  ل  ی رون  د خ  لاص  ه ی

ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی ٣

ب  ا م  ی ش  ود. ب  ی  ان ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه م  رب  وط ج  زی  ی  ات ب  خ  ش، ای  ن در

ت  رک  ی  ب ی  ا و ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک در م  خ  ت  ل  ف م  وق  ع  ی  ت های در اب  هام ق  رارگ  ی  ری

م  ی ش  ون  د. ط  ب  ق  ه ب  ن  دی دس  ت  ه، پ  ن  ج در ک  ه ت  ول  ی  د، م  خ  ت  ل  ف  ی م  دل های هم، ب  ا م  وق  ع  ی  ت ها آن
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س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٧

ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه  ری  زی م  دل ح  ل ک  ل  ی رون  د :١ ش  ک  ل

ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ٣. ١

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در ف  ازی، م  ح  ی  ط ی  ک در را ،(٢) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

∼
min cx

s.t. Ax ⪯ b,

x ≥ ٠.

(٢)

آس  ت  ان  ه های وج  ود و/ی  ا م  ح  دودی  ت ها در ارت  ج  اع  ی ح  ال  ت وج  ود ش  ام  ل م  س  ئ  ل  ه، ای  ن

م  ق  ادی  ر در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ری م  ی  زان م  ی ب  اش  د. هدف ت  اب  ع م  ق  ادی  ر در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ط  ل  وب

ت  وس  ط م  ج  از، ان  ح  راف م  ق  ادی  ر ص  ورت ب  ه هدف ت  واب  ع آس  ت  ان  ه م  ق  ادی  ر ی  ا ق  ی  ود راس  ت س  م  ت

ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ت  وس  ط م  س  ائ  ل، ن  وع ای  ن در م  وج  ود اب  هام ل  ذا م  ی ش  ون  د. ت  ع  ی  ی  ن ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده

م  ی ش  ون  د. م  دل س  ازی ذهن  ی ارح  ج  ی  ت ب  ر م  ب  ت  ن  ی

م  دل های ح  ل ب  رای راهک  ار اول  ی  ن ع  ن  وان ب  ه زاده و ب  ل  م  ن ت  ص  م  ی  م اس  اس ب  ر زی  م  رم  ن روش

،(٢) م  س  ئ  ل  ه در ک  ن  ی  د ف  رض .[٢٢] م  ی ش  ود ش  ن  اخ  ت  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

z٠ از ب  ای  د cx ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ب  رق  رار z٠ ح  داق  ل ب  ا cx هدف ت  اب  ع اس  ت م  ای  ل ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده

ب  رآورده س  ط  ح در ب  ب  ی  ن  ی  د). را ٢ ک  ن  د(ش  ک  ل ع  دول آن از ح  دودی ت  ا دارد اج  ازه و ب  اش  د ک  م  ت  ر



٨ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ن  م  ای  ش :٢ ش  ک  ل

b′ =

 z٠

b

 گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .(٣ (ش  ک  ل م  ی ش  ود. ع  م  ل ت  رت  ی  ب هم  ی  ن ب  ه ن  ی  ز ق  ی  ود ش  دن

ق  ی  ود ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ن  م  ای  ش :٣ ش  ک  ل

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل زی  ر ص  ورت ب  ه ف  وق، ف  ازی م  دل B =

 c

A

 و

Bxb′٠

(Bx)ib
′
i, i = ٠, ١, ...,m

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  ی ک  ن  ی  م. ن  ام گ  ذاری b′٠ = z٠ و b′i = bi ،i = ١, ...,m ازای ب  ه ح  ال



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٩

از: اس  ت ع  ب  ارت ن  ی  ز µ(Bx)i
(x)

µ(Bx)i
(x) =


١, (Bx)i ≤ b′i

١ − (Bx)i−b′i
di

, b′i ≤ (Bx)i ≤ b′ + d

٠. (Bx)i > b′ + di

ک  ه: ط  وری ب  ه هس  ت  ی  م x∗ ف  ازی ت  ص  م  ی  م دن  ب  ال ب  ه زاده، و ب  ل  م  ن ت  ص  م  ی  م اس  اس ب  ر

µD(x) = Min
i=١,...,m

{µ(Bx)i
(x)}

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ب  هی  ن  ه ت  ص  م  ی  م و

µD(x
∗) = Max

x∈X
Min

i
{µ(Bx)i

(x)}

= Max
x∈X

Min
i=١,...,m

{١ − (Bx)i
di

+ b′i
di
}

(٣)

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر رواب  ط اس  ت. غ  ی  رخ  ط  ی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ،(٣) م  س  ئ  ل  ه

(Bx)i
di

= (B′x)i ,
b′i
di

= b
′′
i ,

و

λ = Min
i=١,...,m

{١ −
(B′x)i
di

+
b
′′
i

di
}

م  ی ش  ود: ب  ازن  وی  س  ی (۴) ص  ورت ب  ه (٣) م  س  ئ  ل  ه آن  گ  اه

max λ

s.t. λ ≤ ١ − (B′x)i + b
′′
i , i = ١, ...,m

x ∈ X = {x|Ax ≤ b}.

(۴)

اس  ت. آن ب  هی  ن ج  واب (x∗, λ∗) ک  ه اس  ت م  ع  م  ول  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک (۴) م  س  ئ  ل  ه



١٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل دس  ت  ه ب  ن  دی ٣. ٢

م  ات  ری  س ب  ودن ف  ازی ب  راس  اس را ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل هوان  گ، و لای

زی  ر گ  روه پ  ن  ج ب  ه آن ها، از م  م  ک  ن ت  رک  ی  ب هر و هدف ت  اب  ع هزی  ن  ه، ب  ردار م  ن  اب  ع، ب  ردار ق  ی  ود،

ک  ردن  د: ط  ب  ق  ه ب  ن  دی

م  ن  اب  ع ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل گ  روه- ١: ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .١

م  ی گ  ی  رن  د. ق  رار دس  ت  ه ای  ن در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر) ن  ام  س  اوی ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر(ق  ی  ود

ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ٢: ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .٢

م  ی گ  ی  رن  د. ق  رار گ  روه ای  ن در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر هدف ت  اب  ع و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع

هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ٣: خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .٣

دارن  د. ق  رار دس  ت  ه ای  ن در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر

هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ۴: خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .۴

گ  روه ای  ن در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ق  ی  ود م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر،

م  ی گ  ی  رن  د. ق  رار

هدف ت  اب  ع ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ۵: خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی .۵

دس  ت  ه ای  ن در ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ض  رای  ب م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر،

دارن  د. ق  رار

ح  ل روش های و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های ۴

آن ها

م  ن  اب  ع، ب  ردار ق  ی  ود، م  ات  ری  س ب  ودن ف  ازی اس  اس ب  ر ش  د، ب  ی  ان ٣. ٢ زی  رب  خ  ش در ک  ه هم  ان  ط  ور

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل از دس  ت  ه پ  ن  ج ب  ا آن ها، از م  م  ک  ن ت  رک  ی  ب هر و هدف ت  اب  ع هزی  ن  ه، ب  ردار

ت  ف  ص  ی  ل ب  ه را دس  ت  ه هر ب  ه م  رب  وط م  دل های ب  خ  ش ای  ن در ک  ه هس  ت  ی  م روب  رو ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را ی  ک هر ب  رای م  وج  ود ح  ل روش های و م  ع  رف  ی



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ١١

ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ١ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ١ .۴

ق  ی  ود ی  ا ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ب  ررس  ی ب  ه ب  خ  ش، زی  ر ای  ن در

وو و گ  و و ورن  ر وردگ  ی، روش های م  دل، ای  ن ح  ل ب  رای م  ی ش  ود. پ  رداخ  ت  ه ف  ازی ن  ام  س  اوی

ک  ه ورن  ر و م  ت  ق  ارن م  دل  ی ک  ه وردگ  ی روش دو ج  زئ  ی  ات م  ش  اهده ب  رای اس  ت. ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد

ش  رح ت  ف  ص  ی  ل ب  ه را وو و گ  و روش ادام  ه در ش  ود. م  راج  ع  ه [١] ب  ه اس  ت ن  ام  ت  ق  ارن م  دل  ی

.[١١] م  ی دهی  م.

ب  ی  ان (۵) ص  ورت ب  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، م  ن  اب  ع ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ک  ل  ی ف  رم

م  ی ش  ون  د[١٢]:

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ⪯ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵)

ب  رای و اس  ت ب  ا» اس  ت م  ع  ادل ی  ا از ف  ازی «ک  وچ  ک  ت  ر ⪯ ن  ام  س  اوی ع  لام  ت ،(۵) م  س  ئ  ل  ه در

ی  ک ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده ک  ه م  ع  ن  اس  ت ب  دان ای  ن م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در pi ت  ل  وران  س iام، م  ح  دودی  ت

ق  ی  ود ح  ال  ت، ای  ن در م  ی گ  ی  رد. ن  ظ  ر در ذهن  ی ص  ورت ب  ه pi م  ح  دودی  ت ب  رای ت  ل  وران  س م  ق  دار

.(i = ١, ٢, ...,m) و θ ∈ [٠, ١] ک  ه ، gi(x) ≤ bi + θpi ب  ا هس  ت  ن  د م  ع  ادل gi(x) ⪯ bi

ن  وش  ت: (۶) ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را (۵) م  س  ئ  ل  ه ش  ده، ارائ  ه ت  وض  ی  ح  ات ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ذا

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ b̃i, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶)

اس  ت: (٧) ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  ا ف  ازی ع  دد ی  ک b̃i ،(۶) م  س  ئ  ل  ه در

µb̃i
(x) =


١, x < bi

١ − x−bi
pi

, bi ≤ x ≤ bi + pi

٠. x > bi + pi.

(٧)



١٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

(٨) ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را (۵) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع هم  چ  ن  ی  ن،

ک  رد: ب  ی  ان

µi(gi(x)) =


١, gi(x) < bi

١ − gi(x)−bi

pi
, bi ≤ gi(x) ≤ bi + pi

٠. gi(x) > bi + pi.

(٨)

م  ی  دهد: ن  ش  ان را (٨) در ش  ده ب  ی  ان ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  د ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ،۴ ش  ک  ل

ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  د ع  ض  وی  ت ت  واب  ع :۴ ش  ک  ل

وو و گ  وو روش ١. ١ .۴

ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را ف  ازی دو روش ی  ک وو و گ  وو

ع  م  ل  گ  ر از ح  اص  ل ج  واب ک  ه ح  ال  ت های  ی روش، ای  ن ک  ه ک  ردن  د پ  ی  ش  ن  هاد ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ١

ع  م  ل  گ  ر ش  ام  ل اول، ف  از در روش ای  ن .[١١] م  ی ب  خ  ش  د ب  هب  ود را ن  ب  اش  د ک  ارا زاده، و ب  ل  م  ن

ع  م  ل  گ  ر از آم  ده ب  دس  ت ج  واب از ح  داق  ل ک  ه م  ی آورد ب  دس  ت ج  واب  ی دوم ف  از در و زاده و ب  ل  م  ن

هدف در ع  ض  وی  ت درج  ه ب  الات  ری  ن دن  ب  ال ب  ه ت  ن  ها ن  ه دوف  ازی روش اس  ت. ب  هت  ر زاده و ب  ل  م  ن

در و روش ای  ن اس  اس ب  ر م  ی  ب  اش  د. ن  ی  ز م  ن  اب  ع از ب  هره ب  رداری ب  ی  ش  ت  ری  ن دن  ب  ال ب  ه ب  ل  ک  ه اس  ت

روش از ح  اص  ل ک  ه زی  ر ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ،(۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای اول، ف  از

م  ی ش  ود. ح  ل ورن  راس  ت،

maxα

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ zu − (١ − α)(zu − zl),

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + (١ − α)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٩)



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ١٣

م  س  ئ  ل  ه دو ب  ا و م  ی ب  اش  ن  د هدف ت  اب  ع ب  الای و پ  ای  ی  ن ک  ران های ت  رت  ی  ب ب  ه zu و zl آن در ک  ه

م  ی آی  ن  د: ب  دس  ت (١١) و (١٠) اس  ت  ان  دارد خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

zl = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١٠)

و

zu = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + pi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١)

ج  واب آن  گ  اه ب  اش  د، ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ،(٩) م  س  ئ  ل  ه ح  ل از آم  ده دس  ت ب  ه ب  هی  ن  ه ج  واب اگ  ر

ب  هی  ن  ه آم  ده، ب  دس  ت ج  واب اگ  ر و اس  ت (۵) م  س  ئ  ل  ه ب  رای ف  ازی ک  ارای ج  واب ی  ک ب  هی  ن  ه،

ای  ن در ح  ال اس  ت. ن  ب  وده ک  ارا زاده و ب  ل  م  ن ع  م  ل  گ  ر از آم  ده ب  دس  ت ج  واب ی  ع  ن  ی ب  اش  د دگ  ری  ن

و ش  ده دوم ف  از وارد آن  گ  اه ب  اش  د، (٩) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x∗, α∗) م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال  ت،

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را (١٢) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

max
∑m

i=٠ αi

s.t. µ٠(z
∗ = cx∗) ≤ α٠,

µi(gi(x
∗)) ≤ αi, i = ١, ٢, ...,m,

µ٠(z = cx) ≥ α٠

µi(gi(x)) ≥ αi, i = ١, ٢, ...,m,

αi ∈ [٠, ١], i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١٢)



١۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ب  اش  د: (١٣) م  س  ئ  ل  ه م  ع  ادل (١٢) م  س  ئ  ل  ه

max
∑m

i=٠ αi

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ zu − (١ − α٠)(z
u − zl),

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + (١ − αi)pi, i = ١, ٢, ...,m,∑n
j=١ cjx

∗
j ≥ zu − (١ − α٠)(z

u − zl)

gi(x
∗) =

∑n
j=١ aijx

∗
j ≥ bi + (١ − αi)pi, i = ١, ٢, ...,m,

αi ∈ [٠, ١], i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١٣)

در ب  اش  د؛ (١٣) ی  ا (١٢) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x∗∗, α∗∗
٠ , α∗∗

١ , ..., α∗∗
m ) ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. (۵) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ک  ارای ج  واب ی  ک ن  ت  ی  ج  ه،

ف  ازی ک  ارای ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک آن  گ  اه ب  اش  د (١٢) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب x∗∗ اگ  ر .١ .۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت. (۵) م  س  ئ  ل  ه

□ [١١] اث  ب  ات.

:[١١] م  ی دهی  م ن  ش  ان را وو و گ  وو دوف  ازی روش ع  م  ل  ک  رد م  ث  ال، ی  ک ح  ل ب  ا ادام  ه در

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را (١۴) گ  روه- ١، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٢ .۴ م  ث  ال

max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١̃۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨̃٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ˜١٠٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(١۴)

(١٧) و (١۶) ،(١۵) رواب  ط ص  ورت ب  ه ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع آن، در ک  ه



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ١۵

ش  ده ان  د: ت  ع  ری  ف

µ١(x) =


١, g١(x) < ١۵

١ − g١(x)−١۵
۵ , ١۵ ≤ g١(x) ≤ ٢٠

٠, g١(x) > ٢٠

(١۵)

و

µ٢(x) =


١, g٢(x) < ٨٠

١ − g٢(x)−٨٠
۴٠ , ٨٠ ≤ g٢(x) ≤ ١٢٠

٠, g٢(x) > ١٢٠

(١۶)

و

µ٣(x) =


١, g٢(x) < ١٠٠

١ − g٣(x)−١٠٠
٣٠ , ١٠٠ ≤ g٢(x) ≤ ١٣٠

٠, g٢(x) > ١٣٠

(١٧)

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه دو ح  ل ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه هدف، ت  اب  ع پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های ن  ت  ی  ج  ه، در

م  ی آی  ن  د: ب  دس  ت (١٩) و (١٨) ق  ط  ع  ی

zl = max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(١٨)



١۶ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

و

zu = max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ٢٠,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ١٢٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٣٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(١٩)

zu = ١٣٠ و zl = ٩٩٫٢٩ ب  راب  ر ت  رت  ی  ب، ب  ه (١٩) و (١٨) م  س  ائ  ل هدف ت  اب  ع ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف (٢٠) ص  ورت ب  ه ،µ٠ ی  ع  ن  ی هدف، ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع س  پ  س م  ی ب  اش  ن  د.

µ٠(z) =


١, z > ١٣٠

١ − ١٣٠−z
٣٠/٧١ , ٩٩٫٢٩ ≤ z ≤ ١٣٠

٠. z < ٩٩٫٢٩.

(٢٠)

روش در اول ف  از م  س  ئ  ل  ه هم  ان  ن  د ، (٢١) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ،(٩) م  س  ئ  ل  ه ط  ب  ق ب  ر ل  ذا

م  ی ش  ود: ح  ل ف  ازی دو

maxα

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠/٧١ − α),

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α),

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α),

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٢١)

x∗ = (x∗١, x
∗
٢, x

∗
٣, x

∗
۴) = از اس  ت ع  ب  ارت ،α∗ = ٠/۵ درج  ه ب  ا (٢١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

م  س  ئ  ل  ه ق  ی  دهای و هدف ت  اب  ع در ب  هی  ن  ه ج  واب ای  ن ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا .(٨/۵٧, ٠, ٨/٩٣, ٠)

و g٢(x
∗) = ٨۶٫٧٨ ، g١(x

∗) = ١٧٫۵ ، z(x∗) = ١١۴٫۶۵ م  ق  ادی  ر ت  رت  ی  ب، ب  ه (١۴)

و (١٧) ، (١۶) ، (١۵) رواب  ط اس  اس ب  ر ب  ن  اب  رای  ن، م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت g٣(x
∗) = ١١۵٫٠١



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ١٧

و µ٠(x
∗) = µ١(x

∗) = µ٣(x
∗) = ٠/۵ ب  راب  ر ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ب  ه م  رب  وط م  ق  ادی  ر (١٨)

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ، (١٢) م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال، م  ی ش  ون  د. µ٢(x
∗) = ٠/٨٣

م  ی ش  ود: ح  ل ف  ازی دو روش در دوم ف  از م  س  ئ  ل  ه هم  ان  ن  د ، (٢٢)

max α٠ + α١ + α٢ + α٣

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠/٧١ − α),

x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α),

٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α),

٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α),

٠/۵ ≤ α٠ ≤ ١, ٠/۵ ≤ α١ ≤ ١, ٠/٨٣ ≤ α٢ ≤ ١, ٠/۵ ≤ α٣ ≤ ١,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٢٢)

م  ی ب  اش  د. (٢٢) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب x∗∗ = (x∗∗١ , x∗∗٢ , x∗∗٣ , x∗∗۴ ) = (۴٫٠۵, ۵٫۶۵, ٧٫٨, ٠)

م  ق  ادی  ر ت  رت  ی  ب ب  ه (١۴) م  س  ئ  ل  ه ق  ی  دهای در و هدف ت  اب  ع در ب  هی  ن  ه ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا

g٣(x
∗∗) = ١١۵٫٠١ و g٢(x

∗∗) = ٨٠ ، g١(x
∗∗) = ١٧٫۵ ، z(x∗∗) = z∗∗ = ١١۴٫۶۵

.µ٢(x
∗∗) = ١ و µ٠(x

∗∗) = µ١(x
∗∗) = µ٣(x

∗∗) = ٠/۵ ن  ت  ی  ج  ه در م  ی آی  ن  د؛ ب  دس  ت

در ک  ه را ع  ض  وی  ت درج  ه ب  الات  ری  ن هم م  ی آورد ب  دس  ت را هدف ب  هی  ن  ه م  ق  دار هم ،x∗∗ ی  ع  ن  ی

از واح  د ٨٠ دوف  ازی، روش از ح  اص  ل ،x∗∗ ت  ص  م  ی  م واق  ع در اس  ت. ش  ده ح  اص  ل µ٢(x)

ب  ه ب  ا ،x∗∗ ج  واب ب  رای دوم م  ن  ب  ع از اس  ت  ف  اده م  ی  زان ک  ه ح  ال  ی در م  ی ک  ن  د اس  ت  ف  اده را دوم م  ن  ب  ع

اس  ت. واح  د ٨۶/٧٨ ب  ا ب  راب  ر زاده، و ب  ل  م  ن ع  م  ل  گ  ر ک  ارب  ردن

ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ٢ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ٢ .۴

هدف ت  اب  ع و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل زی  رب  خ  ش، ای  ن در

هوان  گ، و لای زی  م  رم  ن، روش های م  دل، ای  ن ح  ل ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر

ای  ن ادام  ه، در ک  ه اس  ت ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد گ  اروال آ و چ  ان  درا و هم  ک  اران و ص  اف  ی چ  ان  اس،

.[٢٣] و [١۶] ،[١٣] ،[۶] ،[١] ک  رد خ  واهی  م ح  ل م  ث  ال های  ی هرک  دام ب  رای و ب  ی  ان را روش ها

ص  ورت ب  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، هدف ت  اب  ع و م  ن  اب  ع ب  ردار ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی ف  رم



١٨ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

:[١٢] م  ی ب  اش  د (٢۴) م  س  ئ  ل  ه ی  ع  ن  ی آن م  ع  ادل و (٢٣) م  س  ئ  ل  ه

∼
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ⪯ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٢٣)

∼
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ b̃i, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٢۴)

زی  م  رم  ن روش ٢. ١ .۴

گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را م  ت  ق  ارن روش  ی زی  م  رم  ن،

،µi ف  ازی، ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  اب  ع روش، ای  ن ط  ب  ق ب  ر ک  ه ،[٢٣] ک  رد پ  ی  ش  ن  هاد

ب  ه z٠ هم  چ  ن  ی  ن، م  ی ب  اش  د. (٨) راب  ط  ه در ش  ده ارائ  ه ع  ض  وی  ت ت  اب  ع هم  ان ،i = ١, ٢, ...,m

ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده ت  وس  ط هدف، ت  اب  ع ب  رای م  ت  ن  اظ  رش ت  ل  وران  س p٠ و اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ع  ن  وان

ن  وش  ت: (٢۵) ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را (٢٣) م  س  ئ  ل  ه ت  رت  ی  ب، ب  دی  ن م  ی ش  ون  د. م  ش  خ  ص

Find x

s.t. z =
∑n

j=١ cjxj ⪰ z٠,

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ⪯ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٢۵)

ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع اس  ت. هدف ت  اب  ع ب  رای ق  ب  ول ق  اب  ل ت  ل  وران  س ی  ک p٠ ک  ه ش  ود دق  ت

م  ی دهی  م: ن  م  ای  ش (٢۶) ص  ورت ب  ه را ،µ٠(z) ی  ع  ن  ی هدف،

µ٠(z) =


١, z > z٠,

١ − z٠−z
p٠

, z٠ − p٠ ≤ z ≤ z٠,

٠, z < z٠ − p٠.

(٢۶)



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ١٩

م  ی دهد: ن  م  ای  ش را ف  ازی هدف ق  ی  د ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ، ۵ ش  ک  ل

ف  ازی هدف ق  ی  د ع  ض  وی  ت ت  اب  ع :۵ ش  ک  ل

راب  ط  هی ف  ازی، ق  ی  دهای و هدف ت  اب  ع ب  رای ج  م  ع ک  ن  ن  ده ای ع  ن  وان ب  ه min ع  م  ل  گ  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا

ت  اب  ع آن ب  ه ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت µD(z) = min {µ٠(z), µ١(g١(x)), ..., µm(gm(x))}

زاده و ب  ل  م  ن ع  م  ل  گ  ر از (٢۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای زی  م  رم  ن م  ی گ  وی  ن  د. ت  ص  م  ی  م ف  ض  ای ع  ض  وی  ت

م  ی آی  د: ب  دس  ت (٢٧) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  هی  ن  ه ج  واب ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. اس  ت  ف  اده

maxµD(z) = min {µ٠(z), µ١(g١(x)), ..., µm(gm(x))} (٢٧)

.α = µD(z) = min {µ٠(z), µ١(g١(x)), ..., µm(gm(x))} ک  ن  ی  د ف  رض ، (٢٧) راب  ط  ه در
م  ت  ن  اظ  ر (٢٣) م  س  ئ  ل  ه ب  ا ک  ه (٢۵) ف  ازی س  ی  س  ت  م ح  ل ب  رای ح  ال  ت، ای  ن در

ش  ود: ح  ل (٢٨) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د اس  ت،

max z = α

s.t. µ٠(z) ≥ α,

µi(gi(x)) ≤ α, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٢٨)

هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع و ((٨) (راب  ط  ه ف  ازی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ج  ای  گ  ذاری ب  ا

م  ی آی  د: ب  دس  ت (٢٩) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ، (٢٨) م  س  ئ  ل  ه در ((٢۶) (راب  ط  ه

maxα

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α)p٠,∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − α)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٢٩)



٢٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ت  وان  د ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، (٢٩) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک (x∗, α∗) اگ  ر ک  ه اس  ت ذک  ر ب  ه لازم

ب  الات  ری  ن ع  ن  وان ت  ح  ت α∗ ک  ه ب  اش  د ن  ی  ز (٢٣) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات م  ش  اهده ج  هت م  ی ب  اش  د. م  ی ک  ن  د، ص  دق آن در z٠ اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ک  ه درج  ه ای

ش  ود. م  راج  ع  ه [١] م  رج  ع ب  ه م  ث  ال و

هوان  گ و لای روش ٢. ٢ .۴

ک  ه ک  ردن  د ف  رض چ  ن  ی  ن آن ها .[١٣] ب  خ  ش  ی  دن  د ب  هب  ود را زی  م  رم  ن روش هوان  گ، و لای

z٠ − zl و ٠ ب  ی  ن را p٠ ت  ل  وران  س م  ق  دار و م  ی ک  ن  د م  ش  خ  ص را هدف ت  اب  ع ف  ق  ط ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده

(١٠) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل از م  ی ت  وان را zl م  ق  دار ک  ه ش  ود دق  ت گ  رف  ت  ن  د. ن  ظ  ر در

ص  ورت ب  ه ف  ازی هدف ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ،p٠ ∈
[

٠, z٠ − zl
]

هر ب  رای ح  ال آورد. ب  دس  ت

آم  ده ب  دس  ت ج  واب ب  ن  اب  رای  ن، م  ی ش  ود. ح  ل p٠ هر ب  رای (٢٩) م  س  ئ  ل  ه و م  ح  اس  ب  ه (٢۶) راب  ط  ه

در و ان  ت  خ  اب را ق  ب  ول ق  اب  ل ج  واب وی و م  ی گ  ی  رد ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در p٠ هر ب  رای

م  ی پ  ذی  رد. پ  ای  ان ح  ل ف  رای  ن  د ن  ت  ی  ج  ه،

، z٠ = ١١١٫۵٧ ب  ا را گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٣ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در p٣ = ٣٠ و p٢ = ۴٠ ، p١ = ۵

∼
max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤
∼

١۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤
∼

٨٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤
∼

١٠٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٣٠)

ت  اب  ع و ش  ده ان  د ت  ع  ری  ف (١٧) ت  ا (١۵) رواب  ط در ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (٣١) ص  ورت ب  ه µ٠ هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت

µ٠(z) =


١, z > ١١١/۵٧,

١ − ١١١/۵٧−z
p٠

, ١١١/۵٧ − p٠ ≤ z ≤ ١١١/۵٧,

٠, z < ١١١/۵٧ − p٠.

(٣١)



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٢١

،p٠ ق  ب  ول ق  اب  ل م  ح  دوده ب  ن  اب  رای  ن، م  ی آی  د. ب  دس  ت zl = ٩٩/٢٩ م  ق  دار (١٨) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا
را (٠, ٣, ۶, ٩, ١٢, ١٢/٢٨) م  م  ک  ن م  ق  دار پ  ن  ج م  ی ش  ود. [٠, z٠ − zl] = [٠, ١٢٫٢٨] ب  راب  ر

داری  م: ،p٠ = ٩ ازای ب  ه م  ث  الا م  ی ک  ن  ی  م. ج  ای  گ  زی  ن (٣١) راب  ط  ه در و ان  ت  خ  اب p٠ ب  رای

µ٠(z) =


١, z > ١١١/۵٧,

١ − ١١١/۵٧−z
٩ , ١٠٢٫۵٧ ≤ z ≤ ١١١/۵٧,

٠, z < ١٠٢/۵٧.

(٣٢)

ح  ل و ب  ازن  وی  س  ی ،p٠ ب  رای م  ف  روض م  ق  ادی  ر از ک  دام هر ازای ب  ه (٢٩) م  س  ئ  ل  ه ح  ال  ت، ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را (٣٣) م  س  ئ  ل  ه ، p٠ = ٩ ازای ب  ه م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه م  ی ش  ود.

maxα

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١١١/۵٧ − ١)٩ − α),

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α),

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α),

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٣٣)

ب  ا (٣٣) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب x∗ = (x∗١, x
∗
٢, x

∗
٣, x

∗
۴) = (٨/٠٢٧, ٠, ٨/۵٢, ٠)

z(x∗) = z∗ = ١٠٨/٧٨٨ هدف، در ب  هی  ن  ه ج  واب ای  ن ج  ای  گ  ذاری ب  ا اس  ت. α∗ = ٠/۶٩١

ب  رای و ،z٠ = ١١١٫۵٧ ازای ب  ه (٣٠) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه م  ی آی  د. ب  دس  ت

م  ق  دار ت  ص  م  ی  م  گ  ی  رن  ده ن  های  ت در م  ی ش  ون  د. داده ن  ش  ان ١ ج  دول در ن  ت  ای  ج و م  ح  اس  ب  ه p٠ هر

(٣٠) م  س  ئ  ل  ه دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های :١ ج  دول

p٠ α∗ x∗ z∗

٠ ٠/۴٠٠ (٨/٢٨۶, ٠, ٨/٧١۴, ٠) ١١١/۵٧٠
٣ ٠/٣۶۴ (٨/١٨۴, ٠, ۶٣٨, ٠) ١١٠/۴٧٨
۶ ٠/٣٣۵ (٨/٠٩٩, ٠, ٨/۵٧۴, ٠) ١٠٩/۵۶٢
٩ ٠/٣٠٩ (٨/٠٢٧, ٠, ٨/۵٢٠, ٠) ١٠٨/٧٨٨

١٢/٢٨ ٠/٢٨۶ (٧/٩۵٩, ٠, ٨/۴۶٩, ٠) ١٠٨/٠۵٧



٢٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ش  ود: ح  ل (٣۴) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه و م  ی ک  ن  د ان  ت  خ  اب را p٠ = ١٠

maxα

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١١١/۵٧ − ١)١٠ − α),

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α),

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α),

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٣۴)

x∗ = (x∗١, x
∗
٢, x

∗
٣, x

∗
۴) = ب  راب  ر α∗ = ٠/٧ ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  هی  ن  ه ج  واب

م  ق  دار هدف، در ب  هی  ن  ه ج  واب ای  ن ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا اس  ت. (٨/٠١, ٠, ٨/۵, ٠)

م  ی آی  د. ب  دس  ت z(x∗) = z∗ = ١٠٨/۵۴

چ  ان  اس روش ٢. ٣ .۴

گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را م  ت  ق  ارن غ  ی  ر م  دل  ی چ  ان  اس

را p٠ ی  ع  ن  ی ت  ل  وران  س  ش ن  ه و z٠ م  ق  دار ن  ه ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده روش، ای  ن ط  ب  ق ب  ر ک  رد[۶]. پ  ی  ش  ن  هاد

اخ  ت  ی  ار در ن  ت  ای  ج س  پ  س و ح  ل (٣۵) م  س  ئ  ل  ه اب  ت  دا چ  ان  اس، روش ب  ن  اب  ر ن  م  ی ک  ن  د. ت  ع  ی  ی  ن

ت  خ  م  ی  ن را هدف ت  اب  ع ب  ه م  رب  وط ت  ل  وران  س و اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ت  ا م  ی گ  ی  رن  د ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده

ب  زن  د:
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ⪯ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٣۵)

ن  ظ  رگ  رف  ت  ه در (٨) راب  ط  ه هم  ان  ن  د ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  اب  ع (٣۵) م  س  ئ  ل  ه در

ب  ه (٣۵) م  س  ئ  ل  ه ،θ = ١ − α گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و وردگ  ی روش از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س م  ی ش  ون  د.

: [٢٠] م  ی ش  ود ن  وش  ت  ه (٣۶) ص  ورت
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + θpi, i = ١, ٢, ...,m,

θ ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٣۶)



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٢٣

از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ت  وان را (٣۶) پ  ارام  ت  ری  ک خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

ب  ه z∗(θ) و x∗(θ) م  ق  ادی  ر ،θ ازای ب  ه ک  ن  ی  د ف  رض آورد. ب  دس  ت پ  ارام  ت  ری ت  ک  ن  ی  ک های

پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه م  ت  ن  اظ  ر ب  هی  ن  ه هدف ت  اب  ع م  ق  دار و ب  هی  ن  ه ج  واب ت  رت  ی  ب

ب  رق  رارن  د: زی  ر ق  ی  دهای ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د.

µi(gi(x
∗(θ))) ≥ ١ − θ, i = ١, ٢, ...,m.

i ی  ک ح  داق  ل ص  ف  ر، غ  ی  ر پ  ای  ه ای ج  واب هر ب  رای ، pi > ٠ ک  ه ح  ال  ت  ی در دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه

ق  ی  دها ت  ط  اب  ق م  ع  م  ول درج  ه ل  ذا ب  اش  د. µi(gi(x
∗(θ))) = ١ − θ ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود

θ هر ب  رای ی  ع  ن  ی م  ی ب  اش  د. µc(g(x
∗(θ))) = min

١≤i≤m
µi(gi(x

∗(θ))) = ١ − θ ب  راب  ر

ج  واب ی  ک ح  ال، ک  ن  د. ص  دق ق  ی  دها هم  ه در ک  ه آورد دس  ت ١ − θ درج  ه از ج  واب  ی م  ی ت  وان

ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن م  ی گ  ی  رد. ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در p٠ و z٠ ت  خ  م  ی  ن ب  رای

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (٣٧) ص  ورت ب  ه هدف،

µ٠(z
∗(θ)) =


١, z∗(θ) > z٠

١ − z٠−z∗(θ)
p٠

, z٠ − p٠ ≤ z∗(θ) ≤ z٠

٠. z∗(θ) < z٠ − p٠

(٣٧)

ن  های  ی ب  هی  ن  ه ج  واب ،x∗(θ) اس  ت، ش  ده داده ن  م  ای  ش ۶ ش  ک  ل در ک  ه هم  ان  ط  ور ح  ال  ت، ای  ن در

µD و µ٠ اش  ت  راک :۶ ش  ک  ل



٢۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ب  ود: خ  واهد ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ٢، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

µD(θ
∗) = max {µD(θ)} = µc(g(x

∗(θ))) = max {min {µ٠(θ), µc(θ)}} .

م  ی ش  ود: ب  ی  ان چ  ان  اس روش خ  لاص  ه زی  ر، گ  ام های در

ت  ع  ی  ی  ن را z∗(θ) و x∗(θ) م  ق  ادی  ر و ح  ل را (٣۶) پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه اول. گ  ام

ک  ن  ی  د.

.p٠ ان  ت  خ  اب و z٠ آوردن ب  دس  ت ب  رای θ م  ن  اس  ب م  ق  دار ت  ع  ی  ی  ن دوم. گ  ام

.(٣٧) راب  ط  ه هم  ان  ن  د ، µ٠(z
∗(θ)) ع  ض  وی  ت ت  اب  ع آوردن ب  دس  ت س  وم. گ  ام

.µc = µ٠ = ١ − θ دهی  د ق  رار ،θ∗ ی  اف  ت  ن ب  رای چ  هارم. گ  ام

م  ق  دار ب  ا x∗(θ∗) از اس  ت ع  ب  ارت (١٣) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب پ  ن  ج  م. گ  ام

.z∗(θ∗) هدف ب  هی  ن  ه

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در p٢ = p٣ = ۶ و p١ = ٣ ب  ا را (٣٨) م  س  ئ  ل  ه .۴ .۴ م  ث  ال

∼
max z = x١ + x٢

s.t. g١(x) = −x١ + ٣x٢ ⪯ ٢١,

g٢(x) = x١ + ٣x٢ ⪯ ٢٧,

g٣(x) = ۴x١ + ٣x٢ ⪯ ۴۵,

g۴(x) = ٣x١ + x٢ ≤ ٣٠,

x١, x٢ ≥ ٠.

(٣٨)

م  ی ب  اش  د: زی  ر ص  ورت ب  ه ح  ل ف  رآی  ن  د



س  رگ  ل  زائ  ی ش. و ن  هی م  س  ت م  ی  ش ح. ٢۵

ش  ود: ح  ل ب  ای  د زی  ر پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ، (٣۶) م  س  ئ  ل  ه ط  ب  ق ب  ر اول. گ  ام

max z = x١ + x٢

s.t. g١(x) = −x١ + ٣x٢ ≤ ٢١ + ٣θ,

g٢(x) = x١ + ٣x٢ ≤ ٢٧ + ۶θ,

g٣(x) = ۴x١ + ٣x٢ ≤ ۴۵ + ۶θ,

g۴(x) = ٣x١ + x٢ ≤ ٣٠,

٠ ≤ θ ≤ ١,

x١, x٢ ≥ ٠.

z∗(θ) = ٢+١٣θ هدف م  ق  دار و ب  هی  ن  ه ج  واب x∗(θ) = (x∗١(θ), x
∗
٢(θ)) = (۶, ٢+٧θ)

م  ی آی  د. ب  دس  ت

. p٠ = ١ و z٠ = ١۴ ک  ن  ی  د ف  رض دوم. گ  ام

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه µ٠(z
∗(θ)) ع  ض  وی  ت ت  اب  ع س  وم. گ  ام

µ٠(z
∗(θ)) =


١, ١٣ + ٢θ > ١۴,

١ − ١۴−(٢+١٣θ)
١ , ١٣ ≤ ١٣ + ٢θ ≤ ١۴,

٠, ١٣ + ٢θ < ١٣.

در ٢θ = ١ − θ آن  گ  اه . µc = µ٠ = ١ − θ دهی  د ق  رار ، θ∗ ی  اف  ت  ن م  ن  ظ  ور ب  ه چ  هارم. گ  ام

.θ∗ = ١
٣ ن  ت  ی  ج  ه

هدف ب  هی  ن  ه م  ق  دار و x∗(١
٣) = (x∗١(

١
٣), x

∗
٢(

١
٣)) = (۶, ٢٣

٣ ) ب  هی  ن  ه ج  واب پ  ن  ج  م. گ  ام

م  ی آی  د. ب  دس  ت z∗(١
٣) = ١٣ + ٢

٣ = ١٣/۶۶٧

ب  ا اس  ت، ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد چ  ان  اس ت  وس  ط ک  ه ف  ازی هدف ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه اس  ت ذک  ر ش  ای  ان

م  ت  غ  ی  رهای اص  ل  ی ت  اب  ع ج  ای ب  ه پ  ارام  ت  ری ت  اب  ع  ی ص  ورت ب  ه پ  ارام  ت  ری ب  هی  ن  ه ج  واب از اس  ت  ف  اده

م  ت  غ  ی  رها و ق  ی  ود ت  ع  داد م  س  ائ  ل، از ب  س  ی  اری در ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه ت  ص  م  ی  م،

ن  ی  س  ت. ک  ارا و ک  ارب  ردی روش ی  ک روش ای  ن زی  ادن  د، خ  ی  ل  ی



٢۶ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

هم  ک  اران و ص  اف  ی روش ۴ .٢ .۴

زی  م  رم  ن، روش ط  ب  ق ب  ر گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای

م  س  ئ  ل  ه آن در ک  ه را ح  ال  ت  ی هم  ک  اران و ص  اف  ی ش  ود. ح  ل (٢٩) ی  ا (٢٨) م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د

هم  ه ک  ه آن  ج  ا از .[١۶] دادن  د ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را م  ی ش  ود دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های دارای

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  رای ی  ک  س  ان  ی م  ق  ادی  ر دارن  د، ی  ک  س  ان  ی آل  ف  ای دگ  ری  ن، ب  هی  ن  ه ج  واب های

دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های هم  ه ب  رای z = cx م  ق  دار ای  ن  ک  ه م  گ  ر م  ی آی  د. ب  دس  ت (٢٨) خ  ط  ی

ب  هت  ری  ن م  ی گ  ی  رد ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در ک  ه ج  واب  ی اس  ت م  م  ک  ن زی  را ش  ود، ب  ررس  ی

ج  واب اول  ی  ن ب  اش  د، دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب وق  ت  ی دارد ام  ک  ان هم  چ  ن  ی  ن ن  ب  اش  د. م  س  ئ  ل  ه ج  واب

ب  هت  ری م  ق  ادی  ر دارای ج  واب ها س  ای  ر ک  ه ح  ال  ی در ش  ود داده ن  م  ای  ش ن  رم  اف  زار، ب  ا آم  ده ب  دس  ت

ب  ن  اب  رای  ن و ش  ود ای  ج  اد چ  رخ  ه ای ح  ل، ف  رآی  ن  د ط  ی در اس  ت م  م  ک  ن هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. cx ب  رای

اس  ت م  م  ک  ن ح  ال  ت ای  ن در آورد. ب  دس  ت را دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های هم  ه ن  ت  وان  د ن  رم اف  زار

ج  واب ی  ک اگ  ر زی  م  رم  ن، روش در ای  ن، ب  ر ع  لاوه  ب  رود. دس  ت از هدف ت  اب  ع م  ق  دار ب  هت  ری  ن

ک  ه ح  ال  ی در اس  ت ک  ران  دار م  س  ئ  ل  ه ی  ع  ن  ی آی  د ب  دس  ت م  ت  ن  اظ  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ب  رای ب  هی  ن  ه

ج  واب های ای  ن از ی  ک  ی وق  ت  ی اس  ت واض  ح ب  ن  اب  رای  ن، ش  ود. ب  ی ک  ران z = cx اس  ت م  م  ک  ن

ج  واب گ  ی  رد، ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در خ  ط  ی، ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه

را آن  ها و پ  ی  ش  ن  هاد ن  واق  ص، ای  ن ح  ذف ب  رای ال  گ  وری  ت  م  ی هم  ک  اران و ص  اف  ی ل  ذا ن  ی  س  ت. ب  هی  ن  ه

ک  ردن  د. ب  ررس  ی م  ث  ال چ  ن  د ح  ل ب  ا

، p٠ = ١ ، z٠ = ٣ ب  ا گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .۵ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در p٢ = p٣ = ٣ و p١ = ٢

∼
max z = x١ + x٢

s.t. g١(x) = x١ + ٢x٢ ⪯ ١٠,

g٢(x) = −٢x١ + x٢ ⪯ ٣,

g٣(x) = ٢x١ + x٢ ⪯ ١٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

(٣٩)

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ، (٣٩) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب آوردن ب  دس  ت ب  رای زی  م  رم  ن روش ط  ب  ق ب  ر
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م  ی ش  ود: ح  ل ( (٢٩) م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه (ب  ا (۴٠) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی

∼
max z = x١ + x٢

s.t. z = x١ + x٢ ≥ ٣ − (١ − α)

g١(x) = x١ + ٢x٢ ≤ ١٠ + ١)٢ − α),

g٢(x) = −٢x١ + x٢ ≤ ٣ + ١)٣ − α),

g٣(x) = ٢x١ + x٢ ≤ ١٢ + ١)٣ − α),

٠ ≤ α ≤ ١,

x١, x٢ ≥ ٠.

(۴٠)

در ،α∗ = ١ ب  ا ،(۴٠) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه از ح  اص  ل دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های

اس  ت، آل  ف  ا ب  رای م  ق  دار ب  هت  ری  ن آوردن ب  دس  ت هدف، ک  ه آن  ج  ا از ش  ده ان  د. ارائ  ه ٢ ج  دول

ب  هت  ری  ن دارای م  ی گ  ی  رد ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در ک  ه دگ  ری  ن  ی ب  هی  ن  ه ج  واب  اس  ت م  م  ک  ن

ب  هت  ری  ن دارای x∗E ب  هی  ن  ه ج  واب م  ی ش  ود، م  ش  اهده ٢ ج  دول در ک  ه هم  ان  ط  ور ن  ب  اش  د. z م  ق  دار

ع  لاوه ش  ود. ان  ت  خ  اب (٣٩) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ع  ن  وان ب  ه ب  ای  د و اس  ت هدف ت  اب  ع م  ق  دار

اف  زار ن  رم ب  ا م  س  ئ  ل  ه وق  ت  ی ش  د، ب  ی  ان هم  ک  اران و ص  اف  ی روش در ک  ه آن  چ  ه ط  ب  ق ای  ن، ب  ر

دو ت  ن  ها ب  ن  اب  رای  ن و م  ی ش  ود ای  ج  اد x∗B و x∗A ب  ی  ن دور(چ  رخ  ه) ی  ک ش  ود ح  ل WinQSB

آوردن ب  دس  ت ام  ک  ان ن  ت  ی  ج  ه در م  ی آی  د. ب  دس  ت دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های ص  ورت ب  ه ج  واب

ن  دارد. وج  ود هس  ت  ن  د، z هدف ت  اب  ع ب  رای م  ق  ادی  ر ب  هت  ری  ن دارای ک  ه دگ  ری  ن  ی ب  هی  ن  ه ج  واب های

(٣٠) دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های :٢ ج  دول

ب  هی  ن  ه ج  واب هدف ت  اب  ع
x∗A = (٣, ٠) z∗A = ٣
x∗B = (٠, ٣) z∗B = ٣

x∗C = (٠/٨, ۴/۶) z∗C = ۵٫۴
x∗D = (۶, ٠) z∗D = ۶

x∗E = (۴/۶۶۶٧, ٢/۶۶۶٧) z∗E = ٧/٣٣٣۴

، p٠ = ١٠ ، z٠ = ٧ ب  ا گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .۶ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را p٣ = p۶ = ۶ و p١ = p٢ = p۴ = p۵ = ٢



٢٨ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

∼
max z = ٢x١ + ٢/٢x٢

s.t. g١(x) = ٢x١ + x٢ ⪯ ٨,

g٢(x) = x١ + x٢ ⪰ ٣,

g٣(x) = −x١ + x٢ ⪯ ٢,

g۴(x) = −x١ + ١٠x٢ ⪯ ١٠,

g۵(x) = ٣x١ + ٣x٢ ⪯ ۶,

g۶(x) = x١ − x٢ ⪰ ٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

(۴١)

م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت لازم م  س  ئ  ل  ه، ای  ن ح  ل ب  رای

ب  ا x∗B = (١٠/۵۶٢۶, ٠/۶٨٧۵) و x∗A = (٢٫٢۵, ٠) ب  هی  ن  ه ج  واب های ش  ود. ح  ل (٢٩)

و z∗A = ۴٫۵ ت  رت  ی  ب ب  ه x∗B و x∗A ب  رای هدف م  ق  ادی  ر م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت α∗ = ٠/۶٢۵

م  ق  ادی  ر ت  ن  ها ن  ه ب  هی  ن  ه ج  واب های ای  ن از ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده م  ی ب  اش  ن  د. z∗B = ۴٫۶٣٧۵

م  ت  ف  اوت ع  ض  وی  ت های درج  ه دارای ب  ل  ک  ه اس  ت آم  ده ب  دس  ت هدف ب  رای م  خ  ت  ل  ف  ی

هس  ت  ن  د. ن  ی  ز µz(x
∗
B) = ٠/٧۶٣٧ و µz(x

∗
A) = ٠/٧۵

، p٠ = ١ ، z٠ = ۶ ب  ا گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٧ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را p٢ = ٢ و p١ = ٢∼
max z = x١ + x٢

s.t. g١(x) = ٢x١ − ۵x٢ ⪯ ١٠,

g٢(x) = ۵x١ − ٢x٢ ⪯ ٣٠,

x١, x٢ ≥ ٠.

(۴٢)

م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت لازم م  س  ئ  ل  ه، ای  ن ح  ل ب  رای

و x∗B = (۶٫١٩٠۵, ٠/۴٧۶٢) ، x∗A = (۵٫٧١۴٣, ٠/٢٨۵٧) ب  هی  ن  ه ج  واب ش  ود. ح  ل (٢٩)

x∗B ، x∗A ب  رای هدف م  ق  ادی  ر ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت α∗ = ١ ب  ا x∗C = (۵٫٧١۴٣, ٠/٢٨٧۵)

ای  ن از ک  دام هی  چ ام  ا م  ی ب  اش  ن  د. z∗C = ۶ و z∗B = ۶٫۶۶۶٧ ، z∗A = ۶ ت  رت  ی  ب ب  ه x∗C و

ق  ی  دها و هدف ت  اب  ع در x٢ ض  رای  ب واق  ع، در ن  ی  س  ت  ن  د. هدف ت  اب  ع م  ق  دار ب  هت  ری  ن م  ق  ادی  ر،

هدف ت  اب  ع ن  ت  ی  ج  ه در و داد اف  زای  ش ب  ی ن  های  ت ت  ا م  ی ت  وان را x٢ م  ت  غ  ی  ر م  ق  دار ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان

دهد. ت  ش  خ  ی  ص ن  م  ی ت  وان  د را ح  ال  ت ای  ن زی  م  رم  ن روش م  ی ش  ود. ب  ی ک  ران
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ف  رآی  ن  د ط  ی در زی  م  رم  ن روش ک  ه اس  ت ای  ن م  ی ش  ود م  ش  اهده ف  وق م  ث  ال های از ک  ه آن  چ  ه

را ح  ال  ت ها ای  ن ن  م  ی ت  وان  د گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل

ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اخ  ت  ی  ار در را هدف ت  اب  ع م  ق  دار ب  هت  ری  ن ن  م  ی ت  وان  د ن  ت  ی  ج  ه در و ت  ش  خ  ی  ص

ب  خ  ش  ی  دن  د. ب  هب  ود را زی  م  رم  ن روش هم  ک  اران و ص  اف  ی م  ح  دودی  ت ها، ای  ن رف  ع ب  رای دهد. 

ب  هی  ن  ه ج  واب دارای (٢٣) م  س  ئ  ل  ه آن  گ  اه دارد ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  هی  ن  ه ج  واب (٢٩) م  س  ئ  ل  ه وق  ت  ی

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x∗, α∗) ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در م  ی ب  اش  د.

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را (۴٣) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه پ  س ب  اش  د (٢٩) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α∗)p٠,∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − α∗)pi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴٣)

م  س  ئ  ل  ه اگ  ر ن  دارد. ک  ران  دار ب  هی  ن  ه ج  واب (٢٣) م  س  ئ  ل  ه آن  گ  اه ش  ود ب  ی ک  ران (۴٣) م  س  ئ  ل  ه اگ  ر

ب  راب  ر هدف ت  اب  ع م  ق  دار ب  هت  ری  ن ب  اش  د، داش  ت  ه x∗∗ ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  هی  ن  ه ج  واب (۴٣)

هدف ت  اب  ع ب  رای ت  ط  اب  ق درج  ه ک  ن  ی  د ف  رض هم  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ود. ف  رض z∗∗ =
∑n

j=١ cjx
∗∗
j

م  س  ئ  ل  ه اگ  ر ن  ت  ی  ج  ه در ب  اش  د. µi(x
∗∗) ب  راب  ر ق  ی  ود ب  رای ت  ط  اب  ق درج  ه و µ٠(x

∗∗) ب  راب  ر اص  ل  ی

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را (۴۴) م  س  ئ  ل  ه ب  اش  د، داش  ت  ه دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های (۴٣)

max
∑m

i=٠ αi

s.t. µ٠(z
∗∗ = cx∗∗) ≤ α٠,

µi(gi(x
∗∗)) ≤ αi, i = ١, ٢, ...,m,

µ٠(z = cx) ≥ α٠

µi(gi(x)) ≥ αi, i = ١, ٢, ...,m,

cx = cx∗∗

αi ∈ [٠, ١], i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴۴)



٣٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

اس  ت: م  ع  ادل (۴۵) م  س  ئ  ل  ه ب  ا (۴۴) م  س  ئ  ل  ه

max
∑m

i=٠ αi

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α٠)p٠,

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + (١ − αi)pi, i = ١, ٢, ...,m,∑n
j=١ cjx

∗∗
j ≥ z٠ − (١ − α٠)p٠

gi(x
∗∗) =

∑n
j=١ aijx

∗∗
j ≥ bi + (١ − αi)pi, i = ١, ٢, ...,m,∑n

j=١ cjxj =
∑n

j=١ cjx
∗∗
j

αi ∈ [٠, ١], i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴۵)

ای  ن م  ی دهد، ن  ت  ی  ج  ه z = cx هدف ت  اب  ع ب  رای را م  ق  دار ب  هت  ری  ن (۴۵) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

اس  ت. ف  ازی ک  ارای ج  واب ی  ک دگ  ری  ن، ب  هی  ن  ه ج  واب های م  ج  م  وع  ه ی در ج  واب

در ،(۴٠) م  س  ئ  ل  ه ک  ه آن  ج  ا از ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۵ .۴ م  ث  ال در ش  ده ارائ  ه م  س  ئ  ل  ه .٨ .۴ م  ث  ال

ب  ه ت  وج  ه ب  ا را زی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه پ  س دارد، دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های α∗ = ١

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل زی  ر م  س  ئ  ل  ه

∼
max z = x١ + x٢

s.t. z = x١ + x٢ ≥ ٣

g١(x) = x١ + ٢x٢ ≤ ١٠,

g٢(x) = −٢x١ + x٢ ≤ ٣,

g٣(x) = ٢x١ + x٢ ≤ ١٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

هدف ت  اب  ع م  ق  دار ب  ا م  س  ئ  ل  ه ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  هی  ن  ه ج  واب x∗∗ = (۴/۶۶۶٧, ٢/۶۶۶٧)

م  ی ب  اش  د. z = cx هدف ت  اب  ع ب  رای ج  واب ب  هت  ری  ن ج  واب، ای  ن ک  ه اس  ت z∗∗ = ٧٫٣٣٣٣

م  س  ئ  ل  ه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  س  ئ  ل  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۶ .۴ م  ث  ال در ش  ده ارائ  ه م  س  ئ  ل  ه .٩ .۴ م  ث  ال

م  ت  ن  اظ  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه اس  ت. α∗ = ٠/۶٢۵ ب  ا دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب دارای ،(٢٩)
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µ٠(x
∗∗) = ٠/۶٢۵ ب  ا x∗∗ = (١/۵۶٢۶, ٠/۶٨٧۵) ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ج  واب دارای (۴٣)

م  ی ب  اش  د. z∗∗ = ۴/۶٣٧۵ و

دارای (٢٩) م  س  ئ  ل  ه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  س  ئ  ل  ه ش  ود، دق  ت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ٧ .۴ م  ث  ال .١٠ .۴ م  ث  ال

ج  واب ، (۴٣) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا اس  ت. α∗ = ١ ب  ا دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب

ن  دارد. ک  ران  داری ب  هی  ن  ه ج  واب هی  چ (۴٢) م  س  ئ  ل  ه ن  ت  ی  ج  ه در م  ی آی  د ب  دس  ت ب  ی ک  ران

، z٠ = ١٣٠ ب  ا گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١١ .۴ م  ث  ال

.[١۶] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را p٣ = ٣٠ و p٢ = ۴٠ ، p١ = ۵ ، p٠ = ٣٠/٧١۴٣

∼
max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤
∼

١۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤
∼

٨٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤
∼

١٠٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

م  س  ئ  ل  ه اس  اس ب  ر ک  ه را (۴۶) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه اب  ت  دا م  س  ئ  ل  ه، ای  ن ح  ل ب  رای

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را اس  ت، ش  ده ن  وش  ت  ه (٢٩)

maxα

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠/٧١ − α),

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α),

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α),

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(۴۶)

م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. α∗ = ٠/۵ ب  ا دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب دارای م  س  ئ  ل  ه ای  ن



٣٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را (۴٧) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ،(۴٣)

max z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١١۴٫۶۴٢٨۵,

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١٧٫۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ١٠٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١١۵,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(۴٧)

ت  اب  ع م  ق  دار ک  ه اس  ت دگ  ری  ن ب  هی  ن  ه ج  واب های از ی  ک  ی x∗∗ = (٨/۵٧١۴, ٠, ٨/٩٢٨۶, ٠)

،(۴۴) م  س  ئ  ل  ه اس  اس ب  ر ح  ال م  ی ش  ود. z∗∗ = ١١۴/۶۴٢٨۶ ب  راب  ر آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر هدف

ک  ن  ی  م: ح  ل ب  ای  د را (۴٨) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

(۴٨)
maxα٠ + α١ + α٢ + α٣

s.t. ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠/٧١ − α٠),

g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α١),

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α٢),

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α٣),

٠/۵ ≤ α٠ ≤ ١١, ٠/۵ ≤ α١ ≤ ١, ٠/٨٣ ≤ α٢ ≤ ١, ٠/۵ ≤ α٣ ≤ ١,

۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ = ١١۴٫۶۴٢٨۶,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

ج  واب ک  ه اس  ت (۴٨) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب x∗∗∗ = (۴/٠۴٨, ۵/۶۵۵, ٧/٧٩٨, ٠) م  ق  دار

م  ی ب  اش  د. ن  ی  ز (۴۶) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ک  ارای

گ  اروال آ و چ  ان  درا روش ۵ .٢ .۴

ب  ای  د اول ب  هی  ن  ه، ج  واب هر دارد. وج  ود ق  ی  دها و هدف ب  ی  ن آش  ک  اری ت  م  ای  ز ق  ط  ع  ی، ف  رآی  ن  د در

هی  چ زی  م  رم  ن، روش م  ث  لا ف  ازی، ف  رآی  ن  د در ام  ا ک  ن  د. ص  دق ق  ی  دها هم  ه در ی  ع  ن  ی ب  اش  د ش  دن  ی
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min ع  م  ل  گ  ر ت  ح  ت آن ها هم  ه زی  را ن  دارد وج  ود ف  ازی ق  ی  دهای و هدف ت  اب  ع ب  ی  ن ت  م  ای  زی

م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای را ج  دی  دی روش گ  اروال آ و چ  ان  درا م  ورد، ای  ن رف  ع ب  رای م  ی ش  ون  د. ارزی  اب  ی

چ  ارچ  وب ک  ه ک  ردن  د ارائ  ه ،(٢٣) م  س  ئ  ل  ه ی  ع  ن  ی گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

و ق  ی  ود ت  ط  اب  ق هدف دو ب  ی  ن ک  ه اس  ت ش  ده س  ع  ی روش ای  ن در .[٧] اس  ت هدف  ه دو آن،

ای  ن اول ف  از در ش  ود. ای  ج  اد س  ازگ  اری هدف، ت  اب  ع اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ب  ه رس  ی  دن ب  رای ت  لاش

ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ف  از، ای  ن در ی  ع  ن  ی، م  ی ش  ون  د. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ق  ی  دها ت  ن  ها روش،

ج  واب های ب  هت  ری  ن از م  ج  م  وع  ه  ای ت  ا م  ی گ  ی  رن  د ق  رار ب  ررس  ی م  ورد min ع  م  ل  گ  ر ت  ح  ت ق  ی  دها

م  ج  م  وع  ه روی ف  ازی هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت درج  ه دوم، ف  از در س  پ  س آورن  د. ب  دس  ت را ش  دن  ی

روش ی  ک روش، ای  ن م  ی رس  د ن  ظ  ر ب  ه م  ی ش  ود. ب  ی  ش  ی  ن  ه آم  د، ب  دس  ت اول ف  از در ک  ه ش  دن  ی

وج  ود ق  ی  ود و هدف ت  واب  ع ب  ی  ن ق  ط  ع  ی ح  ال  ت در ک  ه واق  ع  ی ت  م  ای  ز زی  را ب  اش  د م  ن  اس  ب و ط  ب  ی  ع  ی

ل  ذا م  ی ک  ن  د ع  م  ل زی  م  رم  ن روش اس  اس ب  ر روش، ای  ن ک  ه آن  ج  ا از م  ی دهد. ن  م  ای  ش را دارد

گ  اروال آ و چ  ان  درا روش ج  زئ  ی  ات ب  ررس  ی ب  ه ادام  ه در دارد. را آن ب  ا م  رت  ب  ط خ  واص هم  ه

ب  ه ش  دن  ی ج  واب های ب  هت  ری  ن از م  ج  م  وع  ه ای ی  اف  ت  ن ب  رای ی  ک ف  از م  س  ئ  ل  ه ی م  ی پ  ردازی  م.

م  ی ب  اش  د: (۴٩) ص  ورت

maxβ

s.t. µi(gi(x)) ≥ β, i = ١, ٢, ...,m,

β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴٩)

اس  ت: م  ع  ادل (۵٠) م  س  ئ  ل  ه ب  ا (۴٩) م  س  ئ  ل  ه

maxβ

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + (١ − β)pi, i = ١, ٢, ...,m,

β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵٠)

م  س  ئ  ل  ه ش  دن  ی ج  واب ی  ک x̄ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. (۵٠) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̄, β̄) ک  ن  ی  د ف  رض

ح  ال  ت، ای  ن در م  ی دهی  م. ن  ش  ان S(β̄) ب  ا را ش  دن  ی ج  واب های هم  ه م  ج  م  وع  ه ی اس  ت. (٢٣)

آن در
∑n

j=١ aijxj ≤ bi ق  ی  دهای هم  ه ک  ه اس  ت درج  ه ای ب  ی  ش  ت  ری  ن دارای x̄ ∈ S(β̄) هر

ف  ازی هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع درج  ه ک  ردن ب  ی  ش  ی  ن  ه ب  رای دو ف  از م  س  ئ  ل  ه ح  ال، م  ی ک  ن  ن  د. ص  دق
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م  ی ک  ن  ی  م: ب  ی  ان (۵١) ص  ورت ب  ه را S(β̄) ش  دن  ی م  ج  م  وع  ه روی
maxα

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α)p٠∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − β̄)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵١)

(x̂, β̄) ب  هی  ن  ه ج  واب ب  ا x̂ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. (۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̂, α̂) ک  ن  ی  د ف  رض

گ  روه- ٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ک  ه م  ی ش  ود داده ن  م  ای  ش

ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح آن در ک  ه اس  ت درج  ه ای ب  الات  ری  ن ،α̂ م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده

م  ی ک  ن  د. ص  دق
∑n

j=١ aijxj ≤ bi ق  ی  دهای در x̂ ک  ه اس  ت درج  ه ای ب  الات  ری  ن β̄ و م  ی گ  ی  رد

ح  ل از ک  ه ب  اش  د (٢٩) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x∗, α∗) اگ  ر ک  ن  ی  د دق  ت

آن  گ  اه ب  اش  د، (۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̂, α̂) و اس  ت آم  ده ب  دس  ت زی  م  رم  ن روش ب  ا م  س  ئ  ل  ه

پ  ی  ش  ن  هاد گ  اروال آ و چ  ان  درا ت  وس  ط ک  ه ف  ازی دو روی  ک  رد ی  ع  ن  ی . α∗ ≤ β̄ ≤ max(α̂, β̄)

هدف دو ب  ی  ن س  ازگ  اری ب  ی  ش  ت  ری  ن ک  ه م  ی آورد ب  دس  ت ب  هی  ن  ه ای ج  واب هم  واره اس  ت ش  ده

داراس  ت. را ق  ی  ود» «ت  ط  اب  ق و اط  م  ی  ن  ان» س  ط  ح ب  ه «رس  ی  دن

(x̂, α̂, β̄) آن  گ  اه ؛ [٧] ب  اش  د (۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̂, α̂) ک  ن  ی  د ف  رض .١٢ .۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت: (۵٢) هدف  ه دو س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک
max (α, β)

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α)p٠∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − β)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α, β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵٢)

ن  ت  ی  ج  ه در ن  ب  اش  د. (۵٢) هدف  ه دو م  س  ئ  ل  ه ک  ارای ج  واب (x̂, α̂, β̄) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ی  ا ( ¯̄α ≥ α̂, ¯̄β > β̄) ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت (¯̄x, ¯̄α, ¯̄β) ش  دن  ی ج  واب دارای (۵٢) م  س  ئ  ل  ه

و ¯̄β ̸> β̄ ک  ه اس  ت واض  ح (۵٢) م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا هس  ت  ن  د. ب  رق  رار ( ¯̄α > α̂, ¯̄β ̸> β̄)

ب  ه ام  ا م  ی م  ان  د. ب  اق  ی ( ¯̄α > α̂, ¯̄β = β̄) ح  ال  ت ی  ک ت  ن  ها ن  ت  ی  ج  ه در . ¯̄β = β̄ ب  ن  اب  رای  ن

□ ب  اش  د. (۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه م  ق  دار ن  م  ی ت  وان  د α̂ ک  ه اس  ت م  ش  اهده ق  اب  ل راح  ت  ی

z٠ = ٩٫٣ ب  ا را ، (۵٣) گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١٣ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در p۴ = ۶ و p٣ = ۵ ، p٢ = ٣ ، p١ = ۵ ، p٠ = ١٫٨ ،
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∼
max z = x١ + x٢

s.t. g١(x) = −٢x١ + x٢ ⪯ ٢,

g٢(x) = −x١ + ١٠x٢ ⪰ ١۵,

g٣(x) = x١ + ٣x٢ ⪯ ١٢,

g۴(x) = ٣x١ − x٢ ⪰ ٢٠,

x١, x٢ ≥ ٠.

(۵٣)

م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د زی  م  رم  ن روی  ک  رد از اس  ت  ف  اده ب  ا (۵٣) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای

ش  ود: ح  ل زی  ر ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ∽ب  رن  ام  ه ری  زی
max α

s.t. x١ + x٢ ≥ ٩٫٣ − ١)١٫٨ − α)

−x١ + x٢ ≤ ٢ + ۴(١ − α),

−x١ + ١٠x٢ ≥ ١۵ − ١)٣ − α),

x١ + ٣x٢ ≤ ١٢ + ۵(١ − α),

٣x١ − x٢ ≥ ٢٠ − ۶(١ − α),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(۵۴)

ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x∗١, x
∗
٢, α

∗) = (۶٫٨٨, ٢/١١, ٠/٧۵۴)

م  ی ک  ن  ن  د ص  دق آن در هدف و ق  ی  دها هم  ه ک  ه ت  ط  اب  ق  ی درج  ه ب  الات  ری  ن ی  ع  ن  ی م  ی ب  اش  د. (۵۴)

ت  وس  ط ک  ه ف  ازی دو روش از اس  ت  ف  اده ب  ا را (۵٣) م  س  ئ  ل  ه ح  ال، اس  ت. α∗ = ٠/٧۵۴ ب  راب  ر

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل اس  ت، ش  ده پ  ی  ش  ن  هاد گ  اروال آ و چ  ان  درا
max β

s.t. − x١ + x٢ ≤ ٢ + ۴(١ − β),

−x١ + ١٠x٢ ≥ ١۵ − ١)٣ − β),

x١ + ٣x٢ ≤ ١٢ + ۵(١ − β),

٣x١ − x٢ ≥ ٢٠ − ۶(١ − β),

β ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(۵۵)

(۵۵) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̄١, x̄٢, β̄) = (۶٫٨٨, ٢/١١, ٠/٧۵۴)
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م  س  ئ  ل  ه دوم ف  از ب  ه س  پ  س م  ی ب  اش  د. ق  ی  ود ت  ط  اب  ق درج  ه ب  الات  ری  ن β̄ = ٠/٧۵۴ ی  ع  ن  ی اس  ت.

م  ی روی  م:

max α

s.t. x١ + x٢ ≥ ٩٫٣ − ١)١٫٨ − α)

−x١ + x٢ ≤ ٢ + ۴(١ − β̄),

−x١ + ١٠x٢ ≥ ١۵ − ١)٣ − β̄),

x١ + ٣x٢ ≤ ١٢ + ۵(١ − β̄),

٣x١ − x٢ ≥ ٢٠ − ۶(١ − β̄),

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(۵۶)

(x̂١, x̂٢, α̂) = (۶٫٨٨, ٢/١١, ٠/٨۴۴) ب  راب  ر ،(۵۶) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

م  ق  دار از max(α̂, β̄) = max(٠/٨۴۴, ٠/٧۵۴) = ٠/٨۴۴ ک  ه ش  ود دق  ت م  ی ب  اش  د.

م  س  ئ  ل  ه ف  ازی، روی  ک  رد در اس  ت. ب  زرگ  ت  ر ،α∗ = ٠/٧۵۴ ی  ع  ن  ی زی  م  رم  ن روش از آم  ده ب  دس  ت

ب  ه رس  ی  دن و ف  ازی ق  ی  دهای ت  ط  اب  ق ن  ام های ب  ه هدف دو ش  ام  ل ،(۵٢) هدف  ه دو س  ازی ب  هی  ن  ه

را هدف دو ای  ن از ی  ک هی  چ ک  ه آن  ج  ا از م  ی ب  اش  د. هدف ت  اب  ع ب  رای م  ن  اس  ب  ی اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح

ای  ن ب  ی  ن ١٨ م  ب  ادل  ه ی  ا ارت  ب  اط ن  وع  ی ب  ای  د راب  ط  ه ، هر ن  م  ای  د، ب  رآورد دق  ی  ق ط  ور ب  ه ن  م  ی ت  وان  د

درج  ه ی ب  الات  ری  ن ف  ق  ط ک  ه اس  ت روش  ی زی  م  رم  ن، م  ت  ق  ارن روش ک  ن  د. م  ح  اس  ب  ه را هدف دو

ب  ه را ب  ی  ش  ت  ر اهم  ی  ت ف  وق، ف  ازی دو روی  ک  رد .[٢٣] م  ی ی  اب  د را هدف دو ای  ن ب  ی  ن م  ش  ت  رک

و چ  ان  درا هم  چ  ن  ی  ن، م  ی ب  اش  د. ق  ی  دها ش  ام  ل ت  ن  ها اول ف  از ی  ع  ن  ی م  ی دهد، ق  ی  دها ت  ط  اب  ق

اس  اس ب  ر گ  روه- ٢، ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را روش  ی گ  اروال آ

هدف ت  اب  ع اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ب  ه رس  ی  دن ک  ن  ی  د ف  رض ک  ردن  د. ارائ  ه هدف  ه دو س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ئ  ل  ه

ت  اب  ع ت  ن  ها اول ف  از م  س  ئ  ل  ه ح  ال  ت، ای  ن در ب  اش  د. داش  ت  ه ق  ی  ود ت  ط  اب  ق ب  ه ن  س  ب  ت ب  ی  ش  ت  ری اهم  ی  ت

18Trade-off
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م  ی ش  ود: ب  ی  ان (۵٧) ص  ورت ب  ه و ک  رده ب  ررس  ی را هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت

max α

s.t. µi(z) ≥ α, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵٧)

اس  ت: (۵٨) م  س  ئ  ل  ه ب  ا م  ع  ادل (۵٧) م  س  ئ  ل  ه

max α

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α)p٠, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵٨)

ک  ردن ب  ی  ش  ی  ن  ه ب  رای دو ف  از م  س  ئ  ل  ه پ  س ب  اش  د. (۵٨) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̄, ᾱ) ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه (۵٩) ص  ورت ب  ه ف  ازی ق  ی  دهای درج  ه

max β

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − ᾱ)p٠∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − β)pi, i = ١, ٢, ...,m,

β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۵٩)

ک  ارای ج  واب ی  ک (x̂, ᾱ, β̂) آن  گ  اه ب  اش  د. (۵٩) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̂, β̂) ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. (٢٣) م  س  ئ  ل  ه

ب  ی  ان ١١ .۴ م  ث  ال در ک  ه گ  روه- ٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١۴ .۴ م  ث  ال

ف  از م  س  ئ  ل  ه م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل (۵٩) و (۵٨) م  س  ائ  ل ب  ه ت  وج  ه را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ش  د

م  ی ک  ن  د: م  ح  اس  ب  ه (۶٠) ص  ورت ب  ه را ف  ازی هدف ت  اب  ع اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح درج  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن ی  ک

max α

s.t. x١ + x٢ ≥ ٩٫٣ − ١)١٫٨ − α), i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶٠)
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م  ی  ب  اش  د. (۶٠) ق  ط  ع  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب (x̄١, x̄٢, ᾱ) = (٠, ٩٫٣, ١)

ب  ه اس  ت، ف  ازی ق  ی  ود ت  ط  اب  ق درج  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن ی  اف  ت  ن آن هدف ک  ه دو ف  از م  س  ئ  ل  ه ادام  ه، در

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (۶١) ص  ورت

max β

s.t. x١ + x٢ ≥ ٩٫٣ − ١)١٫٨ − ᾱ)

−x١ + x٢ ≤ ٢ + ۴(١ − β),

−x١ + ١٠x٢ ≥ ١۵ − ١)٣ − β),

x١ + ٣x٢ ≤ ١٢ + ۵(١ − β),

٣x١ − x٢ ≥ ٢٠ − ۶(١ − β),

β ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(۶١)

ب  دس  ت (x̂١, x̂٢, α̂) = (٧/١٧۵۴١٠, ٢/١٢۴٩٠, ٠/۶٩٠١۶٣٩) ب  هی  ن  ه ج  واب م  ق  دار

ج  واب از max(ᾱ, β̂) = max(١, ٠/۶٩٠١۶٣٩) = ١ ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه دق  ت م  ی آی  د.

اس  ت. ب  ی  ش  ت  ر α∗ = ٠/٧۵۴ ی  ع  ن  ی زی  م  رم  ن روی  ک  رد از آم  ده ب  دس  ت

درج  ات دارای هدف ت  اب  ع اط  م  ی  ن  ان س  ط  ح ب  ه رس  ی  دن و ف  ازی ق  ی  دهای ت  ط  اب  ق ک  ه آن  ج  ا از

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای ن  ی  ز را دی  گ  ری روش گ  اروال آ و چ  ان  درا هس  ت  ن  د، م  خ  ت  ل  ف  ی اهم  ی  ت 

را (۶٢) خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه آن ها ن  م  ودن  د. پ  ی  ش  ن  هاد گ  روه- ٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی

ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد چ  ن  دهدف  ه س  ازی ب  هی  ن  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای وزن  دار، م  ج  م  وع روش اس  اس ب  ر

دادن  د:

max λα+ (١ − λ)β

s.t.
∑n

j=١ cjxj ≥ z٠ − (١ − α)p٠∑n
j=١ aijxj ≤ bi + (١ − β)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α, β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶٢)

x̄ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. (۶٢) م  س  ئ  ل  ه ج  واب (x̄, ᾱ, β̄) ک  ن  ی  د ف  رض ، λ̄ ب  رای .λ ∈ [٠, ١] ک  ه

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده گ  روه- ٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  رای λ̄ ک  ارای ج  واب

س  ط  ح دس  ت  ی  اب  ی ب  ه را ب  ی  ش  ت  ر اهم  ی  ت ،λ ∈ (١
٢ , ١] ان  ت  خ  اب ب  ا ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده ک  ه ش  ود دق  ت
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را ب  ی  ش  ت  ر ارج  ح  ی  ت ،λ ∈ [٠, ١
٢) ان  ت  خ  اب ب  ا م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه و م  ی دهد هدف ت  اب  ع اط  م  ی  ن  ان

وزن های دارای هدف دو هر ،λ = ١
٢ دادن ق  رار ب  ا هم  چ  ن  ی  ن داد. خ  واهد ق  ی  ود ت  ط  اب  ق ب  ه

ش  د. خ  واهد ی  ک  س  ان ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده ب  رای هدف دو هر اهم  ی  ت و م  ی ب  اش  ن  د ی  ک  س  ان  ی

ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ش  د، ب  ی  ان ١١ .۴ م  ث  ال در ک  ه (۵٣) م  س  ئ  ل  ه .١۵ .۴ م  ث  ال

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل (۶٣) م  دل ی  ع  ن  ی وزن  دار، م  ج  م  وع روی  ک  رد اس  اس

max λα+ (١ − λ)β

s.t. x١ + x٢ ≥ ٩٫٣ − ١)١٫٨ − α)

−x١ + x٢ ≤ ٢ + ۴(١ − β),

−x١ + ١٠x٢ ≥ ١۵ − ١)٣ − β),

x١ + ٣x٢ ≤ ١٢ + ۵(١ − β),

٣x١ − x٢ ≥ ٢٠ − ۶(١ − β),

β ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(۶٣)

ج  دول در ، (۶٣) م  دل ح  ل از ح  اص  ل ف  ازی ک  ارای ج  واب های ، λ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ازای ب  ه

ش  ده ان  د. ارائ  ه ٣

ف  ازی ک  ارای ج  واب های :٣ ج  دول

λ x̄١ x̄٢ ᾱ β̄

٠/٠ ۶٫٨٨١۴٢۶ ٢/١١۴۶٢۵ ٠/٠ ٠/٧۵۴٩۴٠٧
٠/١ ۶٫٨٨١۴٢۶ ٢/١١۴۶٢۵ ٠/٨٣١١٣٧۵ ٠/٧۵۴٩۴٠٧
٠/٢ ۶٫٨٨١۴٢۶ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/٧۵۴٩۴٠٧
٠/٣ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/۴ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/۵ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/۶ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/٧ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/٨ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
٠/٩ ٧/١٧۵۴١٠ ٢/١١۴۶٢۵ ١٫٠ ٠/۶٩٠١۶٣٩
١٫٠ ٧٫٣۶٣ ١٫٩٣۶ ١٫٠ ٠/٠



۴٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ٣ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ٣ .۴

ب  ررس  ی م  ورد ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های از س  وم گ  روه زی  رب  خ  ش، ای  ن در

از م  دل ها ای  ن ح  ل ب  رای م  ی ب  اش  ن  د. ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر هزی  ن  ه ب  ردار دارای ک  ه م  ی گ  ی  رن  د ق  رار

در ک  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده وردگ  ی دوم روش و وردگ  ی اول روش ج  م  ل  ه از م  خ  ت  ل  ف  ی روش های

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی ف  رم م  ی پ  ردازی  م. آن ها ح  ل روش های و م  دل ها ای  ن م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه

م  ی ش  ود: داده ن  م  ای  ش (۶۴) ص  ورت ب  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا ف  ازی خ  ط  ی

max z̃ =
∑n

j=١ c̃jxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶۴)

ی  ک  ن  وا اک  ی  دا و پ  ی  وس  ت  ه c̃j , (j = ١, ٢, ..., n) ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ، (۶۴) م  دل در

م  ی ش  ون  د. داده ن  م  ای  ش µj(cj) :→ [٠, ١] ض  اب  ط  ه ب  ا (j = ١, ٢, ..., n) ازای ب  ه و هس  ت  ن  د

ق  رار ب  ررس  ی م  ورد و ارائ  ه را گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل روش دو ادام  ه، در

م  ی دهی  م.

وردگ  ی اول روش ٣. ١ .۴

ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را پ  ارام  ت  ری هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه وردگ  ی

م  ی پ  ردازی  م. روش ای  ن ج  زئ  ی  ات ب  ی  ان ب  ه زی  ر، در .[٢٠] ک  رد پ  ی  ش  ن  هاد گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی

ب  ی  ان µ(z̃) = inf{µ١(c١), µ٢(c٢), ...µn(cn)} ص  ورت ب  ه z̃ ف  ازی هدف ع  ض  وی  ت ت  اب  ع

آوری  م: ب  دس  ت (۶۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ل از ب  ع  د م  ی ت  وان  ی  م را (۶۴) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ج  واب م  ی ش  ود.

max z̃ =
∑n

j=١ cjxj

s.t. µ(z̃) ≥ ١ − α∑n
j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶۵)

ج  واب ک  ه داد ن  ش  ان وردگ  ی ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. س  خ  ت ب  س  ی  ار (۶۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ک  ه ش  ود دق  ت

آورد. ب  دس  ت ١۶ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ع  ادل، م  س  ئ  ل  ه ی  ک ح  ل ب  ا م  ی ت  وان را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  هی  ن  ه

ازای ب  ه اگ  ر .[٢٠] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١۶ .۴ ق  ض  ی  ه
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م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ج  واب پ  س ب  اش  ن  د، ی  ک  ن  وا اک  ی  دا و پ  ی  وس  ت  ه ،c̃j ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ،j = ١, ٢, ..., n

م  ی آی  د: ب  دس  ت (۶۶) پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا (۶۴)

max z̃ =
∑n

j=١ ηj(β)xj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

β ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶۶)

.ηj(β) :→ [٠, ١], (j = ١, ٢, ..., n) ک  ه

ب  دس  ت (۶۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا م  ی ت  وان را (۶۴) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ب  هی  ن  ه ج  واب اث  ب  ات.

، j = ١, ٢, ..., n ازای ب  ه پ  س ، µ(z̃) = inf
١≤j≤n

{µj(cj)} ≥ ١ − α ک  ه آن  ج  ا از آورد.

،j = ١, ٢, ..., n ازای ب  ه پ  س ی  ک  ن  واس  ت، اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه µj(cj) چ  ون .µ(z̃) ≥ ١ − α

ص  ورت ب  ه را (۶۵) م  س  ئ  ل  ه ب  ن  اب  رای  ن .cj ≥ µ−١
j (١ − α) ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود µ−١

j

م  ی ن  وی  س  ی  م: (۶٧)

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. cj ≥ µ−١
j (١ − α), j = ١, ٢, ..., n,

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶٧)

اس  ت: (۶٨) م  س  ئ  ل  ه م  ع  ادل (۶٧) م  س  ئ  ل  ه

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. cj = µ−١
j (١ − α), j = ١, ٢, ..., n,

gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶٨)

م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  هی  ن  ه ن  ی  ز (۶٧) م  س  ئ  ل  ه ب  رای (۶٨) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب هر ی  ع  ن  ی

ش  ود: ح  ل (۶٩)

max z =
∑n

j=١ µ
−١
j (١ − α)xj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۶٩)



۴٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

، ηj(β) = µ−١
j (١ − α) ، j = ١, ٢, ..., n ازای ب  ه و β = ١ − α گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

□ م  ی ش  ود. ی  ک  ی (۶۶) م  س  ئ  ل  ه ب  ا (۶٩) م  س  ئ  ل  ه

:[٢٠] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را گ  روه- ٣، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١٧ .۴ م  ث  ال

max z = c̃١x١ + ٧۵x٢

s.t. g١(x) = ٣x١ − x٢ ≤ ٢,

g٢(x) = x١ + ٢x٢ ≤ ٣,

x١, x٢ ≥ ٠.

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (٧٠) ص  ورت ب  ه c̃١ ب  رای µ١ ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه

µ١(c١) =


١, c١ > ١١۵,
(c١−۴٠)٢

۵۶٢۵ , ۴٠ ≤ c١ ≤ ١١۵,

٠, c١ < ۴٠.

(٧٠)

م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د (۶٩) م  س  ئ  ل  ه ط  ب  ق ب  ر ح  ال م  ی آی  د. ب  دس  ت µ−١
١ (t) = ۴٠ + ٧۵

√
t ب  ن  اب  رای  ن،

ش  ود: ح  ل (٧١)

max z = (۴٠ + ٧۵
√
t)x١ + ٧۵x٢

s.t. g١(x) = ٣x١ − x٢ ≤ ٢,

g٢(x) = x١ + ٢x٢ ≤ ٣,

x١, x٢ ≥ ٠.

(٧١)

ب  راب  ر α ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه (٧١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب پ  ارام  ت  ری، ت  ک  ن  ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا

ب  دس  ت (٧٢) راب  ط  ه از هدف ت  اب  ع م  ق  ادی  ر ف  ازی م  ج  م  وع  ه اس  ت. x∗ = (x∗١, x
∗
٢) = (١, ١)

م  ی آی  ن  د:

µ(z̃) = ٧۵ +
(c١ − ۴٢(٠

۵۶٢۵
, ۴٠ ≤ c١ ≤ ١١۵. (٧٢)
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وردگ  ی دوم روش ٣. ٢ .۴

ت  اب  ع در ف  ازی هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه دوگ  ان ک  ه ک  رد ث  اب  ت وردگ  ی

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ا ب  راب  ر گ  روه- ٣)، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه (ی  ک هدف

ب  ر و م  ی ب  اش  د گ  روه- ١) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی (م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ب  ا ف  ازی

گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه دو از ی  ک  ی ک  ه داد ن  ش  ان وی واق  ع، در .[٢١] ع  ک  س

وی ب  ن  اب  رای  ن هس  ت  ن  د. ی  ک  س  ان  ی ف  ازی ج  واب دارای و اس  ت دی  گ  ری دوگ  ان هم  واره گ  روه- ١، ی  ا

آورد. ب  دس  ت آن دوگ  ان م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا م  ی ت  وان را (۶۴) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ک  ه ک  رد پ  ی  ش  ن  هاد

ب  ررس  ی را گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای دوگ  ان روش ج  زئ  ی  ات ادام  ه، در

م  ی ک  ن  ی  م.

در را گ  روه- ١ ی  ا گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض .١٨ .۴ ق  ض  ی  ه

دارن  د. ی  ک  س  ان  ی ف  ازی ج  واب و اس  ت دی  گ  ری دوگ  ان هم  ی  ش  ه ی  ک  ی آن داری  د، اخ  ت  ی  ار

ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در گ  روه- ١را ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه اث  ب  ات.

م  ی ب  اش  ن  د: (٧٣) ص  ورت ب  ه ن  ام  س  اوی

µi(gi(x)) =


١, gi(x) < bi

١ − gi(x)−bi
pi

, bi ≤ gi(x) ≤ bi + pi

٠. gi(x) > bi + pi.

(٧٣)

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ، (٧۴) پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا

م  ی آی  د: ب  دس  ت گ  روه- ١ ف  ازی

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + (١ − α)pi, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٧۴)

دوگ  ان پ  س اس  ت ک  لاس  ی  ک پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک (٧۴) م  س  ئ  ل  ه ک  ه آن  ج  ا از

از: اس  ت ع  ب  ارت آن
min

∑m
i=١ [bi + (١ − α)pi]yi

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ yiaij ≥ cj , j = ١, ٢, ..., n,

α ∈ [٠, ١], yi ≥ ٠, i = ١, ٢, ...,m.

(٧۵)



۴۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ای  ن در .di = bi + (١ − α)pi ،i = ١, ٢, ..., n ازای ب  ه و β = ١ − α ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت: م  ع  ادل (٧۶) م  س  ئ  ل  ه ب  ا (٧۵) م  س  ئ  ل  ه ح  ال  ت

min
∑m

i=١ diyi

s.t. di = [bi + βpi], i = ١, ٢, ...,m,

gi(x) =
∑n

j=١ yiaij ≥ cj , j = ١, ٢, ..., n,

β ∈ [٠, ١], yi ≥ ٠, i = ١, ٢, ...,m.

(٧۶)

م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک آن، ب  هی  ن  ه ج  واب هر ک  ه ص  ورت  ی ب  ه را (٧۶) م  س  ئ  ل  ه م  ع  ادل، ط  ور ب  ه

م  ی ک  ن  ی  م: ب  ازن  وی  س  ی را ب  اش  د، ن  ی  ز (٧٧)

min
∑m

i=١ diyi

s.t. di ≤ [bi + βpi], i = ١, ٢, ...,m,

gi(x) =
∑n

j=١ yiaij ≥ cj , j = ١, ٢, ..., n,

β ∈ [٠, ١], yi ≥ ٠, i = ١, ٢, ...,m.

(٧٧)

اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر di ≤ bi + βpi ، i = ١, ٢, ...,m ازای ب  ه ک  ن  ی  د دق  ت

ب  ا (٧٧) م  س  ئ  ل  ه ب  ن  اب  رای  ن . ١ − di−bi
pi

≥ (١ − β) ی  ع  ن  ی bi + pi − di ≥ (١ − β)pi

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (٧٨) ص  ورت ب  ه ،(٧٣) راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه

min
∑m

i=١ diyi

s.t. µi(di) ≥ ١ − β, i = ١, ٢, ...,m,

gi(x) =
∑n

j=١ yiaij ≥ cj , j = ١, ٢, ..., n,

β ∈ [٠, ١], yi ≥ ٠, i = ١, ٢, ...,m.

(٧٨)

م  س  ئ  ل  ه ب  رای ک  لاس  ی  ک پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک (٧٨) م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت واض  ح

م  ی ب  اش  د: (٧٩) م  س  ئ  ل  ه ی  ع  ن  ی گ  روه- ٣، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

min
∑m

i=١ d̃iyi

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ yiaij ≥ cj , j = ١, ٢, ..., n,

β ∈ [٠, ١], yi ≥ ٠, i = ١, ٢, ...,m.

(٧٩)
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م  س  ئ  ل  ه دارن  د، ی  ک  س  ان  ی پ  ارام  ت  ری ج  واب (٧۵) و (٧۴) م  س  ائ  ل ب  هی  ن  گ  ی، در ک  ه آن  ج  ا از

ی  ک  س  ان  ی ف  ازی ج  واب ، β = ١ − α ف  رض ب  ا (٧٩) ی  ع  ن  ی گ  روه- ٣، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

م  س  ئ  ل  ه ی  ک از ح  ل ف  رآی  ن  د اب  ت  دا، در اگ  ر دارد. گ  روه- ١ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ا

گ  روه- ١ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه ش  ود، ش  روع گ  روه- ٣ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

□ م  ی ی  اب  د. دس  ت ی  ک  س  ان  ی ف  ازی ج  واب ب  ا

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را ، (٨٠) گ  روه- ٣، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .١٩ .۴ م  ث  ال

min z = c̃١x١ + ١٢٠x٢ + c̃٣x٣

s.t. x١ + ٧x٢ + ٣x٣ ≥ ۴,

x١ + ۵x٢ + ۵x٣ ≥ ۵,

x١ + ٣x٢ + ١٠x٣ ≥ ٩,

x١ + ٢x٢ + ١۵x٣ ≥ ١١,

x١, x٢, x٣ ≥ ٠.

(٨٠)

ب  اش  ن  د: ش  ده ت  ع  ری  ف (٨٢) و (٨١) ص  ورت ب  ه ف  ازی هزی  ن  ه ب  ردار ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه

µ١(c١) =


١, c١ < ١۵,

١٨−c١
٣ , ١۵ ≤ c١ ≤ ١٨,

٠, c١ > ١٨.

(٨١)

و

µ٣(c٣) =


١, c٣ < ١٠٠,
١٢٠−c٣

٢٠ , ١٠٠ ≤ c٣ ≤ ١٢٠,

٠, c٣ > ١٢٠.

(٨٢)

ب  ه ت  وج  ه ب  ا و زی  ر پ  ارام  ت  ری خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا ،(٨٠) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

م  ی آی  د: دس  ت ب  ه (۶٩) م  س  ئ  ل  ه



۴۶ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

min (١٨ − ٣α)x١ + ١٢٠x٢ + (١٢٠ − ٢٠α)x٣

s.t. x١ + ٧x٢ + ٣x٣ ≥ ۴,

x١ + ۵x٢ + ۵x٣ ≥ ۵,

x١ + ٣x٢ + ١٠x٣ ≥ ٩,

x١ + ٢x٢ + ١۵x٣ ≥ ١١,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢, x٣ ≥ ٠.

(٨٣)

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه ب  هی  ن  ه ج  واب پ  ارام  ت  ری، ت  ک  ن  ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا

(x∗١, x
∗
٢, x

∗
٢) = (

١٣
٧
, ٠,

۵
٧
). (٨۴)

ح  اص  ل z∗ = ٨٣۴
٧ − ١٣٩

٧ α م  ق  دار ، (٨٣) هدف ت  اب  ع در (٨۴) ب  هی  ن  ه ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ش  ود: ح  ل دوگ  ان  ش از اس  ت  ف  اده ب  ا (٨٠) م  س  ئ  ل  ه اگ  ر ط  رف  ی، از م  ی ش  ود.

min z = ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t. g١(x) = x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≥ ١۵,

g٢(x) = ٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≥ ١٢٠,

g٣(x) = ٣x١ + ۵x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≥ ١٠٠,

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠.

(٨۵)

واض  ح اس  ت. ش  ده ارائ  ه (٨٢) و (٨١) رواب  ط در ف  ازی ن  ام  س  اوی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع

ن  ت  ی  ج  ه چ  ن  ی  ن ل  ذا دارد. ت  ع  ل  ق گ  روه- ١ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه (٨۵) م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت

ف  ازی ب  هی  ن  ه هدف م  ق  ادی  ر ،((٨۵) (م  س  ئ  ل  ه دوگ  ان  ش و (٨٠) م  س  ئ  ل  ه دو هر ک  ه م  ی ش  ود گ  رف  ت  ه

دارن  د. ی  ک  س  ان  ی

ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ۴ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ۴ .۴

ب  ررس  ی ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های از چ  هارم گ  روه زی  رب  خ  ش، ای  ن در

ق  ی  ود م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، هزی  ن  ه ب  ردار ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ش  ام  ل ک  ه م  ی ش  ون  د
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روش های از م  دل ، ای  ن ح  ل ب  رای م  ی ب  اش  ن  د. ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر

م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در ک  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده ف  رهادی ن  ی  ا و ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و ک  ورهون  ن، و ک  ارل  س  ن

ب  ا گ  روه- ۴ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی ف  رم م  ی پ  ردازی  م. آن ها ح  ل روش های و م  دل

ص  ورت ب  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ق  ی  ود م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، هزی  ن  ه ب  ردار

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (٨۶)

max z̃ =
∑n

j=١ c̃jxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ ãijxj ≤ b̃i, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٨۶)

رواب  ط ک  م  ک ب  ا و هس  ت  ن  د خ  ط  ی ،(٨۶) م  دل در ف  ازی ض  رای  ب ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ش  ون  د: داده ن  ش  ان (٨٩) و (٨٨) ،(٨٧)

µc̃j (x) =


١, x > cj ,

x−(cj−pj)
pj

, cj − pj ≤ x ≤ cj ,

٠, x < (cj − pj).

(٨٧)

و

µãij
(x) =


١, x < aij ,

(aij−pij)−x
pij

, aij ≤ x ≤ aij + pij ,

٠, x > aij + pij .

(٨٨)

و

µb̃i
(x) =


١, x < bi,

١ − x−bi
pi

, bi ≤ x ≤ bi + pi,

٠, x > bi + pi.

(٨٩)

از و ب  زرگ  ت  ر هزی  ن  ه ب  ردار ب  ای  د اس  ت ب  ی  ش  ی  ن  ه س  ازی ک  ه م  س  ئ  ل  ه هدف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ش  ود، دق  ت

ح  ل ب  رای روش دو ب  خ  ش، زی  ر ای  ن در ش  ود. اس  ت  ف  اده ت  ک  ن  ی  ک  ی ض  رای  ب و م  ن  اب  ع ح  داق  ل



۴٨ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ش  رح را هس  ت  ن  د، ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ش  ام  ل ک  ه گ  روه- ۴ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی دهی  م.

ک  ورهون  ن و ک  ارل  س  ن روش ١ .۴ .۴

ن  ش  ان هم  چ  ن  ی  ن .[۵] ن  م  ودن  د ارائ  ه (٨۶) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای م  وث  ر روش  ی ک  ورهون  ن و ک  ارل  س  ن

ن  م  ی گ  ی  رد، ن  ظ  ر در ق  ی  دی ن  ق  ض درج  ات ب  ی  ن را پ  ی  وس  ت  ه ای ت  ع  ام  ل هی  چ چ  ان  اس روش ک  ه دادن  د

اش  اره ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه هم  چ  ن  ی  ن ک  ردن  د. پ  ی  ش  ن  هاد را ت  ع  ام  ل  ی ک  ام  لا روش ی  ک آن ها ن  ت  ی  ج  ه، در

ش  ود، گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در هزی  ن  ه ب  ردار و م  ن  اب  ع ب  ردار ق  ی  ود، م  ات  ری  س ب  ی  ن ک  ام  ل  ی ت  ع  ام  ل اگ  ر ک  ه ک  ردن  د

ع  ض  وی  ت، ت  واب  ع ک  ه داش  ت، خ  واهد وج  ود µ = µãij
= µc̃j = µb̃i

در هم  واره ب  هی  ن  ه ج  واب

را (٩٠) ک  م  ک  ی م  س  ئ  ل  ه ب  ن  اب  رای  ن، هس  ت  ن  د. ک  اهش  ی) غ  ی  ر (ی  ا اف  زای  ش  ی غ  ی  ر اک  ی  داً خ  ط  ی ت  واب  ع  ی

ن  م  ودن  د: پ  ی  ش  ن  هاد

max
∑n

j=١ µ
−١
c̃j

(µ)xj

s.t.
∑n

j=١ µ
−١
ãij

(µ)xj ≤ µ−١
b̃i

(µ), i = ١, ٢, ...,m,

µ ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٩٠)

(٩١) ص  ورت ب  ه (٨٩) و (٨٨) ، (٨٧) ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا م  ی ت  وان را (٩٠) م  س  ئ  ل  ه

ک  رد: ن  وی  س  ی ب  از

(٩١)
max

∑n
j=١ [cj − (١ − µ)pi]xj

s.t.
∑n

j=١ [aij + (١ − µ)pij ]xj ≤ bi + (١ − µ)pi, i = ١, ٢, ...,m,

µ ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

و هدف ت  اب  ع زی  را اس  ت، غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک (٩١) م  س  ئ  ل  ه ک  ه ش  ود دق  ت

ی  ک ب  ه م  س  ئ  ل  ه، ای  ن آن  گ  اه ب  اش  د، ث  اب  ت µ اگ  ر م  ی ب  اش  ن  د. µxj ض  رب  ی ع  ب  ارت ش  ام  ل ق  ی  دها،

ب  رای ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک ،µ هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ش  د. خ  واهد ت  ب  دی  ل خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

اخ  ت  ی  ار در ب  ی  ش  ت  ر ت  ص  م  ی  م  ات ب  رای را آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج م  ی ت  وان و م  ی آی  د ب  دس  ت (٩١) م  س  ئ  ل  ه

داد. ق  رار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده
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ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را (٩٢) گ  روه- ۴، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٢٠ .۴ م  ث  ال

max z = c̃١x١ + c̃٢x٢

s.t. ã١١x١ + ã١٢x٢ ≤ b̃١,

ã٢١x١ + ã٢٢x٢ ≤ b̃٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

(٩٢)

م  ی ش  ون  د: ت  ع  ری  ف (٩۵) و (٩۴) ،(٩٣) ص  ورت ب  ه ف  ازی ض  رای  ب ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه

µc̃١(x) =


١, x > ٣,

x− ٢, ٢ ≤ x ≤ ٣,

٠, x < ٢.

µc̃٢(x) =


١, x > ۵,

x− ۴, ۴ ≤ x ≤ ۵,

٠, x < ۴.

(٩٣)

و

µã١١(x) =


١, x < ١,

٢ − x, ١ ≤ x ≤ ٢,

٠, x > ٢.

µã١٢(x) =


١, x < ٢,

٣ − x, ٢ ≤ x ≤ ٣,

٠, x > ٣.

µã٢١(x) =


١, x < ٣,

۴ − x, ٣ ≤ x ≤ ۴,

٠, x > ۴.

µã٢٢(x) =


١, x < ۴,

۵ − x, ۴ ≤ x ≤ ۵,

٠, x > ۵.

(٩۴)

و

µb̃١
(x) =


١, x < ٨,

٩ − x, ٨ ≤ x ≤ ٩,

٠, x > ٩.

µb̃٢
(x) =


١, x < ١٠,

١١ − x, ١٠ ≤ x ≤ ١١,

٠, x > ١١.

(٩۵)

ب  دس  ت (٩١) م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا و (٩۶) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا م  ی ت  وان را (٩٢) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

آورد:

max z = [٣ − (١ − µ)]x١ + [۵ − (١ − µ)]x٢

s.t. [١ + (١ − µ)]x١ + [٢ + (١ − µ)]x٢ ≤ [٨ + (١ − µ)],

[٣ + (١ − µ)]x١ + [۴ + (١ − µ)]x٢ ≤ [١٠ + (١ − µ)],

µ ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(٩۶)



۵٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

در ، µ ∈ [٠, ١] م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ازای ب  ه آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر هدف ت  اب  ع م  ق  دار و ب  هی  ن  ه ج  واب

م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای م  ی ت  وان را ک  ورهون  ن و ک  ارل  س  ون روش اس  ت. ش  ده داده ن  م  ای  ش ۴ ج  دول

(٩۶) م  س  ئ  ل  ه ج  واب های :۴ ج  دول

µ z∗ x∗١ x∗٢
٠/٠ ٠/٠٠ ٢/٢٠ ٨/٨٠
٠/١ ٠/٠٠ ٢/٢٢۴۴٩٠ ٩/١٢٠۴٠٨
٠/٢ ٠/٠٠ ٢/٢۵ ٩/۴۵
٠/٣ ٠/٠٠ ٢/٢٧۶۵٩۶ ٩/٧٨٩٣۶٢
٠/۴ ٠/٠٠ ٢/٣٠۴٣۴٨ ١٠١٣٩١٣
٠/۵ ٠/٠٠ ٢/٣٣٣٣٣ ١٠/۵
٠/۶ ٠/٠٠ ٢/٣۶٣۶٣۶ ١٠/٨٧٢٧٣
٠/٧ ٠/٠٠ ٢/٣٩۵٣۴٩ ١١/٢۵٨١۴
٠/٨ ٠/٠٠ ٢/۴٢٨۵٧١ ١١/۶۵٧١۴
٠/٩ ٠/٠٠ ٢/۴۶٣۴١۵ ١٢/٠٧٠٠٧٣
١/٠ ٠/٠٠ ٢/۵٠ ١٢/۵

و ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ف  ازی؛ م  ن  اب  ع ب  ردار و ف  ازی هزی  ن  ه ب  ردار ف  ازی، ق  ی  ود م  ات  ری  س ش  ام  ل

ب  رد. ک  ار ب  ه ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س و ف  ازی هزی  ن  ه ب  ردار و ف  ازی؛ م  ن  اب  ع ب  ردار

ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و روش ٢ .۴ .۴

گ  رف  ت  ن  د: ن  ظ  ر در را گ  روه- ۴ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل از گ  روه دو ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و

ش  ام  ل، دوم گ  روه و اس  ت ف  ازی ق  ی  ود، م  ات  ری  س ف  ق  ط ک  ه خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل اول، گ  روه

هس  ت  ن  د ف  ازی آن ها در ق  ی  ود م  ات  ری  س هم و م  ن  اب  ع ب  ردار هم ک  ه خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

اس  ت  ف  اده م  س  ائ  ل از ن  وع ای  ن ف  ازی زدای  ی ب  رای زاده و ب  ل  م  ن م  ت  ق  ارن روش از آن ها .[١٠]

از خ  اص  ی گ  روه ع  ن  وان ب  ه ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ب  ا ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه اب  ت  دا ک  ردن  د.

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را گ  روه- ۴ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ ãijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٩٧)
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اس  ت. ش  ده ارائ  ه (٨٨) راب  ط  ه در (٩٧) م  س  ئ  ل  ه در ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س خ  ط  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع

م  ح  اس  ب  ه ب  ا را هدف ت  اب  ع اب  ت  دا ، (٩٧) م  س  ئ  ل  ه از زدای  ی ف  ازی ب  رای ی  ن  ی  ل  م  از، و گ  اس  ی  م  و

م  س  ائ  ل ح  ل ب  ا ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر ک  ران های ک  ردن  د. ف  ازی ب  هی  ن  ه، م  ق  ادی  ر پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های

م  ق  ادی  ر ای  ن ک  ه ف  رض ای  ن م  ی ش  ون  د(ب  ا م  ح  اس  ب  ه (٩٩) و (٩٨) اس  ت  ان  دارد خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

هس  ت  ن  د): م  ت  ن  اهی ب  هی  ن  ه،

z١ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٩٨)

و

z٢ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ (aij + pij)xj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(٩٩)

ت  رت  ی  ب، ب  ه zu و zl آن  گ  اه . zu = max{z١, z٢} و zl = min{z١, z٢} ک  ن  ی  د ف  رض

م  ق  دار ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ح  ال  ت، ای  ن در م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر ب  الای و پ  ای  ی  ن ک  ران های

م  ی آی  د: ب  دس  ت (١٠٠) راب  ط  ه از ،G̃ ب  هی  ن  ه

µG̃(x) =


١,

∑n
j=١ cjxj > zu,∑n

j=١ cjxj−zl

zu−zl
, zl ≤

∑n
j=١ cjxj ≤ zu,

٠,
∑n

j=١ cjxj < zl.

(١٠٠)

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف (١٠١) ص  ورت ب  ه ، C̃i ق  ی  د iم  ی  ن ف  ازی م  ج  م  وع  ه م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه

µC̃i
(x) =


١, bi >

∑n
j=١ (aij + pij)xj ,

bi−
∑n

j=١ aijxj∑n
j=١ pijxj

,
∑n

j=١ aijxj ≤ bi ≤
∑n

j=١ (aij + pij)xj ,

٠, bi <
∑n

j=١ aijxj .

(١٠١)



۵٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ج  واب ی  ک ف  ازی ب  هی  ن  ه ت  ص  م  ی  م زاده، و ب  ل  م  ن ت  وس  ط ف  ازی ت  ص  م  ی  م ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  ی ب  اش  د. µD̃(x
∗) = max

x≥٠
µD̃(x) = max

x≥٠
min{µG̃j

(x), min
١≤i≤m

{µC̃i
(x)}} م  س  ئ  ل  ه

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل (١٠٢) ب  هی  ن  ه س  ازی م  س  ئ  ل  ه ب  ه (٩٧) م  س  ئ  ل  ه ن  ت  ی  ج  ه در

max α

s.t. µG̃(x) ≥ α,

µC̃i
(x) ≥ α, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], x ≥ ٠.

(١٠٢)

ن  وش  ت: (١٠٣) ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را (١٠٢) م  س  ئ  ل  ه ، (١٠١) و (١٠٠) از اس  ت  ف  اده ب  ا

max α

s.t. α(zu − zl)−
∑n

j=١ cjxj + zl ≤ ٠,∑n
j=١ (aij + pijα)xj − bi ≤ ٠, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١٠٣)

ع  ب  ارت ش  ام  ل م  س  ئ  ل  ه ای  ن ق  ی  دهای زی  را اس  ت، غ  ی  رخ  ط  ی (١٠٣) م  س  ئ  ل  ه ک  ه ش  ود دق  ت

م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای وی  ژه روش ی  ک ب  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای ب  ن  اب  رای  ن، م  ی ب  اش  ن  د. αxj ض  رب  ی

روش ال  گ  وری  ت  م و زی  رگ  رادی  ان روش ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و داری  م. ن  ی  از غ  ی  رخ  ط  ی ب  هی  ن  ه س  ازی

روش .[١٨] و [١٠] ،[٢] ک  ردن  د ارائ  ه (١٠٣) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای را ١٩ ف  ازی ق  اط  ع م  ج  م  وع  ه

،(١٠٣) م  س  ئ  ل  ه در آل  ف  ا ب  رای ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه اس  ت، ای  ده ی  ک پ  ای  ه ب  ر ف  ازی ق  اط  ع م  ج  م  وع  ه

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ن  ت  ی  ج  ه در م  ی گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را ث  اب  ت م  ق  دار ی  ک

ت  ع  ی  ی  ن ب  ا م  ع  ادل ،α∗ ب  هی  ن  ه ج  واب ای  ن آوردن ب  دس  ت ،(١٠٣) م  س  ئ  ل  ه در م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل

م  ج  م  وع  ه روش ال  گ  وری  ت  م ب  اش  د. ن  ات  هی ش  دن  ی، م  ج  م  وع  ه ک  ه ب  ط  وری اس  ت آل  ف  ا م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن

م  ی ش  ود: خ  لاص  ه زی  ر گ  ام دو در آل  ف  ا)، (ال  گ  وری  ت  م ف  ازی ق  اط  ع

ب  ه س  ی  م  پ  ل  ک  س، روش ف  از- ١ از اس  ت  ف  اده ب  ا را (١٠٣) م  س  ئ  ل  ه و α = ١ دهی  د ق  رار .١ گ  ام

ب  ود، ش  دن  ی م  س  ئ  ل  ه اگ  ر خ  ی  ر. ی  ا اس  ت ش  دن  ی آی  ا ک  ه ک  ن  ی  د ب  ررس  ی آل  ف  ا م  ق  دار ای  ن ازای

و αR = ١ و αL = ٠ دهی  د ق  رار ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در پ  ای  ان. و α = ١ دهی  د ق  رار
19Fuzzy decisive set method
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ب  روی  د. ب  ع  د گ  ام ب  ه

ب  ه م  س  ئ  ل  ه اگ  ر ک  ن  ی  د. روزرس  ان  ی ب  ه را αU و αL م  ق  ادی  ر و α = αL+αR

٢ ک  ن  ی  د ف  رض .٢ گ  ام

ب  اش  د ن  ش  دن  ی م  س  ئ  ل  ه آل  ف  ا، ازای ب  ه اگ  ر . αL = α دهی  د ق  رار ب  اش  د ش  دن  ی آل  ف  ا ازای

.αU = α دهی  د ق  رار

آی  ا ک  ه ک  ن  ی  د ب  ررس  ی س  ی  م  پ  ل  ک  س، روش از ف  از- ١ از اس  ت  ف  اده ب  ا و آل  ف  ا هر ازای ب  ه ن  ت  ی  ج  ه، در

م  س  ئ  ل  ه ق  ی  ود ت  ط  اب  ق ب  رای α∗ م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن س  پ  س، خ  ی  ر؛ ی  ا اس  ت ش  دن  ی (١٠٣) م  س  ئ  ل  ه

م  ی ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن (١٠٣)

ن  ظ  ر در را ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ب  ا ،(١٠۴) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٢١ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د:

max z = ٢x١ + ٣x٢

s.t. ã١١x١ + ã١٢x٢ ≤ ۴,

ã٢١x١ + ã٢٢x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٠۴)

ب  اش  ن  د: ش  ده ت  ع  ری  ف (١٠۵) ص  ورت ب  ه ف  ازی ض  رای  ب ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه
(١٠۵)

µã١١(x) =


١, x < ١,

٢ − x, ١ ≤ x ≤ ٢,

٠, x > ٢.

µã١٢(x) =


١, x < ٢,

۵−x
٣ , ٢ ≤ x ≤ ۵,

٠, x > ۵.

µã٢١(x) =


١, x < ٣,

۵−x
٢ , ٣ ≤ x ≤ ۵,

٠, x > ۵.

µã٢٢(x) =


١, x < ١,

۴−x
٣ , ١ ≤ x ≤ ۴,

٠, x > ۴.

و (١٠۶) م  س  ائ  ل ت  رت  ی  ب ب  ه اب  ت  دا ب  هی  ن  ه، م  ق  ادی  ر پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های آوردن ب  دس  ت ب  رای



۵۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل (٩٩) و (٩٨) م  س  ائ  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا را (١٠٧)

z١ = max z = ٢x١ + ٣x٢

s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ۴,

٣x١ + x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٠۶)

و

z٢ = max z = ٢x١ + ٣x٢

s.t. ٢x١ + ۵x٢ ≤ ۴,

۵x١ + ۴x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٠٧)

ک  ه: م  ی آی  ن  د ب  دس  ت z٢ = ٠/٠۶ و z١ = ۶/٨ م  ق  ادی  ر م  س  ئ  ل  ه، دو ای  ن ح  ل ب  ا

zl = min{۶/٨, ٣/٠۶} = ٣/٠۶, zu = min{۶/٨, ٣/٠۶} = ۶/٨

(١٠٨) غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه (١٠۴) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ن  اب  رای  ن،

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل

max α

s.t. ٣/٧۴α− (٢x١ + ٣x٢) + ٣/٠۶ ≤ ٠,

(١ + α)x١ + (٢ + ٣α)x٢ − ۴ ≤ ٠,

(٣ + ٢α)x١ + (١ + ٣α)x٢ − ۶ ≤ ٠,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(١٠٨)

ح  ل را آن آل  ف  ا، ال  گ  وری  ت  م از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  س اس  ت خ  ط  ی غ  ی  ر (١٠۴) م  س  ئ  ل  ه ک  ه آن  ج  ا از
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م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه (١٠٩) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه م  س  ئ  ل  ه ،α = ١ ازای ب  ه م  ی ک  ن  ی  م.

٢x١ + ٣x٢ ≥ ۶/٨,

٢x١ + ۵x٢ ≤ ۴,

۵x١ + ۴x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٠٩)

ای  ن ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده ،(١٠٩) م  س  ئ  ل  ه روی س  ی  م  پ  ل  ک  س ال  گ  وری  ت  م از ف  از- ١ اع  م  ال ب  ا

آل  ف  ا ج  دی  د م  ق  دار م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را αR = ١ و αL = ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  ش  دن  ی س  ی  س  ت  م

(١١٠) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه (١٠٨) م  س  ئ  ل  ه ،α = ١
٢ ب  رای م  ی ش  ود. α = ١+٠

٢ = ١
٢ ب  ا ب  راب  ر

م  ی ی  اب  د: ک  اهش

٢x١ + ٣x٢ ≥ ۴/٩٣,

١/۵x١ + ٣/۵x٢ ≤ ۴,

۴x١ + ٢/۵x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١١٠)

ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ٠ م  ق  ادی  ر پ  س اس  ت ن  ش  دن  ی ن  ی  ز (١١٠) س  ی  س  ت  م ک  ه آن  ج  ا از

م  س  ئ  ل  ه ، α = ١
۴ ازای ب  ه آن  گ  اه م  ی آی  د. ب  دس  ت αR = ١

۴ ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د م  ق  دار م  ی گ  ی  ری  م.

م  ی ش  ود: ب  ی  ان (١١١) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه (١٠٨)

٢x١ + ٣x٢ ≥ ٣/٩٩۴١,

١/٢۵x١ + ٢/٧۵x٢ ≤ ۴,

٣/۵x١ + ١/٧۵x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١١١)

ج  دی  د م  ق  دار و م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ١

۴ پ  س م  ی ش  ود، ش  دن  ی (١١١) س  ی  س  ت  م

(١١٢) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه (١٠٨) م  س  ئ  ل  ه ، α = ٣
٨ ازای ب  ه م  ی ش  ود. α = ٣

٨ ب  راب  ر آل  ف  ا



۵۶ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

م  ی ی  اب  د: ک  اهش

٢x١ + ٣x٢ ≥ ۴/۴۶١٨,

١/٣٧۵x١ + ٣/١٢۵x٢ ≤ ۴,

٣/٧۵x١ + ٢/١٢۵x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١١٢)

ج  دی  د م  ق  دار و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ١

۴ پ  س اس  ت ش  دن  ی ن  ی  ز (١١٢) س  ی  س  ت  م

(١١٣) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه (١٠٨) م  س  ئ  ل  ه ، α = ٣
٨ ازای ب  ه م  ی ش  ود. α = ٣

٨ ب  راب  ر آل  ف  ا

م  ی ی  اب  د: ک  اهش

٢x١ + ٣x٢ ≥ ۴/۴۶١٨,

١/٣٧۵x١ + ٣/١٢۵x٢ ≤ ۴,

٣/٧۵x١ + ٢/١٢۵x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١١٣)

ب  دس  ت آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م از ت  ک  رار ی  ک  م  ی  ن و ب  ی  س  ت در آل  ف  ا ب  هی  ن  ه م  ق  دار ف  رآی  ن  د، ای  ن ادام  ه ب  ا

م  ی آی  د.

ش  ده اص  لاح زی  رگ  رادی  ان روش ت  ک  رار دوم  ی  ن در ک  ه آل  ف  ا ب  هی  ن  ه م  ق  دار ب  اش  ی  د، داش  ت  ه ت  وج  ه

آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م ت  ک  رار ی  ک  م  ی  ن و ب  ی  س  ت از آم  ده ب  دس  ت آل  ف  ا، ب  هی  ن  ه م  ق  دار ب  ا ت  ق  ری  ب  ا م  ی آی  د ب  دس  ت

اس  ت. ب  راب  ر

ب  ه را (١١۴) ف  ازی م  ن  اب  ع ب  ردار و ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ب  ا ف  ازی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ح  ال

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در گ  روه- ۵ ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل از خ  اص  ی گ  روه ع  ن  وان

max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ ãijxj ≤ b̃i, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١۴)
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در ت  رت  ی  ب ب  ه (١١۴) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی م  ن  اب  ع ب  ردار و ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س خ  ط  ی ع  ض  وی  ت ت  واب  ع

ش  ده ان  د. داده (٨٩) و (٨٨) رواب  ط

ک  ران های م  ح  اس  ب  ه ب  ا را هدف ت  اب  ع اب  ت  دا ، (١١۴) م  س  ئ  ل  ه زدای  ی ف  ازی ب  رای ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل ب  ا را ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر ک  ران های آن ها، ک  ردن  د. ف  ازی ب  هی  ن  ه، م  ق  ادی  ر

آوردن  د: ب  دس  ت (١١٧) ت  ا (١١۵) اس  ت  ان  دارد

z١ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ (aij + pij)xj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١۵)

و

z٢ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi + pi, , i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١۶)

و

z٣ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ (aij + pij)xj ≤ bi + pi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١٧)

و

z۴ = max z =
∑n

j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١١٨)

ت  رت  ی  ب ب  ه zu = max{z١, z٢, z٣, z۴} و zl = min{z١, z٢, z٣, z۴} ح  ال  ت ای  ن در

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف (١٠٠) هم  ان  ن  د G̃ ب  هی  ن  ه م  ق  دار ف  ازی م  ج  م  وع  ه هس  ت  ن  د. پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف (١١٩) ص  ورت ب  ه ،C̃i iم، ق  ی  د ف  ازی م  ج  م  وع  ه ادام  ه، در
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(١١٩)

µc̃i(x) =


١, bi >

∑n
j=١ (aij + pij)xj ,

bi−
∑n

j=١ aijxj∑n
j=١ pijxj+pi

,
∑n

j=١ aijxj ≤ bi ≤
∑n

j=١ (aij + pij)xj + pi,

٠, bi <
∑n

j=١ aijxj .

(١١۴) م  س  ئ  ل  ه ش  د، اس  ت  ف  اده (١٠٢) م  س  ئ  ل  ه ب  رای ک  ه زدای  ی ف  ازی روش از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س

م  ی ی  اب  د: ک  اهش (١٢٠) ق  ط  ع  ی غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه

max α

s.t. α(zu − zl)−
∑n

j=١ cjxj + zl ≤ ٠,∑n
j=١ (aij + pijα)xj + piα− bi ≤ ٠, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١٢٠)

م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده (١٢٠) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م از دوب  اره م  رح  ل  ه، ای  ن در

م  ن  اب  ع ب  ردار و ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س ب  ا (١٢١) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٢٢ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در ف  ازی

max z = x١ + x٢

s.t. ã١١x١ + ã١٢x٢ ≤ b̃١,

ã٢١x١ + ã٢٢x٢ ≤ b̃٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢١)

م  ی ش  ون  د: ت  ع  ری  ف (١٢٣) و (١٢٢) ص  ورت ب  ه ف  ازی ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه
(١٢٢)

µã١١(x) =


١, x < ١,

٢ − x, ١ ≤ x ≤ ٢,

٠, x > ٢.

µã١٢(x) =


١, x < ٢,

٣ − x, ٢ ≤ x ≤ ٣,

٠, x > ٣.

µã٢١(x) =


١, x < ٢,
۴−x

٢ , ٢ ≤ x ≤ ۴,

٠, x > ۴.

µã٢٢(x) =


١, x < ٣,
۵−x

٢ , ٣ ≤ x ≤ ۵,

٠, x > ۵.
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µb̃١
(x) =


١, x < ٣,
۵−x

٢ , ٣ ≤ x ≤ ۵,

٠, x > ۵.

µb̃٢
(x) =


١, x < ۴,
٧−x

٣ , ۴ ≤ x ≤ ٧,

٠, x > ٧.

(١٢٣)

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های م  ح  اس  ب  ه ب  رای را (١٢٧) ت  ا (١٢۴) م  س  ائ  ل

z١ = max z = x١ + x٢

s.t. ٢x١ + ٣x٢ ≤ ٣,

۴x١ + ۵x٢ ≤ ۴,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢۴)

و
z٢ = max z = x١ + x٢

s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ۵,

٢x١ + ٣x٢ ≤ ٧,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢۵)

و
z٣ = max z = x١ + x٢

s.t. ٢x١ + ٣x٢ ≤ ۵,

۴x١ + ۵x٢ ≤ ٧,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢۶)

و
z۴ = max z = x١ + x٢

s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ٣,

٢x١ + ٣x٢ ≤ ۴,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢٧)

و z٣ = ١/٧۵ ، z٢ = ٣/۵ ، z١ = ١ ب  راب  ر ت  رت  ی  ب ب  ه ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر م  س  ائ  ل، ای  ن ح  ل ب  ا



۶٠ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ب  ن  اب  رای  ن م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت z۴ = ٢

zl = min{١, ٣/۵, ٢, ١/٧۵} = ١, zu = min{١, ٣/۵, ٢, ١/٧۵} = ٣/۵

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل زی  ر غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه (١٢١) م  س  ئ  ل  ه ن  ت  ی  ج  ه، در

max α

s.t. ٢/۵α− (x١ + x٢) + ١ ≤ ٠,

(١ + α)x١ + (٢ + α)x٢ + ٢α− ٣ ≤ ٠,

(٢ + ٢α)x١ + (٣ + ٢α)x٢ + ٣α− ۴ ≤ ٠,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢٨)

ب  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه ،α = ١ ازای ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م از اس  ت  ف  اده ب  ا را (١٢٨) م  س  ئ  ل  ه

م  ی ی  اب  د: ک  اهش (١٢٩) س  ی  س  ت  م

x١ + x٢ ≥ ٣/۵

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١,

۴x١ + ۵x٢ ≤ ١,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٢٩)

م  ق  دار م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١ و αL = ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  ش  دن  ی (١٢٩) س  ی  س  ت  م

ک  اهش (١٣٠) س  ی  س  ت  م ب  ه (١٢٨) م  س  ئ  ل  ه آن، ازای ب  ه و α = ١+٠
٢ = ١

٢ ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د

م  ی ی  اب  د:

x١ + x٢ ≥ ٢/٢۵

١/۵x١ + ٢/۵x٢ ≤ ٢,

٣x١ + ۴x٢ ≤ ٢/۵,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٣٠)

م  ق  دار م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ٠ پ  س اس  ت ن  ش  دن  ی (١٣٠) س  ی  س  ت  م چ  ون
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ت  ب  دی  ل (١٣١) س  ی  س  ت  م ب  ه (١٢٨) م  س  ئ  ل  ه ، α = ١
۴ ازای ب  ه م  ی ب  اش  د. α = ١

۴ ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د

م  ی ش  ود:

x١ + x٢ ≥ ١/۶٢۵

١/٢۵x١ + ٢/٢۵x٢ ≤ ٢/۵,

٢/۵x١ + ٣/۵x٢ ≤ ٣/٢۵,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٣١)

ج  دی  د م  ق  دار م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١
۴ و αL = ٠ و م  ی ش  ود ش  دن  ی (١٣١) س  ی  س  ت  م

ت  ب  دی  ل (١٣٢) س  ی  س  ت  م ب  ه (١٢٨) م  س  ئ  ل  ه ، α = ١
٨ ازای ب  ه م  ی ب  اش  د. α = ١

٨ ب  راب  ر آل  ف  ا

م  ی ش  ود:

x١ + x٢ ≥ ١/٣١٢۵

١/١٢۵x١ + ٢/١٢۵x٢ ≤ ٢/٧۵,

٢/٢۵x١ + ٣/٢۵x٢ ≤ ٣/۶٢۵,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١٣٢)

ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د م  ق  دار .αR = ١
۴ و αL = ١

٨ دهی  د ق  رار اس  ت، ش  دن  ی (١٣٢) س  ی  س  ت  م چ  ون

از ت  ک  رار پ  ن  ج  م  ی  ن و ب  ی  س  ت در آل  ف  ا، ب  هی  ن  ه م  ق  دار ف  رآی  ن  د، ای  ن ادام  ه ب  ا م  ی ش  ود. α = ٣
١۶

آل  ف  ای ب  هی  ن  ه م  ق  دار ب  ا ت  ق  ری  ب  ا م  ق  دار، ای  ن ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده م  ی آی  د. ب  دس  ت آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م

اس  ت. ب  راب  ر ش  ده، اص  لاح زی  رگ  رادی  ان روش ت  ک  رار دوم  ی  ن در آم  ده ب  دس  ت

ف  رهادی ن  ی  ا روش ٣ .۴ .۴

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  رای را روش  ی ف  رهادی ن  ی  ا، ،(١١۴) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای

.[٨] ک  رد ارائ  ه زی  ر، ت  ذک  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا ف  ازی ق  ی  دهای

ح  ال  ت ق  وی، ط  ور ب  ه ق  ی  دها اگ  ر ش  ود، ص  ف  ر ب  ای  د م  ن  اس  ب ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ی  ک ت  ذک  ر:

ب  اش  ن  د. ب  رق  رار ک  ام  ل ط  ور ب  ه ق  ط  ع  ی ح  ال  ت در ق  ی  دها اگ  ر ش  ود، ی  ک و ک  ن  ن  د ن  ق  ض را ق  ط  ع  ی



۶٢ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ب  اش  د. ص  ع  ودی اک  ی  داً ی  ک ب  ه ص  ف  ر از ب  ای  د هم  چ  ن  ی  ن

و ی  ک  س  ان هدف ت  واب  ع دارای ، (١١٨) ت  ا (١١۵) م  س  ائ  ل م  ی ش  ود، م  ش  اهده ک  ه هم  ان  ط  ور

ب  ه ق  ی  دها هم  ه در ،pi ،(i = ١, ٢, ...,m) ع  ب  ارت ج  اب  ج  ای  ی ب  ا هس  ت  ن  د. م  ت  ف  اوت  ی ق  ی  دهای

م  ی آی  ن  د: ب  دس  ت (١٣٣) ص  ورت ب  ه ق  ی  ود اب  ت  دا چ  پ، س  م  ت

∑n
j=١ (aij + pij)xj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,∑n
j=١ aijxj − pi ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,∑n
j=١ (aij + pij)xj − pi ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m,∑n
j=١ aijxj ≤ bi, i = ١, ٢, ...,m.

(١٣٣)

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف چ  ن  ی  ن x = (xj)١×n هر ب  رای

bmax
i (x) = max{

∑n
j=١ (aij + pij)xj ,

∑n
j=١ aijxj − pi,∑n

j=١ (aij + pij)xj − pi ,
∑n

j=١ aijxj},
(١٣۴)

و

bmin
i (x) = min{

∑n
j=١ (aij + pij)xj ,

∑n
j=١ aijxj − pi,∑n

j=١ (aij + pij)xj − pi ,
∑n

j=١ aijxj}.
(١٣۵)

iم، ق  ی  د ف  ازی م  ج  م  وع  ه ، (١٣۵) و (١٣۴) م  ع  ادلات و ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن،

م  ی ش  ود: م  ش  خ  ص (١٣۶) ص  ورت ب  ه ، C̃i

µC̃i
(x) =


١, bi > bmax

i ,

٠ ∈ [٠, ١], bmin
i, ≤ bi ≤ bmax

i ,

٠, bi < bmin
i .

(١٣۶)

:x ≥ ٠ هر ب  رای ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان آس  ان  ی ب  ه

bmax
i (x) =

∑n

j=١
(aij + pij)xj , (١٣٧)
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و

bmin
i (x) =

∑n

j=١
aijxj − pi. (١٣٨)

ت  ع  ری  ف (١٣٩) ص  ورت ب  ه ،C̃i ف  ازی ق  ی  د ،(١٣٨) ت  ا (١٣۶) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در
م  ی ش  ود:

(١٣٩)

µC̃i
(x) =


١, bi >

∑n
j=١ (aij + pij)xj + pi,

bi−
∑n

j=١ aijxj∑n
j=١ pijxj+pi

,
∑n

j=١ aijxj − pi ≤ bi ≤
∑n

j=١ (aij + pij)xj + pi,

٠, bi <
∑n

j=١ aijxj − pi.

را، (١١۴) م  س  ئ  ل  ه م  ی ت  وان ،(١٠٢) م  س  ئ  ل  ه ب  رای ش  ده ارائ  ه ف  ازی زدای  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه ، (١٠٢) م  س  ئ  ل  ه در ( (١٣٩) (راب  ط  ه µC̃i
(x) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ک  رد: ت  ب  دی  ل (١۴٠) ق  ط  ع  ی

(١۴٠)
max α

s.t. α(zu − zl)−
∑n

j=١ cjxj + zl ≤ ٠,∑n
j=١ (aij + pijα)xj + piα− pi − bi ≤ ٠, i = ١, ٢, ...,m,

α ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

ی  ن  ی  ل  م  از و گ  اس  ی  م  و ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه م  س  ئ  ل  ه ب  ه ن  س  ب  ت ،(١۴٠) ف  رهادی ن  ی  ا، پ  ی  ش  ن  هادی م  س  ئ  ل  ه

از: ع  ب  ارت  ن  د ک  ه دارد ب  ی  ش  ت  ری م  زای  ای ،(١٢٠)

ج  واب؛ آوردن ب  دس  ت ب  رای ن  ی  از م  ورد ت  ک  رارهای ت  ع  داد ک  اهش .١

ف  ازی. ت  ص  م  ی  م م  ج  م  وع  ه ت  ط  اب  ق درج  ه ی  ش  ت  ری  ن ب  ا دق  ی  ق ت  ر ب  هی  ن  گ  ی ی  ک ب  ه رس  ی  دن .٢

م  ات  ری  س ق  ی  دهای ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه (١٢١) ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه .٢٣ .۴ م  ث  ال

ن  ظ  ر در را م  ی ب  اش  د، (١۴١) ص  ورت ب  ه آن ف  ازی م  ن  اب  ع ب  ردار و (١٢٢) راب  ط  ه در آن ف  ازی



۶۴ ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل

ب  گ  ی  ری  د:

(١۴١)

µb̃١
(x) =


١, x < ٣,
١١−x

٨ , ٣ ≤ x ≤ ١١,

٠, x > ١١.

µb̃٢
(x) =


١, x < ۴,

١۴−x
١٠ , ۴ ≤ x ≤ ١۴,

٠, x > ١۴.

م  ی آوری  م: ب  دس  ت را ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های اب  ت  دا

zl = max z = x١ + x٢

s.t. ٢x١ + ٣x٢ ≤ ٣,

۴x١ + ۵x٢ ≤ ۴,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴٢)

و

zu = max z = x١ + x٢

s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ١١,

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۴,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴٣)

ب  دس  ت zu = ٧ و zl = ١ ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر ت  رت  ی  ب ب  ه ، (١۴٣) و (١۴٢) م  س  ائ  ل ح  ل ب  ا

م  ی ی  اب  د: ک  اهش (١۴۴) غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ب  ه (١٢١) م  س  ئ  ل  ه ب  ن  اب  رای  ن م  ی آی  ن  د.

max α

s.t. ۶α− (x١ + x٢) + ١ ≤ ٠,

(١ + α)x١ + (٢ + α)x٢ + ٨α− ١١ ≤ ٠,

(٢ + ٢α)x١ + (٣ + ٢α)x٢ + ١٠α− ١۴ ≤ ٠,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴۴)

،α = ١ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض اب  ت  دا م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده آل  ف  ا ال  گ  وری  ت  م از (١۴۴) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای
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م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل زی  ر س  ی  س  ت  م ب  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه آن  گ  اه

x١ + x٢ ≥ ٧,

٢x١ + ٣x٢ ≤ ٣,

۴x١ + ۵x٢ ≤ ۴,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴۵)

ای  ن ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده و ح  ل س  ی  م  پ  ل  ک  س ال  گ  وری  ت  م از ف  از- ١ ک  م  ک ب  ا را (١۴۵) س  ی  س  ت  م

آل  ف  ا ج  دی  د م  ق  دار م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در αR = ١ و αL = ٠ ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ن  ش  دن  ی س  ی  س  ت  م

ک  اهش (١۴۶) س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه (١۴۴) م  س  ئ  ل  ه و م  ی آی  د ب  دس  ت α = ١+٠
٢ = ١

٢ ب  راب  ر

م  ی ی  اب  د:

x١ + x٢ ≥ ۴,

١/۵x١ + ٢/۵x٢ ≤ ٧,

٣x١ + ۴x٢ ≤ ٩,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴۶)

م  ق  دار و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ٠ م  ق  ادی  ر پ  س اس  ت ن  ش  دن  ی (١۴۶) س  ی  س  ت  م چ  ون

س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه را (١۴۴) م  س  ئ  ل  ه α = ١
۴ ازای ب  ه م  ی ش  ود. α = ١

۴ ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ب  دی  ل (١۴٧)

x١ + x٢ ≥ ٢/۵,

١/٢۵x١ + ٢/٢۵x٢ ≤ ٩,

٢/۵x١ + ٣/۵x٢ ≤ ١١/۵,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴٧)

و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در αR = ١
٢ و αL = ١

۴ م  ق  ادی  ر اس  ت، ن  ش  دن  ی ن  ی  ز (١٣١) س  ی  س  ت  م ک  ه آن  ج  ا از

(١۴٨) س  ی  س  ت  م ب  ه (١۴۴) م  س  ئ  ل  ه α = ٣
٨ ازای ب  ه آن  گ  اه، و α = ٣

٨ ب  راب  ر آل  ف  ا ج  دی  د م  ق  دار
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م  ی ی  اب  د: ک  اهش

x١ + x٢ ≥ ٣/٢۵,

١/٣٧۵x١ + ٢/٣٧۵x٢ ≤ ١٠,

٢/٧۵x١ + ٣/٧۵x٢ ≤ ۶/۵,

x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴٨)

ج  دی  د م  ق  دار و م  ی ب  اش  ن  د αR = ٣
٨ و αL = ١

۴ م  ق  ادی  ر اس  ت. ن  ش  دن  ی ن  ی  ز (١٣٢) س  ی  س  ت  م

م  ق  دار آل  ف  ا، ال  گ  وری  ت  م از ش  ان  زدهم ت  ک  رار در و رون  د ای  ن ادام  ه ب  ا م  ی ب  اش  د. α = ۵
١۶ ب  راب  ر آل  ف  ا

و گ  اس  ی  م  و روش ب  ا ٢٣ .۴ م  ث  ال ح  ل ب  رای ک  ه ش  ود دق  ت م  ی آی  د. ب  دس  ت α = ٠/۴١۴٣ ب  هی  ن  ه

ش  ود: ح  ل زی  ر غ  ی  رخ  ط  ی م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د ی  ن  ی  ل  م  از،

max α

s.t. ۶α− (x١ + x٢) + ١ ≤ ٠,

(١ + α)x١ + (٢ + α)x٢ + ٨α− ٣ ≤ ٠,

(٢ + ٢α)x١ + (٣ + ٢α)x٢ + ١٠α− ۴ ≤ ٠,

α ∈ [٠, ١], x١, x٢ ≥ ٠.

(١۴٩)

ب  ی  س  ت ت  ک  رار در α = ٠/٠٨٠١ ب  هی  ن  ه م  ق  دار آل  ف  ا، ال  گ  وری  ت  م ک  م  ک ب  ا (١۴٩) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ا

ت  ک  رارهای ت  ع  داد ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده ف  وق، ن  ت  ای  ج م  ق  ای  س  ه از پ  س م  ی آی  د. ب  دس  ت چ  هارم و

و گ  اس  ی  م  و روش ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل ت  ک  رارهای ت  ع  داد از ک  م  ت  ر ف  رهادی ن  ی  ا روش ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل

م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  گ  ی ی  ع  ن  ی ف  ازی، ت  ص  م  ی  م م  ج  م  وع  ه ت  ط  اب  ق درج  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. ی  ن  ی  ل  م  از

ی  ع  ن  ی (١۴٩) م  س  ئ  ل  ه در آم  ده ب  دس  ت م  ق  دار ب  ه ن  س  ب  ت ک  ه اس  ت α = ٠/۴١۴٣ ب  راب  ر (١۴۴)

اس  ت. ب  هت  ر خ  ی  ل  ی ، (α = ٠/٠٨٠١)

ان  ع  ط  اف پ  ذی  رگ  روه- ۵ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ۵ .۴

ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های از پ  ن  ج  م گ  روه ب  ررس  ی ب  ه زی  رب  خ  ش، ای  ن در

ق  ی  ود م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، هدف ت  اب  ع ب  ا خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ی  ک م  دل، ای  ن م  ی پ  ردازی  م.
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هوان  گ و لای روش از م  دل ، ای  ن ح  ل ب  رای اس  ت. ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر

م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی ف  رم م  ی پ  ردازی  م. آن ح  ل روش  و م  دل ای  ن م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در ک  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده

و ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ق  ی  ود م  ات  ری  س ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر، هدف ت  اب  ع ب  ا گ  روه- ۵، ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی

م  ی ب  اش  د: (١۵٠) ص  ورت ب  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر م  ن  اب  ع ب  ردار

∼
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t. gi(x) =
∑n

j=١ ãijxj ≤ b̃i, i = ١, ٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(١۵٠)

هس  ت  ن  د. خ  ط  ی (٨٩) و (٨٨) هم  ان  ن  د ت  رت  ی  ب ب  ه b̃i و ãij ف  ازی ض  رای  ب ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ک  ه

م  ورد اس  ت، ش  ده ارائ  ه م  س  ائ  ل از گ  روه ای  ن ح  ل ب  رای ک  ه هوان  گ و لای روش  ادام  ه، در

م  ی دهی  م. ق  رار ب  ررس  ی

هوان  گ و لای روش ١ .۵ .۴

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه ک  ردن  د ب  ی  ان چ  ن  ی  ن م  ت  ق  ارن، غ  ی  ر م  دل های م  ف  هوم ف  رض ب  ا هوان  گ و لای

زی  م  رم  ن ع  ض  وی  ت ت  واب  ع گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و ف  ازی ق  ی  دهای ت  ح  ل  ی  ل ب  ا م  ی ت  وان را ف  ازی هدف ت  اب  ع

و ف  ازی ق  ی  ود م  ات  ری  س اب  ت  دا ، (١۵٠) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای آن ها .[١٢] ن  وش  ت آن در ورن  ر و

اب  ت  دا ی  ع  ن  ی ک  ردن  د؛ ف  ازی زدای  ی ک  ورهون  ن و ک  ارل  س  ون روش ط  ب  ق ب  ر را ف  ازی م  ن  اب  ع ب  ردار

ک  ردن  د: ح  ل را زی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه

(١۵١)
max z =

∑n
j=١ cjxj

s.t.
∑n

j=١ [aij + (١ − µ)pij ]xj ≤ bi + (١ − µ)pi, i = ١, ٢, ...,m,

µ ∈ [٠, ١], xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

اس  ت غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه ی  ک (١۵١) م  س  ئ  ل  ه ک  ه م  ی ش  ود م  ش  اهده ط  رف  ی، از

م  ان  ن  د µ م  ق  دار هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  ن  د. µxj ض  رب  ی ع  ب  ارت ش  ام  ل ق  ی  دها زی  را

ن  م  ودار ی  ک و (١۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  رای ب  هی  ن  ه ج  واب ی  ک م  ی ت  وان ،µ = ٠/٠, ٠/١, ..., ٠/٩, ١
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ب  رای ورن  ر ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ل  ذا، .(٧ (ش  ک  ل آورد، ب  دس  ت µ و z∗ ب  ی  ن م  ت  ن  اظ  ر خ  ط  ی ت  ک  ه ای

آورد: ب  دس  ت (١۵٢) راب  ط  ه ب  ا م  ی ت  وان را (z) هدف ت  اب  ع

µ٠(z) =


١, z > zu,

١ − zu−z
zu−zl

, zl ≤ z ≤ zu,

٠, z < zl.

(١۵٢)

هس  ت  ن  د. (١۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر µ = ١ و µ = ٠ ازای ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه zu و zl ک  ه

راب  ط  ه از ف  رض  ی خ  ط  ی ق  ط  ع  ه و هدف ت  اب  ع ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ت  ق  اط  ع ن  ق  ط  ه در z∗w ب  هی  ن  ه ج  واب

ش  ده داده ن  ش  ان ٧ ش  ک  ل در ک  ه هم  ان  ط  ور ،(µ) ت  ط  اب  ق درج  ه و (z∗) هدف م  ق  ادی  ر ب  ی  ن ت  واب  ع

ت  ل  وران  س و (z٠) آرم  ان  ی م  ق  دار ت  ص  م  ی  م گ  ی  رن  ده اگ  ر دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه دارد. ق  رار اس  ت،

هر ب  رای (١۵١) م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه ج  واب م  ح  اس  ب  ه از پ  س ب  گ  ی  رد، ن  ظ  ر در (p٠) را آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر

را z∗z ج  واب م  ی ش  ود. م  ع  ن  ادارت  ر زی  م  رم  ن ع  ض  وی  ت ت  اب  ع آن  گ  اه ، µ = ٠/٠, ٠/١, ..., ٠/٩, ١

راب  ط  ه از ف  رض  ی خ  ط  ی ق  ط  ع  ه و زی  م  رم  ن ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  ع  ادل  ه دو هم  زم  ان ح  ل ب  ا م  ی ت  وان

.(٧ (ش  ک  ل آورد، ب  دس  ت (µ) ت  ط  اب  ق درج  ه و (z∗) هدف م  ق  ادی  ر ب  ی  ن ت  واب  ع

(٩۶) م  س  ئ  ل  ه ج  واب :٧ ش  ک  ل

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل دس  ت  ه  س  ه از ی  ک  ی ب  ه ف  ازی، م  ح  ی  ط ی  ک در م  س  ائ  ل

هر در م  وج  ود اب  هام های ن  وع ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه دارن  د ت  ع  ل  ق اس  ت  وار و ام  ک  ان  ی ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر،

م  ط  ال  ع  ه، ای  ن در م  ی ش  ون  د. ت  ق  س  ی  م ب  ن  دی م  خ  ت  ل  ف  ی گ  روه های ب  ه دس  ت  ه ها ای  ن از ک  دام هر م  س  ئ  ل  ه،
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ی  ک ب  ا آن در ک  ه اس  ت ش  ده پ  رداخ  ت  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ب  ررس  ی ب  ه

ش  ف  اف  ی و دق  ی  ق م  رز ن  م  ی ت  وان  ی  م ی  ع  ن  ی هس  ت  ی  م؛ روب  رو م  رز، ب  ودن ش  ف  اف غ  ی  ر از ن  اش  ی اب  هام ن  وع

در اب  هام های  ی چ  ن  ی  ن ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ت  س  اوی) (ی  ا ن  ام  س  اوی ش  ک  ل ب  ه م  ح  دودی  ت ی  ک ب  رای را

و لای م  ی ش  ون  د. م  دل س  ازی ذهن  ی ارج  ح  ی  ت ب  ر م  ب  ت  ن  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ی  ک ص  ورت ب  ه م  س  ئ  ل  ه

ب  ودن ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر اس  اس ب  ر را ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل هوان  گ،

گ  روه پ  ن  ج ب  ه آن ها، از م  م  ک  ن ت  رک  ی  ب هر و هدف ت  اب  ع هزی  ن  ه ب  ردار م  ن  اب  ع، ب  ردار ق  ی  ود، م  ات  ری  س

ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل  ح  ل ب  رای م  وج  ود پ  ای  ه ای روش های ک  ردن  د. ت  ق  س  ی  م ب  ن  دی

چ  ان  اس، ورن  ر، زی  م  رم  ن، روش های از ع  ب  ارت  ن  د ش  ده ان  د، ارائ  ه م  ط  ال  ع  ه ای  ن در ک  ه ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر

م  ع  ای  ب و م  زای  ا گ  اروال. آ و چ  ان  درا هم  ک  اران، و ص  اف  ی هوان  گ، و لای وو، و گ  وو وردگ  ی،

ع  ددی م  ث  ال های از آن ها، ع  م  ل  ک  رد ن  ح  وه دادن ن  ش  ان ب  رای و ب  ررس  ی روش ها از ک  دام هر

اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده

ب  ررس  ی ب  ه آن در و اس  ت م  روری م  ط  ال  ع  ه ی  ک م  ط  ال  ع  ه، ای  ن ش  د، م  ش  اهده ک  ه هم  ان  ط  ور

ش  ده پ  رداخ  ت  ه آن ها ح  ل روش های و دس  ت  ه ب  ن  دی  ف  ازی، خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل های ب  رخ  ی

م  ط  ال  ع  ات در را ف  ازی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای م  وج  ود روش های س  ای  ر اس  ت.

ک  رد. خ  واهی  م ب  ررس  ی ب  ع  دی م  روری
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