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چ  ک  ی  ده
ب  ازه  ای ف  ازی گ  راف های ف  ازی، گ  راف های ک  ن  ار در ن  رم گ  راف های از اس  ت  ف  اده
م  س  ای  ل  ی ح  ل راه های از دی  گ  ر ی  ک  ی م  ب  هم گ  راف های و ق  ط  ب  ی دو گ  راف های م  ق  دار،
م  ج  م  وع  ه ای ن  رم گ  راف ی  ک ک  ه آن ج  ا از هس  ت  ن  د. م  واج  ه ق  ط  ع  ی  ت ها ع  دم ب  ا ک  ه اس  ت
م  ف  اهی  م از ب  رخ  ی ک  ه اس  ت لازم پ  س اس  ت س  اده گ  راف ی  ک زی  رم  ج  م  وع  ه های از
روی ب  ر زی  ادی م  ح  ق  ق  ی  ن رو ای  ن از داد. ت  ع  م  ی  م ن  رم گ  راف های ب  ه را س  اده گ  راف های
اج  ت  م  اع، م  ان  ن  د ع  م  ل  گ  رها و م  ف  اهی  م از ب  ع  ض  ی و ک  رده ان  د م  ط  ال  ع  ه ن  رم گ  راف های
ای  ن در م  ا ت  ح  ق  ی  ق  ات ای  ن ادام  ه در ن  م  وده ان  د. ت  ع  ری  ف آن ب  رای را م  ت  م  م و اش  ت  راک
اش  ت  راک، اج  ت  م  اع، و پ  رداخ  ت  ه ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س ت  ع  ری  ف ب  ی  ان ب  ه اب  ت  دا م  ق  ال  ه
راب  ط  ه ی و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س های ب  رای را ت  ف  اض  ل و ج  م  ع
ب  رای را درج  ه و ان  دازه م  رت  ب  ه، س  پ  س م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را م  ج  م  وع  ه ها ای  ن ب  ی  ن
دوگ  ان ن  رم گ  راف و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف م  ف  هوم ب  ی  ان ب  ه و ک  رده ت  ع  ری  ف ن  رم گ  راف های
ب  ررس  ی م  س  ط  ح ن  رم گ  راف در را ان  دازه و م  رت  ب  ه ب  ی  ن راب  ط  ه ی س  پ  س و م  ی پ  ردازی  م
ک  ن  ت  رل در ن  رم م  س  ط  ح گ  راف های ک  ارب  رد از ن  م  ون  ه ای م  ق  ال  ه پ  ای  ان در م  ی ن  م  ای  ی  م.

اس  ت. ش  ده ب  ی  ان ش  هری ت  راف  ی  ک ج  ری  ان های

دوگ  ان. ن  رم گ  راف م  س  ط  ح، ن  رم گ  راف ن  رم، م  ج  اورت م  ات  ری  س ن  رم، گ  راف ک  ل  ی  دی: ک  ل  م  ات و ع  ب  ارات
Email(s): mehrakbaghernejad5@gmail.com, borzooei@sbu.ac.ir.

ای  ران ف  ازی س  ی  س  ت  م های ان  ج  م  ن ١۴٠١ Mathematics Subject Classification: 05C72 ; 94D05



١۵۶ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

س  رآغ  از ١

ن  ظ  ری  ه ش  روع دارد. م  ش  خ  ص  ی ش  روع ن  ق  ط  ه گ  راف ن  ظ  ری  ه ری  اض  ی  ات، های ش  اخ  ه س  ای  ر ب  رخ  لاف

س  ال در او ک  ه ب  ود ک  ون  ی  گ  س  ب  رگ) پ  ل هف  ت (م  س  ئ  ل  ه ١ اوی  ل  ر ل  ئ  ون  ارد از ای م  ق  ال  ه ب  ا گ  راف

ب  ه م  ن  ج  ر آن، ک  ارب  ردهای در وی  ژه ب  ه ری  اض  ی  ات، در اخ  ی  ر های پ  ی  ش  رف  ت ک  رد. ح  ل را آن ١٧٣۶

م  ف  ی  د ب  س  ی  ار اب  زار ی  ک گ  راف، ن  ظ  ری  ه ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت، ش  ده گ  راف ن  ظ  ری  ه چ  ش  م  گ  ی  ر گ  س  ت  رش

ت  وپ  ول  وژی، اع  داد، ن  ظ  ری  ه ج  ب  ر، هن  دس  ه، م  ان  ن  د م  خ  ت  ل  ف ح  وزه های در ت  رک  ی  ب  ی  ات م  س  ائ  ل ح  ل در

ی  ک م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ... و اج  ت  م  اع  ی س  ی  س  ت  م های ش  ن  اس  ی، زی  س  ت درع  م  ل  ی  ات، ت  ح  ق  ی  ق

ک  ه س  ی  س  ت  م  ی هر ک  ل  ی ، ط  ور ب  ه م  ی دهد. ن  ش  ان را م  ج  م  وع  ه ی  ک اع  ض  ای ب  ی  ن ارت  ب  اط گ  راف،

ش  ود. داده ن  ش  ان گ  راف ی  ک ع  ن  وان ب  ه م  ی  ت  وان  د ب  اش  د، آن  ها ب  ی  ن خ  ط  وط و ن  ق  اط ش  ام  ل

داغ ت  ری  ن از ی  ک  ی ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا م  س  ائ  ل م  ح  اس  ب  ه و ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه ری  اض  ی، م  دل س  ازی

ع  ل  وم و م  ح  اس  ب  ات  ی هوش ک  ارب  ردی، ری  اض  ی  ات ش  ام  ل ب  ی  ن رش  ت  ه ای ت  ح  ق  ی  ق  ات در ح  وزه ها

م  اهی  ت م  خ  ت  ل  ف های ح  وزه از ن  اش  ی ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ک  ه اس  ت ذک  ر ش  ای  ان اس  ت. ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری

ک  ش  ی  د. ت  ص  وی  ر ب  ه واح  د ری  اض  ی چ  ارچ  وب ی  ک در را آن ت  وان ن  م  ی و دارد م  ت  ف  اوت  ی ب  س  ی  ار

دی  دگ  اه از ق  ط  ع  ی  ت ها ع  دم ب  ا م  ق  اب  ل  ه ب  رای ج  دی  دی راه ٢ م  ول  ودس  وف ن  رم م  ج  م  وع  ه های

ن  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ،[١۵] م  ول  ودس  ف ١٩٩٩ س  ال در م  ی دهن  د. ارائ  ه م  ا ب  ه پ  ارام  ت  رس  ازی

ب  ه ط  ور ک  ه اش  ی  ائ  ی و م  ف  اهی  م و ق  ط  ع  ی  ت ها ع  دم  ب  ا م  ق  اب  ل  ه ب  رای ری  اض  ی اب  زار ی  ک ع  ن  وان ب  ه را

ک  اف  ی ان  دازه ب  ه ن  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ک  ه ب  ود م  ع  ت  ق  د وی ک  رد. م  ط  رح ن  ش  ده ان  د، ت  ع  ری  ف دق  ی  ق

را ق  ب  ل  ی ن  ظ  ری  ه های م  ش  ک  ل و دهد ارائ  ه را م  س  ائ  ل از ت  ق  ری  ب  ی ت  وص  ی  ف ب  ت  وان  د ت  ا دارد پ  ارام  ت  ر

ی  ک ع  ن  وان ب  ه را ن  رم م  ج  م  وع  ه های وی اس  ت. اج  را ق  اب  ل و آس  ان ب  س  ی  ار ع  م  ل در و ن  دارد

در ن  ظ  ری  ه ای  ن گ  رف  ت. ن  ظ  ر در م  رج  ع م  ج  م  وع  ه زی  ر م  ج  م  وع  ه های از ش  ده پ  ارام  ت  ری خ  ان  واده

ای  ن در م  ق  ال  ه زی  ادی ت  ع  داد س  الان  ه و اس  ت ی  اف  ت  ه  م  ح  ب  وب  ی  ت م  ح  ق  ق  ان ب  ی  ن در اخ  ی  ر س  ال های

ن  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری ج  ن  ب  ه م  ورد در ،[١٣] هم  ک  اران  ش و م  اج  ی٣ م  ی ش  ود. م  ن  ت  ش  ر م  وض  وع

ک  ارب  ردهای از ب  رخ  ی ک  ردن  د. م  ع  رف  ی ن  رم م  ج  م  وع  ه های ب  رای را ع  م  ل  گ  ر چ  ن  دی  ن و ک  ردن  د ب  ح  ث

م  ف  هوم ،[١٧] هم  ک  ارش و ت  ام  ب  اک  ارا۴ اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ح  ث م  ورد [١۴] در ن  رم م  ج  م  وع  ه

1Leonhard Euler
2Molodtsov
3Maji
4 Thumbakara



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۵٧

ن  رم گ  راف م  ف  اهی  م ،[١] هم  ک  ارش و اک  رم۵ دی  گ  ر، ط  رف از ک  ردن  د. ت  ع  ری  ف را ن  رم گ  راف های

از اس  ت  ف  اده ب  ا ،[١٢] م  اج  ی ،٢٠٠١ س  ال در ک  ردن  د. م  ع  رف  ی را ال  ق  ای  ی رأس ن  رم گ  راف و

واق  ع، در ک  رد. ت  ع  ری  ف را ف  ازی ن  رم م  ج  م  وع  ه م  ف  هوم ف  ازی، م  ج  م  وع  ه و ن  رم م  ج  م  وع  ه ت  رک  ی  ب

آن، از پ  س اس  ت. ف  ازی م  ج  م  وع  ه و ن  رم م  ج  م  وع  ه از ت  ع  م  ی  م  ی ف  ازی، ن  رم م  ج  م  وع  ه م  ف  هوم

گ  روه، ن  ظ  ری  ه م  ان  ن  د ری  اض  ی  ات م  خ  ت  ل  ف ش  اخ  ه های در را م  ف  هوم ای  ن م  ح  ق  ق  ان از ب  س  ی  اری

از ک  ارب  ردی ،[١۶] م  اج  ی و ۶ روی ک  رده ان  د. اع  م  ال غ  ی  ره و ت  وپ  ول  وژی ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری، م  س  ائ  ل

روی را ب  ی  ش  ت  ری م  ط  ال  ع  ات ،[۵] هم  ک  اران  ش و ٧ ع  ل  ی دادن  د. ارائ  ه ف  ازی ن  رم م  ج  م  وع  ه های

م  ج  م  وع  ه های م  ف  هوم ،[٣ ،٢] هم  ک  ارش و اک  رم س  پ  س، دادن  د. ان  ج  ام ف  ازی ن  رم م  ج  م  وع  ه های

م  ف  هوم آن  ها ک  ردن  د. م  ع  رف  ی را ف  ازی ن  رم گ  راف و ب  ردن  د ب  ه ک  ار گ  راف ها روی را ف  ازی ن  رم

خ  ص  وص  ی  ات از ب  رخ  ی و داده ارائ  ه را آن  ها س  اخ  ت م  خ  ت  ل  ف روش های و ف  ازی ن  رم گ  راف های

و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س م  ف  ادهی  م م  ق  ال  ه ای  ن در م  ا ای  ن  ک ک  ردن  د. ب  ررس  ی را آن  ها ب  ه م  رب  وط

م  ی ک  ن  ی  م. ارائ  ه را آن ها وی  ژگ  ی های از ب  رخ  ی و م  ع  رف  ی را م  س  ط  ح ن  رم گ  راف

پ  ی  ش  ن  ی  ازها ٢

ت  ن  ها ول  ی ش  ده اس  ت اق  ت  ب  اس [٧] م  رج  ع از ک  ه م  ی پ  ردازی  م گ  راف ن  ظ  ری  ه م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م. اک  ت  ف  ا م  ق  ال  ه ای  ن در ن  ی  از م  ورد ت  ع  ری  ف های ب  ی  ان ب  ه

م  ج  وع  ه E و رأس ها م  ج  م  وع  ه V آن در ک  ه ب  اش  د س  اده گ  راف ی  ک G = (V,E) ک  ن  ی  د ف  رض

گ  راف ان  دازه و م  رت  ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه را G گ  راف ی  ال های و رأس ها ت  ع  داد هس  ت  ن  د. G ی  ال های

ط  ب  ی  ع  ی ع  ددی n ک  ن  ی  د ف  رض م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش q(G) و p(G) ب  ا را آن ها و م  ی ن  ام  ی  م G

گ  راف  ی م  ی دهی  م ن  م  ای  ش Kn ن  م  اد ب  ا را آن ک  ه n م  رت  ب  ه ک  ام  ل گ  راف درای  ن ص  ورت ب  اش  د،

درج  ه هرگ  اه گ  وی  ی  م k-م  ن  ت  ظ  م را G هم  چ  ن  ی  ن هس  ت  ن  د. م  ج  اور رأس دو هر آن در ک  ه اس  ت

ب  ا اس  ت گ  راف  ی م  ی دهی  م ن  م  ای  ش Gc ب  ا را آن ک  ه G گ  راف م  ت  م  م ب  اش  د. k آن رأس های هم  ه ی

.uv /∈ E(G) هرگ  اه ،uv ∈ E(Gc) آن در ک  ه ،V رأس های م  ج  م  وع  ه

ب  اش  ن  د. گ  راف دو H = (V٢, E٢) و G = (V١, E١) ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ١ ت  ع  ری  ف
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درای  ن ص  ورت

و V٢ ⊆ V١ هرگ  اه ،H ⊆ G م  ی ن  وی  س  ی  م و G ن  ام  ی  ده زی  رگ  راف ی  ک را H گ  راف .١

ب  اش  ن  د. E٢ ⊆ E١

ب  اش  د. E٢ ⊆ E١ و V١ = V٢ هرگ  اه G ن  ام  ی  م ف  راگ  ی  ر زی  رگ  راف ی  ک را H گ  راف .٢

م  ی ش  ود داده ن  م  ای  ش G ∪H = (V,E) ن  م  اد ب  ا را H و G گ  راف دو اج  ت  م  اع .٣

.E = E١ ∪ E٢ و V = V١ ∪ V٢ ب  ه ط  وری ک  ه

م  ی ش  ود داد ن  م  ای  ش G ∩ H = (V,E) ن  م  اد ب  ا را H و G گ  راف دو اش  ت  راک .۴

.E = E١ ∩ E٢ و V = V١ ∩ V٢ ب  ه ط  وری ک  ه

ک  ه ب  اش  د n م  رت  ب  ه از س  اده گ  راف  ی ،G = (V,E) ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

ک  ه اس  ت n× n م  ات  ری  س  ی ،G گ  راف ب  ه واب  س  ت  ه م  ج  اورت م  ات  ری  س .V = {v١, v٢, ..., vn}

م  ج  اورت ،mij ی  ع  ن  ی آن -ام (i, j) درای  ه و م  ی ش  ود داده ن  م  ای  ش M(G) = [mij ]n×n ب  ا

آن گ  اه ب  اش  ن  د، م  ج  اور vj و vi اگ  ر ک  ه ب  ه ای  ن ص  ورت م  ی ک  ن  د. م  ش  خ  ص را vj و vi رأس

.mij = ٠ درغ  ی  رای  ن ص  ورت و mij = ١

دو ب  ه را V رأس های م  ج  م  وع  ه ب  ت  وان هرگ  اه گ  وی  ن  د ٨ ب  خ  ش  ی دو را G گ  راف .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

در ان  ت  ها ی  ک و V١ در ان  ت  ها ی  ک دارای G ی  ال هر ک  ه ک  رد اف  راز چ  ن  ان V٢ و V١ زی  رم  ج  م  وع  ه

ن  ام  ن  د. G گ  راف ک  ردن ب  خ  ش  ی دو را (V١, V٢) اف  راز چ  ن  ی  ن ب  اش  د. V٢

ص  ف  ح  ه در را آن ب  ت  وان اگ  ر ن  ام  ن  د ٩ م  س  ط  ح ی  ا ص  ف  ح  ه در ن  ش  ان  دن  ی را گ  راف ی  ک .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

ت  رس  ی  م  ی چ  ن  ی  ن ک  ن  ن  د. ق  ط  ع را ی  ک  دی  گ  ر ان  ت  های  ش  ان دو در ت  ن  ها گ  راف ی  ال های ک  ه ک  رد رس  م چ  ن  ان

ت  ع  دادی ب  ه را ص  ف  ح  ه G م  س  ط  ح گ  راف ن  ام  ن  د. ص  ف  ح  ه در G س  ط  ح  ی ن  ش  ان  دن را G گ  راف از

م  س  ط  ح گ  راف هر ن  ام  ن  د. G وج  ه های را ن  اح  ی  ه ها ای  ن ب  س  ت  ارهای م  ی ک  ن  د. اف  راز هم  ب  ن  د ن  اح  ی  ه

ت  ع  داد و وج  ه  ها م  ج  م  وع  ه م  ی ن  ام  ن  د. ب  ی  رون  ی وج  ه را آن ک  ه اس  ت ب  ی ک  ران وج  ه ی  ک دارای

م  ی دهن  د. ن  ش  ان ϕ(G) و F (G) ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه G م  س  ط  ح گ  راف در را وج  ه ها
8bipartite
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ک  رد: ت  ع  ری  ف زی  ر ت  رت  ی  ب ب  ه را G̃ گ  راف م  ی ت  وان G م  س  ط  ح گ  راف در .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

ی  ال ی  ک G از e ی  ال هر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر و دارد وج  ود G̃ از f̃ رأس ،G از f وج  ه هر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر

وج  ه های اگ  روت  ن  هااگ  ر هس  ت  ن  د م  ت  ص  ل  هم ب  ه ẽ ی  ال ب  ا g̃ و f̃ رأس دو دارد. وج  ود G̃ از ẽ

G دوگ  ان گ  راف را G̃ گ  راف ب  اش  ن  د. ش  ده ج  دا هم از G در e ی  ال وس  ی  ل  ه ب  ه آن ها م  ت  ن  اظ  ر

اس  ت. م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ن  ی  ز G̃ ک  ه ک  رد م  ش  اهده م  ی ت  وان آس  ان  ی ب  ه م  ی ن  ام  ن  د.

آن گ  اه ب  اش  د، هم  ب  ن  د م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G اگ  ر اوی  ل  ر) (ف  رم  ول .۶ .٢ ق  ض  ی  ه

p(G) + q(G)− ϕ(G) = ٢.

دو ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از م  ج  م  وع  ه ای E و م  رج  ع م  ج  م  وع  ه ی  ک U ک  ن  ی  د ف  رض

و A ⊆ E هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  د  ه U روی ١٠ ن  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک (F,A) م  رت  ب ت  ای  ی

روی ن  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  د. م  ق  ادی  ر م  ج  م  وع  ه ت  اب  ع .F : A −→ P (U)

پ  ارام  ت  ر هر ب  ه ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت، U زی  رم  ج  م  وع  ه های از ش  ده پ  ارام  ت  ری خ  ان  واده ی  ک ،U

ب  ا را ن  رم م  ج  م  وع  ه های ت  م  ام م  ج  م  وع  ه م  ی دهد. ن  س  ب  ت را U از زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک e ∈ A

اس  ت U روی ن  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک ،U روی (F,A) ن  رم م  ج  م  وع  ه م  ت  م  م م  ی دهن  د. ن  ش  ان S(U)

،e ∈ A هر ب  رای و F c : A −→ P (U) ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان (F c, A) ب  ا ک  ه

([١۵]).F c(e) = U − F (e)

ب  اش  ن  د، U روی ن  رم م  ج  م  وع  ه دو (F٢, B) و (F١, A) ک  ن  ی  د ف  رض [١۴] .٢. ٧ ت  ع  ری  ف

درای  ن ص  ورت

،e ∈ A هر ب  رای و A ⊆ B هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده (F٢, B) ن  رم زی  رم  ج  م  وع  ه (F١, A) .١

.(F١, A) ⋐ (F٢, B) م  ی ن  وی  س  ن  د ح  ال  ت ای  ن در .F١(e) ⊆ F٢(e)

داده ن  ش  ان (F,C) = (F١, A)∪̃(F٢, B) ب  ا را (F٢, B) و (F١, A) اج  ت  م  اع .٢

،e ∈ C هر ب  رای و C = A ∪B ب  ه ط  وری ک  ه

F (e) =


F١(e) e ∈ A−B

F٢(e) e ∈ B −A

F١(e) ∪ F٢(e) e ∈ A ∩B

.

10softset



١۶٠ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

داده ن  ش  ان (F,C) = (F١, A)∩̃(F٢, B) ب  ا را (F٢, B) و (F١, A) اش  ت  راک .٣

،e ∈ C هر ب  رای و C = A ∪B ب  ه ط  وری ک  ه

F (e) =


F١(e) e ∈ A−B

F٢(e) e ∈ B −A

F١(e) ∩ F٢(e) e ∈ A ∩B

.

درای  ن ص  ورت ب  اش  د. س  اده گ  راف ی  ک G∗ = (V,E) ک  ن  ی  د ف  رض [١] .٢. ٨ ت  ع  ری  ف

ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده G∗ روی ١١ ن  رم گ  راف ی  ک G = (F,K,A)

ب  اش  د:

ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک A .١

ب  اش  د. V روی ن  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک (F,A) .٢

ب  اش  د. E روی ن  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک (K,A) .٣

ب  اش  د. G∗ از زی  رگ  راف ی  ک H(e) = (F (e),K(e)) .۴

م  ی دهن  د. ن  ش  ان SG(G∗) ب  ا را G∗ روی ن  رم گ  راف های هم  ه م  ج  م  وع  ه

ن  رم گ  راف دو G٢ = (F٢,K٢, B) و G١ = (F١,K١, A) ک  ن  ی  د ف  رض [١] .٢. ٩ ت  ع  ری  ف

درای  ن ص  ورت: ب  اش  ن  د. G∗ روی

ب  رای و B ⊆ A هرگ  اه G٢ ⊑ G١ م  ی ن  وی  س  ن  د و م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه G١ ن  رم زی  رگ  راف G٢ .١

ب  اش  د. H١(e) زی  رگ  راف H٢(e) ،e ∈ B هر

داده ن  ش  ان G١ ⊔G٢ = (F١ ⊔ F٢,K١ ⊔K٢, A ∪B) ب  ا را G٢ و G١ اج  ت  م  اع .٢

،e ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه

(F١ ⊔ F٢)(e) =


F١(e) e ∈ A−B

F٢(e) e ∈ B −A

F١(e) ∪ F٢(e) e ∈ A ∩B

,

11softgraph



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۶١

(K١ ⊔K٢)(e) =


K١(e) e ∈ A−B

K٢(e) e ∈ B −A

K١(e) ∪K٢(e) e ∈ A ∩B

.

ب  ه ص  ورت G١ ⊔ G٢ از
(
(F١ ⊔ F٢)(e), (K١ ⊔ K٢)(e)

)
زی  رگ  راف

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان (H١ ⊔H٢)(e)

داده ن  ش  ان G١ ⊓G٢ = (F١ ⊓ F٢,K١ ⊓K٢, A ∪B) ب  ا را G٢ و G١ اش  ت  راک .٣

،e ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه

(F١ ⊓ F٢)(e) =


F١(e) e ∈ A−B

F٢(e) e ∈ B −A

F١(e) ∩ F٢(e) e ∈ A ∩B

,

(K١ ⊓K٢)(e) =


K١(e) e ∈ A−B

K٢(e) e ∈ B −A

K١(e) ∩K٢(e) e ∈ A ∩B

.

ب  ه ص  ورت G١ ⊓ G٢ از
(
(F١ ⊓ F٢)(e), (K١ ⊓ K٢)(e)

)
زی  رگ  راف

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان (H١ ⊓H٢)(e)

ن  رم گ  راف های در ج  دی  د ن  ت  ای  ج ٣

را G = (F,K,A) و هم  ب  ن  د س  اده ی گ  راف ی  ک را G∗ = (V,E) م  ا ب  خ  ش ای  ن در ت  وج  ه:

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در G∗ روی ن  رم گ  راف ی  ک

ن  رم گ  راف های در م  ج  اورت م  ات  ری  س ٣. ١

ب  ا م  ی ت  وان را و... ب  ودن م  ن  ظ  م رأس ، درج  ه م  ان  ن  د زی  ادی وی  ژگ  ی های س  اده گ  راف های در



١۶٢ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

از زی  رگ  راف های  ی ب  ا ن  ی  ز ن  رم گ  راف های در چ  ون آورد. دس  ت ب  ه م  ج  اورت م  ات  ری  س از اس  ت  ف  اده

و ن  رم گ  راف های ب  رای ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س ت  ع  ری  ف پ  س هس  ت  ی  م، م  واج  ه س  اده گ  راف ی  ک

ب  ه را ن  رم گ  راف های از م  هم  ی وی  ژگ  ی های م  ی ت  وان و ب  اش  د م  هم ب  س  ی  ار م  ی ت  وان  د آن از اس  ت  ف  اده

ت  ع  ری  ف ن  رم گ  راف ی  ک ب  رای را ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س اب  ت  دا ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. ب  ررس  ی آن ک  م  ک

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را آن وی  ژگ  ی های از ب  ع  ض  ی وس  پ  س ک  رده

ب  ه ط  وری ک  ه ب  وده G∗ = (V,E) روی ن  رم گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١ ت  ع  ری  ف

هر ب  رای درای  ن ص  ورت ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از خ  ان  واده ی  ک A و V = {x١, x٢, ..., xn}

ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را MG(e) = [mxixj
]n×n م  ات  ری  س ،G∗ از H(e) زی  رگ  راف

م  ی گ  ی  ری  م:

اگ  ر و mxixj = mxjxi = ١ ،xixj ∈ K(e) هر ب  رای آن گ  اه ،xi ∈ F (e) اگ  ر .١

.mxixj = mxjxi = ٠ آن گ  اه ،xixj /∈ K(e)

.mxixj = mxjxi = ٠ ،j = ١, ٢, ..., n هر ب  رای آن گ  اه ،xi /∈ F (e) اگ  ر .٢

م  ی ک  ن  ی  م؛ ت  ع  ری  ف ذی  ل ب  ه ص  ورت و داده ن  ش  ان M(G) ب  ا را G ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س ح  ال

M(G) = {MG(e) | e ∈ A}.

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ١ ش  ک  ل در G∗ گ  راف

G∗ گ  راف :١ ش  ک  ل

ب  اش  ی  م؛ داش  ت  ه و ب  اش  د پ  ارام  ت  ر ها م  ج  م  وع  ه A = {a, b} ک  ن  ی  د ف  رض

F١(a) = {x١, x٣, x۴}, K١(a) = {x١x٣, x٣x۴},

F١(b) = {x٢, x٣, x۴}, K١(b) = {x٢x٣, x٢x۴, x٣x۴}.



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۶٣

H(b) و H(a) زی  رگ  راف های :٢ ش  ک  ل

پ  س ش  ده ان  د. داده ن  ش  ان ٢ ش  ک  ل در H(b) و H(a) زی  رگ  راف های

M(G) =
{
MG١

(a),MG١
(b)

}
=




٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ١ ٠

 ,


٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ١

٠ ١ ٠ ١

٠ ١ ١ ٠




.

M(G٢) و G١ = (F١,K١, A) ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س M(G١) اگ  ر .٣. ٢ ت  ع  ری  ف

آن گ  اه ب  اش  ن  د، G٢ = (F٢,K٢, B) ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

م  ج  م  وع  ه ی را M(G٢) و M(G١) اج  ت  م  اع .١

M(G١) ⊔M(G٢) =
{(

M(G١) ⊔M(G٢)
)
(c)

 c ∈ A ∪B
}

،c ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

(
M(G١) ⊔M(G٢)

)
(c) =


MG١

(c) c ∈ A−B

MG٢
(c) c ∈ B −A

M
H١(c)∪H٢(c)

c ∈ A ∩B

.

م  ج  م  وع  ه ی را M(G٢) و M(G١) اش  ت  راک .٢

M(G١) ⊔M(G٢) =
{(

M(G١) ⊓M(G٢)
)
(c)

 c ∈ A ∪B
}



١۶۴ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

،c ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

(
M(G١) ⊓M(G٢)

)
(c) =


MG١

(c) c ∈ A−B

MG٢
(c) c ∈ B −A

M
H١(c)∩H٢(c)

c ∈ A ∩B

.

و B = {b, c} اگ  ر ٣. ١ م  ث  ال در

F٢(c) = {x١, x٢}, K٢(b) = {x١x٢, x٢x۴}, F٢(b) = {x١, x٢, x۴},

،K٢(c) = {x١x٢}

ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  ن  د. ٣ ش  ک  ل م  ان  ن  د (H١ ∩H٢)(b) و (H١ ∪H٢)(b) زی  رگ  راف های آن گ  اه

(H١ ∩H٢)(b) و (H١ ∪H٢)(b) زی  رگ  راف های :٣ ش  ک  ل

M(G١) ⊔M(G٢) =
{
MG١

(a),M
H١(b)∪H٢(b)

,MG٢
(c)

}
=




٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ١ ٠

 ,


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ١ ١

٠ ١ ٠ ١

٠ ١ ١ ٠

 ,


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠




و

M(G١) ⊓M(G٢) =
{
MG١

(a),M
H١(b)∩H٢(b)

,MG٢
(c)

}
=



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۶۵




٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ١ ٠

 ,


٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠

 ,


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠




.

M٢(G٢) و G١ = (F١,K١, A) ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س M١(G١) اگ  ر .٣. ٣ ق  ض  ی  ه

آن گ  اه ب  اش  ن  د، G٢ = (F٢,K٢, B) ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

.M(G١) ⊔M(G٢) = M(G١ ⊔G٢) .١

.M(G١) ⊓M(G٢) = M(G١ ⊓G٢) .٢

اث  ب  ات.

پ  س .(H١ ⊔ H٢)(c) = H١(c) آن گ  اه ،c ∈ A − B اگ  ر .١

(H١ ⊔H٢)(c) = آن گ  اه ،c ∈ B − A اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن .MG١⊔G٢
(c) = MG١

(c)

آن گ  اه ،c ∈ A ∩ B اگ  ر و MG١⊔G٢
(c) = MG٢

(c) ودرن  ت  ی  ج  ه H٢(c)

MG١⊔G٢
(c) = ،c ∈ A هر ب  رای پ  س .(H١ ⊔ H٢)(c) = H١(c) ∪ H٢(c)

.M(G١) ⊔M(G٢) = M(G١ ⊔G٢) ب  ن  اب  رای  ن .M
H١(c)∩H٢(c)

اس  ت. (١) م  ش  اب  ه (٢) اث  ب  ات .٢

□

گ  راف دو G٢ = (F٢,K٢, B) و G١ = (F١,K١, A) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ ت  ع  ری  ف

،e ∈ A هر ب  رای اگ  ر .V = {x١, x٢, ..., xn} ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د، G∗ روی ن  رم

ب  اش  ن  د، MG٢
(d) = [m٢xixj (d)]n×n ،d ∈ B هر ب  رای و MG١

(e) = [m١xixj (e)]n×n

آن گ  اه

م  ج  م  وع  ه ی را M(G٢) و M(G١) ج  م  ع .١

M(G١)⊞M(G٢) =
{(

M(G١)⊞M(G٢)
)
(c)

 c ∈ A ∪B
}



١۶۶ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

،c ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

(
M(G١)⊞M(G٢)

)
(c) =


MG١

(c) c ∈ A−B

MG٢
(c) c ∈ B −A

MG١
(c)⊞MG٢

(c) c ∈ A ∩B

و MG١
(c)⊞MG٢

(c) = [(m١ ⊞m٢)xixj (c)]n×n  ک  ه

(m١ ⊞m٢)xixj (c) =

 ١ ١ ⩽ m١xixj (c) +m٢xixj (c) ⩽ ٢

٠ m١xixj (c) +m٢xixj (c) = ٠
.

م  ج  م  وع  ه ی را M(G٢) و M(G١) ت  ف  اض  ل .٢

M(G١)⊟M(G٢) =
{(

M(G١)⊟M(G٢)
)
(c)

 c ∈ A ∪B
}

،c ∈ A ∪B هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

(
M(G١)⊟M(G٢)

)
(c) =


MG١

(c) c ∈ A−B

MG٢
(c) c ∈ B −A

MG١
(c)⊟MG٢

(c) c ∈ A ∩B

و MG١
(c)⊟MG٢

(c) = [(m١ ⊟m٢)xixj (c)]n×n ک  ه

(m١ ⊟m٢)xixj (c) =

 ١ m١xixj (c) +m٢xixj (c) = ٢

٠ ٠ ⩽ m١xixj (c) +m٢xixj (c) ⩽ ١
.



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۶٧

،٣. ١ م  ث  ال در

MG١
(b)⊞MG٢

(b) =


٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ١

٠ ١ ٠ ١

٠ ١ ١ ٠

⊞


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠

 =


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ١ ١

٠ ١ ٠ ١

٠ ١ ١ ٠


و

MG١
(b)⊟MG٢

(b) =


٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ١

٠ ١ ٠ ١

٠ ١ ١ ٠

⊟


٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠

 =


٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠

 .

٣. ۴؛ ت  ع  ری  ف ش  رای  ط ب  ا .۵ .٣ ق  ض  ی  ه

.M(G١)⊞M(G٢) = M(G١ ⊔G٢) .١

.M(G١)⊟M(G٢) = M(G١ ⊔G٢) .٢

اث  ب  ات.

.c ∈ A ∩ B ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ب  دی  هی ح  ک  م ،c ∈ B ∩ A ی  ا c ∈ A − B اگ  ر .١

درای  ن ص  ورت

(
H١ ∪H٢

)
(c) = H١(c) ∪H٢(c) =

(
F١(c) ∪ F٢(c),K١(c) ∪K٢(c)

)
.

ب  ا ب  راب  ر m٢xixj ی  ا m١xixj از ی  ک  ی ح  داق  ل آن گ  اه ،xixj ∈ K١(c) ∪K٢(c) اگ  ر

از .m
H١(c)∪H٢(c)

= ١ درن  ت  ی  ج  ه و m٢xixj = ١ ی  ا m١xixj = ١ ی  ع  ن  ی اس  ت. ی  ک

درن  ت  ی  ج  ه و (m١ ⊞m٢)xixj (c) = ١ پ  س .١ ⩽ m١xixj +m٢xixj ⩽ ٢ ط  رف  ی

m
H١(c)∪H٢(c)

= (m١ ⊞m٢)xixj (c) = ١.



١۶٨ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

درن  ت  ی  ج  ه و ،m١xixj = m٢xixj = ٠ آن گ  اه ،xixj /∈ K١(c) ∪ K٢(c) اگ  ر

(m١ ⊞ پ  س .m١xixj
+ m٢xixj = ٠ ط  رف  ی از .m

H١(c)∪H٢(c)
= ٠

درن  ت  ی  ج  ه و m٢)xixj (c) = ٠

m
H١(c)∪H٢(c)

= (m١ ⊞m٢)xixj (c) = ٠.

اس  ت. (١) م  ش  اب  ه (٢) اث  ب  ات .٢

□

٣. ۵؛ و ٣. ٣ ق  ض  ی  ه های ب  ن  اب  ر

.M(G١) ⊔M(G٢) = M(G١)⊞M(G٢) .١

.M(G١) ⊓M(G٢) = M(G١)⊟M(G٢) .٢

م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ٣. ٢

اب  ت  دا ب  خ  ش، ای  ن در هس  ت  ی  م، م  واج  ه گ  راف ی  ک زی  رگ  راف های ب  ا ن  رم گ  راف های در ک  ه آن ج  ا از

گ  راف های م  ع  رف  ی ب  ه س  پ  س و ک  رده ت  ع  ری  ف را ن  رم گ  راف های درج  ه ی و م  رت  ب  ه،ان  دازه م  ف  اهی  م

ب  ررس  ی م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های در را ان  دازه و م  رت  ب  ه ب  ی  ن راب  ط  ه ی و م  ی پ  ردازی  م م  س  ط  ح ن  رم

م  ی ک  ن  ی  م.

پ  ارام  ت  رها از خ  ان  واده ی  ک A و ب  وده G∗ روی ن  رم گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ ت  ع  ری  ف

آن گ  اه ب  اش  د،

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه و داده ن  ش  ان O(G) ب  ا را G م  رت  ب  ه  .١

O(G) =
∑
e∈A

O
(
H(e)

)
.

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه و م  ی دهی  م ن  ش  ان S(G) ب  ا را G ان  دازه .٢

S(G) =
∑
e∈A

S
(
H(e)

)
.



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١۶٩

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را آن و داده ن  ش  ان dG(x) ب  ا را x ∈ V رأس درج  ه .٣

dG(x) =
∑
e∈A

d
H(e)

(x).

A = {a, b, c} ک  ن  ی  د ف  رض ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ۴ ش  ک  ل ص  ورت ب  ه را G∗ س  اده گ  راف

G∗ س  اده گ  راف :۴ ش  ک  ل

داری  م: و ب  اش  د پ  ارام  ت  ر ها م  ج  م  وع  ه

F (a) = {x٢, x٣, x۴, x۵} , K(a) = {x٢x٣, x٣x۴, x٢x۵, x٣x۵},

F (b) = {x١, x٢, x٣, x۵} , K(b) = {x١x٢, x١x٣, x٢x۵, , x٣x۵},

F (c) = {x١, x٣, x۴, x۵} , K(c) = {x١x٣, x١x۵, x٣x۴, x٣x۵, x۴x۵}.

ش  ده ان  د. داده ن  ش  ان ۵ ش  ک  ل در H(c) و H(b) ،H(a) زی  رگ  راف های

H(c) ، H(b) ،H(a) :۵ ش  ک  ل



١٧٠ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

ک  ه، ک  رد م  ش  اهده م  ی ت  وان آس  ان  ی ب  ه

O(G) =
∑
a∈A

O(H(a)) = ۴+ ۴+ ۴ = ١٢,

S(G) =
∑
a∈A

S(H(a)) = ۴+ ۴+ ۵ = ١٣,

dG(x١) = ۴, dG(x٢) = ۴, dG(x٣) = ٨, dG(x۴) = ٣, dG(x۵) = ٧.

ی  ک H(e) ،e ∈ A هر ب  رای هرگ  اه گ  وی  ی  م م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک را G .٣. ٧ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. م  س  ط  ح گ  راف

ک  ن  ی  د ف  رض ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ش  ده اس  ت داده ن  ش  ان ۶ ش  ک  ل در ک  ه G∗ گ  راف

G∗ گ  راف :۶ ش  ک  ل

ب  اش  ی  م؛ داش  ت  ه و ب  اش  د پ  ارام  ت  ر ها از م  ج  م  وع  ه ی  ک A = {a, b}

F (a) = {x١, x٢, x۴, x۶, x٧, x٨},

K(a) = {x١x٢, x١x۶, x١x٧, x١x٨, x٢x۴, x٢x۶, x٢x٨, x۴x۶, x۴x٧, x۴x٨,

x۶x٧},

F (b) = {x١, x۴, x۵, x۶, x٧},

K(b) = {x١x۶, x١x٧, x۴x۵, x۴x۶, x۴x٧, x۵x۶, x۶x٧}.

ام  ا ن  ی  س  ت م  س  ط  ح H(a) ک  ه اس  ت ب  دی  هی هس  ت  ن  د. ٧ ش  ک  ل ص  ورت ب  ه H(b) و H(a) پ  س

ن  ی  ز H(b) ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ش  ود. م  س  ط  ح ٨ ش  ک  ل م  ان  ن  د ک  ه ک  رد رس  م ط  وری را آن م  ی ت  وان

اس  ت. م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان اس  ت، م  س  ط  ح

آن گ  اه ب  اش  د، پ  ارام  ت  رها از خ  ان  واده ی  ک A و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G اگ  ر .٣. ٨ ت  ع  ری  ف



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١٧١

H(b) ،H(a) گ  راف های :٧ ش  ک  ل

H(a) م  س  ط  ح گ  راف :٨ ش  ک  ل

،Γ(G) =
∑
e∈A

ϕ(e) م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف و داده ن  ش  ان Γ(G) ب  ا را G س  ط  ح های ت  ع  داد

اس  ت. H(e) س  ط  ح های ت  ع  داد ϕ(e) ب  ه ط  وری ک  ه

آن گ  اه ب  اش  د، م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G اگ  ر .٣. ٩ گ  زاره

S(G)−O(G) + ٢|A| = Γ (G).

پ  س اس  ت م  س  ط  ح گ  راف ی  ک H(e) ،e ∈ A هر ب  رای ک  ه آن  ج  ا از اث  ب  ات.

S(H(e))−O(H(e)) + ٢ = ϕ(e)

درن  ت  ی  ج  ه و

∑
e∈A

S(H(e))−
∑
e∈A

O(H(e)) +
∑
e∈A

٢ =
∑
e∈A

ϕ(e).

.S(G)−O(G) + ٢|A| = Γ (G) ب  ن  اب  رای  ن



١٧٢ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

□

،e ∈ A هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٠ گ  زاره

.S(G) ≤ ٣ O(G)− ۶|A| درای  ن ص  ورت ب  اش  د. O(H(e)) ≥ ٣

م  س  ط  ح س  اده گ  راف ی  ک H(e) پ  س ،O(H(e)) ≥ ٣ ،e ∈ A هر ب  رای چ  ون اث  ب  ات.

ب  ن  اب  رای  ن .S
(
H(e)

)
≤ ٣O

(
H(e)

)
− ۶ داری  م و اس  ت

∑
e∈A

S(H(e)) ≤
∑
e∈A

٣O(H(e))−
∑
e∈A

۶

□ .S(G) ≤ ٣ O(G)− ۶|A| درن  ت  ی  ج  ه و

dG(x) > ۵|A| ،x ∈ V هر ب  رای اگ  ر ب  اش  د. ن  رم گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ گ  زاره

ن  ی  س  ت. م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G آن گ  اه ب  اش  د،

ی  ک ح  داق  ل پ  س dG(x) =
∑
e∈A

d
H(e)

(x) > ۵|A| م  ی دان  ی  م اث  ب  ات.

درج  ه اگ  ر گ  راف هر در م  ی دان  ی  م .d
H(e)

(x) > ۵ ک  ه دارد وج  ود e ∈ A

H(e) پ  س ن  ی  س  ت. م  س  ط  ح گ  راف ب  اش  د، ۵ از ب  زرگ  ت  ر رأس ها هم  ه

□ ن  ی  س  ت. م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. م  س  ط  ح گ  راف ی  ک

ص  ورت ب  ه را آن دوگ  ان ن  رم گ  راف آن گ  اه ب  اش  د، م  س  ط  ح ن  رم گ  راف ی  ک G اگ  ر .٣. ١٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف و داده ن  ش  ان GD = (FD,KD, A)

GD = (FD,KD, A) = {HD(e) | e ∈ A}

اس  ت. H(D) دوگ  ان گ  راف HD(e) ک  ه

ش  ده ان  د. رس  م ١٠ و ٩ ش  ک  ل های در H(b) و H(a) دوگ  ان گ  راف های ،٣. ٢ م  ث  ال در



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١٧٣

H(a) دوگ  ان گ  راف :٩ ش  ک  ل

H(b) دوگ  ان گ  راف :١٠ ش  ک  ل

ک  ه ک  رد م  ش  اهده م  ی ت  وان راح  ت  ی ب  ه

FD(a) = {f١, f٢, f٣, f۴, f۵, f۶, f٧},

KD(a) = {f١f٢, f١f۴, f١f۶, f٢f٣, f٣f۴, f٣f۵, f٣f٧, f۴f۵, f۵f۶, f۵f٧,

f۶f٧, },

FD(b) = {f١, f٢, f٣, f۴},

KD(b) = {(f١f٢)١ , (f١f٢)٢ , (f١f۴)١ , (f١f۴)٢ , f١f٣, f٢f٣, f٣f۴}.



١٧۴ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

ش  هری ت  راف  ی  ک های ک  ن  ت  رل در ن  رم گ  راف های از ک  ارب  ردی ۴

ج  ری  ان های ک  ن  ت  رل در را م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های از ک  ارب  ردی ت  ا ک  رده ای  م س  ع  ی ب  خ  ش ای  ن در

م  دل س  ازی گ  راف ی  ک ک  م  ک ب  ه را ش  هر ن  ق  ش  ه ک  ه اس  ت لازم اب  ت  دا ن  ش  ان دهی  م. ش  هری ت  راف  ی  ک  ی

ن  ظ  ر در گ  راف رأس ی  ک ع  ن  وان ب  ه را ش  هر م  هم ن  ق  اط از ی  ک هر م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  ن  ی  م.

داش  ت  ه وج  ود م  س  ی  ر ی  ک ن  ق  ط  ه دو ای  ن ب  ی  ن هرگ  اه هس  ت  ن  د م  ج  اور رأس دو آن گ  اه م  ی گ  ی  ری  م،

واض  ح م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ١١ ش  ک  ل م  ان  ن  د را ش  هر ی  ک م  هم م  س  ی  رهای ب  ه م  رب  وط گ  راف ب  اش  د.

ن  ی  س  ت. م  س  ط  ح گ  راف ای  ن ک  ه اس  ت

ش  هر م  هم م  س  ی  رهای گ  راف :١١ ش  ک  ل

در ن  ق  ل  ی  ه وس  ای  ل ت  ع  داد اگ  ر م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در A = {L,M,H} را پ  ارام  ت  ر ها م  ج  م  وع  ه

در (H) را م  س  ی  ر آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د، س  اع  ت در ع  دد ١٠٠٠ م  س  اوی ی  ا ب  ی  ش  ت  ر م  س  ی  ر هر

در ع  دد ١٠٠٠ از ک  م  ت  ر و ۵٠٠ م  س  اوی ی  ا ب  ی  ش  ت  ر ن  ق  ل  ی  ه وس  ای  ل ت  ع  داد اگ  ر م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر

در ع  دد ۵٠٠ از ک  م  ت  ر ن  ق  ل  ی  ه وس  ای  ل ت  ع  داد اگ  ر و (M) را آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  ود، س  اع  ت

ج  دول در ی  ال هر ب  ه م  رب  وط پ  ارام  ت  ر م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (L) را آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  ود، س  اع  ت

و آن ها پ  ارام  ت  رهای ب  ا هم  راه ش  هر م  هم م  س  ی  رهای ب  ه م  رب  وط گ  راف ش  ده اس  ت. داده ن  ش  ان زی  ر

ن  ام  ف  هوم و ش  ل  وغ ب  س  ی  ار ش  ک  ل  ی ک  ه اس  ت ١٢ ش  ک  ل م  ان  ن  د (ی  ال  ها) م  س  ی  ر ها ب  ی  ن ت  ق  اط  ع ن  ق  اط  ع

اس  ت.

اگ  ر م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ف  هوم ت  ر  و س  اده ت  ر گ  راف های  ی ن  رم، گ  راف های از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

ان  ت  های  ی رأس های هم  ه م  ج  م  وع  ه را F (a) و ١ ج  دول ب  ه ت  وج  ه ب  ا را K(a) ،a ∈ A هر ب  رای

آن گ  اه ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف K(a) ی  ال های از

F (L) = {e,E, F,G, P, V,W,X,Z},



ب  رزوی  ی ر. و ب  اق  رن  ژاد م. ١٧۵

ی  ال ها پ  ارام  ت  ر م  ق  ادی  ر :١ ج  دول

ی  ال پ  ارام  ت  ر ی  ال پ  ارام  ت  ر ی  ال پ  ارام  ت  ر ی  ال پ  ارام  ت  ر
DR H DG H CK M AT H

EF H eG L GY H FG H

EQ M EV L ET H FV L

aX H SB H mU H md H

BR H BU H bY H hY H

OK M OW H hJ H hK M

Zd M XZ M UW H OD M

PW L PZ L dX M dV H

NI H V Y H XW L OX H

ت  ق  اط  ع ن  ق  اط و ش  هر م  هم م  س  ی  رهای گ  راف :١٢ ش  ک  ل

K(L) = {eG, FV,EV, PZ, PW, V d,XW},

F (M) = {C,D, d,E,O,K,N,Q,X,Z},

K(M) = {CK,EQ,NK,OK,OD,XZ,Zd, dX},

F (H) = {A, a,B, b,D, d,E, F,G, J,m,N,O,R, S, T, U, V,W,X, Y },

K(H) = {AT,DG,DR,FG,GY,EF,ET,md,mU,BS,NY, Y b,

BU,BR, JN,LW,UW, dV,Xa, IN, V Y }.

را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د، (H) م  ت  ق  اط  ع، ی  ال ب  ی  ش  ت  ر) دو(ی  ا هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -١

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (H)

پ  ارام  ت  ر اگ  ر و (L) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د، (L) م  ت  ق  اط  ع ی  ال دو هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -٢

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (M) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر ب  اش  د آن گ  اه (L) م  ت  ق  اط  ع ی  ال ب  ی  ش  ت  ر) (ی  ا س  ه هر



١٧۶ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

در (H) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د، (M) م  ت  ق  اط  ع ی  ال س  ه ی  ا دو هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -٣

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر

ش  ده ان  د. داده ن  ش  ان ١٣ ش  ک  ل های در G = (F,K,A) ن  رم گ  راف

ب  ه ص  ورت و G = (F,K,A) ن  رم گ  راف ب  رای ج  دی  دی ن  رم گ  راف م  ی ت  وان هم  چ  ن  ی  ن

G ن  رم گ  راف :١٣ ش  ک  ل

و A′ = {(α, β)|(α, β) ∈ A×A,α ̸= β} ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف G′ = (F ′,K ′, A′)

.K ′(α, β) = K(α)∪K(β) = K ′(β, α) ،F ′(α, β) = F (α)∪F (β) = F ′(β, α)

ب  الا: در ش  ده م  ط  رح ن  رم گ  راف ب  رای

(M) پ  ارام  ت  ر ب  ا دی  گ  ری و (H) پ  ارام  ت  ر ب  ا ی  ک  ی ی  ا (H) م  ت  ق  اط  ع ی  ال دو هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -١

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (H) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د،

(M) پ  ارام  ت  ر ب  ا دی  گ  ری و (L) پ  ارام  ت  ر ب  ا ی  ک  ی ی  ا (L) م  ت  ق  اط  ع ی  ال دو هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -٢

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (L) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د،

H پ  ارام  ت  ر ب  ا دی  گ  ری و (L) پ  ارام  ت  ر ب  ا ی  ک  ی ی  ا (M) م  ت  ق  اط  ع ی  ال دو هر پ  ارام  ت  ر اگ  ر -٣

داری  م: درای  ن ص  ورت م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در (M) را ت  ق  اط  ع آن پ  ارام  ت  ر آن گ  اه ب  اش  د،

F (L,M) = {C,D, d, e, E, F,G,K,N,O, P,Q, V,W,X,Z},

K(L,M) = {eG, FV,EV, PZ, PW, V d,XW,CK,EQ,NK,OK,

OD,XZ,Zd, dX},

F (M,H) = {A, a,B, b, C,D, d,E, F,G, J,K,m,N,O,Q,R, S, T, U,

V,W,X,Z},

K(M,H) = {CK,EQ,NK,OK,OD,XZ,Zd, dX,AT,DG,DR,

FG,GY,EF,ET,md,mU,BS,NY, Y b,BU,BR, JN,LW,UW, dV,
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Xa, IN, V Y },

F (L,H) = {A, a,B, b,D, d,E, e, F,G, J,m,N,O, P,R, S, T, U, V,W,

X, Y, Z},

K(L,H) = {eG, FV,EV, PZ, PW, V d,XW,AT,DG,DR,FG,GY,

EF,ET,md,mU,BS,NY, Y bBU,BR, JN,OX,UW, dV,

Xa, IN, V Y }.

ب  اش  د (H) ت  ق  اط  ع پ  ارام  ت  ر ک  ه ح  ال  ت  ی در ش  ده اس  ت. داده ن  ش  ان ١۴ ش  ک  ل در G′ ن  رم گ  راف

ج  ری  ان های ت  ا م  ی ک  ن  د ک  م  ک م  ا ب  ه دس  ت  ه ب  ن  دی ها ای  ن ک  ن  ی  م. اق  دام آن رف  ع ج  هت در ب  ای  د

G′ ن  رم گ  راف :١۴ ش  ک  ل

ک  رده م  ش  خ  ص پ  رت  راف  ی  ک م  س  ی  رهای در را ت  ق  اط  ع ن  ق  اط و ک  ن  ی  م ک  ن  ت  رل را ش  هر ی  ک در ت  راف  ی  ک  ی

ت  ق  اط  ع ن  ق  اط و چ  هارراه ها ح  ذف ب  ا م  ی ت  وان را ک  ار ای  ن ک  ه ب  رآی  ی  م م  ش  ک  ل ای  ن رف  ع ج  هت در و

داد. ان  ج  ام زی  رگ  ذر م  س  ی  رهای ی  ا پ  ل س  اخ  ت  ن ب  ا خ  ی  اب  ان ها

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

ب  ا م  ق  اب  ل  ه ب  رای ع  م  وم  ی ری  اض  ی اب  زار ی  ک ع  ن  وان ب  ه را ن  رم م  ج  م  وع  ه های م  ف  هوم م  ول  ودس  وف

ح  ل ب  رای را دی  گ  ری ری  اض  ی م  دل های م  ح  ق  ق  ان از ب  س  ی  اری و ک  رد م  ع  رف  ی ق  ط  ع  ی  ت ع  دم

و ب  ی  ان را ن  رم گ  راف های م  ف  هوم اک  رم ادام  ه در ک  رده ان  د ای  ج  اد گ  ی  ری ت  ص  م  ی  م در م  ش  ک  لات

گ  راف های در ج  دی  د ن  ت  ای  ج از ب  رخ  ی م  ا ادام  ه در ک  رد. ت  ع  ری  ف آن ها روی ب  ر را اع  م  ال ب  رخ  ی

م  ان  ن  د ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س روی اع  م  ال از ب  رخ  ی و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س م  ان  ن  د ن  رم

ب  ی  ان را م  س  ط  ح ن  رم گ  راف م  ف  هوم س  پ  س و ک  رده ای  م ارائ  ه را ت  ف  اض  ل و ج  م  ع اش  ت  راک، اج  ت  م  اع،

ن  رم، گ  راف های م  ت  م  م م  ورد در را خ  ود ت  ح  ق  ی  ق  ات داری  م ق  ص  د آی  ن  ده در م  ا ای  ن، ب  ر  ع  لاوه ک  ردی  م.



١٧٨ آن ک  ارب  ردهای و م  س  ط  ح ن  رم گ  راف های و ن  رم م  ج  اورت م  ات  ری  س

ف  ازی، ن  رم چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف های ف  ازی، ن  رم چ  ن  دگ  ان  ه م  ج  م  وع  ه های ن  رم، گ  راف های ج  ورس  ازی

ب  ه س  پ  س دهی  م. گ  س  ت  رش م  ب  هم ن  رم چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف های و م  ب  هم ن  رم چ  ن  دگ  ان  ه م  ج  م  وع  ه  های

ک  ارب  ردهای ک  رد خ  واهی  م س  ع  ی هم  چ  ن  ی  ن م  ی پ  ردازی  م. آن ها گ  زاره های و رواب  ط از ب  رخ  ی ب  ررس  ی

و پ  زش  ک  ی ع  ل  وم ع  ل  م  ی، اق  ت  ص  ادی، اج  ت  م  اع  ی، ش  ب  ک  ه ش  هری، ت  راف  ی  ک ک  ن  ت  رل در را آن ها

ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی زی  س  ت م  ح  ی  ط
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