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١٧۶ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

ی  ک م  ق  ال  ه، ای  ن در ش  ون  د. م  ی ت  ق  س  ی  م خ  ط  ی غ  ی  ر و خ  ط  ی ک  ل  ی دس  ت  ه دو ب  ه چ  ن  ی  ن هم و ب  الات  ر

ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح ت  ع  ی  ی  ن در م  وث  ر ع  وام  ل ب  ررس  ی و ت  ح  ل  ی  ل از ک  ه ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه از م  دل

ح  ال  ت در ای، م  ع  ادل  ه چ  ن  ی  ن دهی  م. م  ی ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ش  ود، م  ی ت  ول  ی  د خ  ون در م  وج  ود

زی  ر ب  ازگ  ش  ت  ی راب  ط  ه ص  ورت ب  ه و اس  ت دوم م  رت  ب  ه خ  ط  ی غ  ی  ر ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ل  ی،

:[١٠ ،٧] ش  ود م  ط  رح


cn+١ = cn − L

(
cn, F (cn−١)

)
+Gn, n = ١, ٢, · · · ,

c٠ = c(٠),

c١ = c(١),

(١)

در خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح م  ی  زان cn و (زم  ان) چ  رخ  ه n م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر م  ع  ادل  ه، ای  ن در

در ک  ه هوای  ی (م  ق  دار ام n چ  رخ  ه در ری  وی ح  ج  م F ت  اب  ع دهن  د. م  ی ن  ش  ان را ام n چ  رخ  ه

م  ی  زان از ای ت  اب  ع ک  ه دهد م  ی ن  م  ای  ش را ش  ود)، م  ی خ  ارج س  پ  س و ش  ده ها ری  ه وارد n چ  رخ  ه

اک  س  ی  د دی م  ی  زان L ت  اب  ع ب  اش  د. م  ی cn−١ ی  ع  ن  ی ق  ب  ل  ی ی چ  رخ  ه در ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح

ت  وان  د م  ی ک  ل  ی، ح  ال  ت در و دهد م  ی ن  ش  ان را رود م  ی دس  ت از ام n ی چ  رخ  ه در ک  ه ک  رب  ن  ی

از ن  اش  ی ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح م  ی  زان Gn ت  اب  ع ن  های  ت، در ب  اش  د. خ  ط  ی غ  ی  ر ای ت  اب  ع

س  ازی س  اده م  ن  ظ  ور ب  ه ،[٧] م  ش  اب  ه دهد. م  ی ن  م  ای  ش را ام n ی چ  رخ  ه در ب  دن م  ت  اب  ول  ی  س  م

ب  اش  ن  د: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط ک  ن  ی  م م  ی ف  رض ،(١) م  ع  ادل  ه

م  ت  ن  اس  ب، F (cn−١) ری  وی ح  ج  م ب  ا م  س  ت  ق  ی  م ط  ور ب  ه و ن  ی  س  ت Cn ب  ه واب  س  ت  ه L ت  اب  ع (١)

ی  ع  ن  ی: اس  ت. a ∈ (٠, ١) ت  ن  اس  ب ض  ری  ب ب  ا هم  راه

L
(
cn, F (cn−١)

)
= aF (cn−١).

ب  ا هم  راه ، م  ت  ن  اس  ب cn ب  ا م  س  ت  ق  ی  م ط  ور ب  ه F (cn) ی  ع  ن  ی ام n ی چ  رخ  ه در ری  وی ح  ج  م (٢)

ی  ع  ن  ی: اس  ت. b ∈ (٠, ١) ت  ن  اس  ب ض  ری  ب

F (cn) = bcn.



لاب  ی چ  ه م. ١٧٧

ی  ع  ن  ی: اس  ت. زم  ان از م  س  ت  ق  ل ب  دن م  ت  اب  ول  ی  س  م از ن  اش  ی ک  رب  ن اک  س  ی  د دی (٣)

Gn = m,

خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ب  ه (١) م  ع  ادل  ه م  ف  روض  ات، ای  ن ت  ح  ت اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک m آن در ک  ه

ی  اب  د: م  ی ت  ق  ل  ی  ل زی  ر


cn+١ = cn − abcn−١ +m, n = ١, ٢, · · · ,

c٠ = c(٠),

c١ = c(١),

(٢)

و c٠ اول  ی  ه م  ق  ادی  ر و a, b اع  داد آن در ک  ه ف  ازی ح  ال  ت در را (٢) م  ع  ادل  ه ،[٧] در ن  وی  س  ن  دگ  ان

دن  ب  ال  ه ک  ه دادن  د ن  ش  ان آن  ها ان  د. داده ق  رار ت  ح  ل  ی  ل م  ورد ان  د، ش  ده ل  ح  اظ م  ث  ب  ت ف  ازی اع  داد c١

را ج  واب از دی  گ  ری م  ف  هوم آن  ها م  ش  ک  ل، ای  ن رف  ع ب  رای و ن  ی  س  ت هم  گ  را (٢) ف  ازی ت  ک  راری

ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر را ف  ازی ح  ال  ت ب  ه (٢) م  ع  ادل  ه ان  ت  ق  ال م  ا م  ق  ال  ه، ای  ن در ان  د. داده پ  ی  ش  ن  هاد

گ  ی  ری  م: م  ی ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه هاک  وهارا،


cn+١ =

(
cn +m

)
⊖ abcn−١, n = ١, ٢, · · · ,

c٠ = c(٠),

c١ = c(١),

(٣)

دی م  ق  دار واق  ع در abcn−١ ف  اک  ت  ور ک  ه چ  را اس  ت. ان  ت  ظ  ار م  ورد ان  ت  ق  ال ی  ک ان  ت  ق  ال، ای  ن

ش  ود. م  ی ک  اس  ت  ه nام چ  رخ  ه در ش  ده ت  ول  ی  د ک  رب  ن اک  س  ی  د دی م  ق  دار از ک  ه اس  ت ک  رب  ن  ی اک  س  ی  د

هس  ت  ن  د، م  ث  ب  ت ف  ازی اع  داد هم  گ  ی m و b ،a پ  ارام  ت  رهای ک  ه ح  ال  ت  ی در را (٣) م  ع  ادل  ه م  ا

خ  ط  ی س  ی  س  ت  م از دن  ب  ال  ه ی  ک ت  ح  ل  ی  ل ب  ه اب  ت  دا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای دهی  م. م  ی ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد

را آن هم  گ  رای  ی ک  اف  ی ش  رای  ط و پ  ردازی  م م  ی خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادلات از م  ت  ش  ک  ل

م  ع  ادلات از س  ی  س  ت  م ی  ک ص  ورت ب  ه (٣) ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه س  پ  س، ک  ن  ی  م. م  ی ف  راهم

در ک  ن  ی  م. م  ی م  ط  رح را (٣) س  ی  س  ت  م  ی هم  گ  رای  ی و ک  ن  ی  م م  ی س  ازی پ  ی  اده ف  ازی غ  ی  ر ت  ف  اض  ل  ی

ک  ن  ی  م. م  ی ف  راهم را (٣) س  ی  س  ت  م  ی هم  گ  رای  ی ک  اف  ی ش  رای  ط ش  ده، ی  اف  ت ن  ت  ی  ج اس  اس ب  ر و ادام  ه



١٧٨ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

و ف  ازی ح  س  اب از اول  ی  ه ت  ع  اری  ف ،٢ ب  خ  ش در اس  ت: ش  ده ت  ن  ظ  ی  م زی  ر ص  ورت ب  ه م  ق  ال  ه

های س  ی  س  ت  م از دن  ب  ال  ه ی  ک ،٣ ب  خ  ش در اس  ت. ش  ده آورده ض  روری ن  ت  ای  ج ب  رخ  ی و ن  م  ادها

ش  رای  ط و م  ط  رح ی  ک  دی  گ  ر، از م  س  ت  ق  ل دوم م  رت  ب  ه ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادلات از م  ت  ش  ک  ل م  ط  ل  وب خ  ط  ی

وج  ود ،۴ ب  خ  ش در اس  ت. ش  ده ف  راهم ، م  ات  ری  س  ی س  ت  ون  ی ن  رم اس  اس ب  ر آن، هم  گ  رای  ی ک  اف  ی

س  ی  س  ت  م  ی هم  گ  رای  ی ب  رای ک  اف  ی ش  رای  ط س  پ  س و گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد (٣) م  ع  ادل  ه ج  واب

ب  ه گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ن  های  ت در اس  ت. ش  ده ی  اف  ت ،٣ ب  خ  ش در ش  ده ی  اف  ت ن  ت  ای  ج اس  اس ب  ر آن

اس  ت. ش  ده داده ،۵ ب  خ  ش در ب  ی  ش  ت  ر، ت  ح  ق  ی  ق  ات ب  رای پ  ی  ش  ن  هادی م  وض  اع  ات ب  رخ  ی هم  راه

اول  ی  ه م  ف  اهی  م ٢

ک  ن  ی  م. م  ی م  ط  رح را ض  روری ن  ت  ای  ج ب  رخ  ی و ن  م  ادها اول  ی  ه، ت  ع  اری  ف ب  خ  ش، ای  ن در

ن  م  ای  ش ک  ه [u]α = [u−(α), u+(α)] ص  ورت ب  ه u ف  ازی ع  دد ی  ک [٩] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

آن: در و ش  ود م  ی داده ن  ش  ان ش  ود، م  ی ن  ام  ی  ده u α-ب  رش

در راس  ت پ  ی  وس  ت  ه و α ∈ (٠, ١] در چ  پ پ  ی  وس  ت  ه و ک  ران  دار ص  ع  ودی، u−(α) ت  اب  ع •

اس  ت. α = ٠

در راس  ت پ  ی  وس  ت  ه و α ∈ (٠, ١] در چ  پ پ  ی  وس  ت  ه و ک  ران  دار ن  زول  ی، u+(α) ت  اب  ع •

اس  ت. α = ٠

.u−(α) ≤ u+(α) داری  م: α ∈ [٠, ١] هر ب  رای •

آن، در ک  ه [u]α = {x ∈ R|µu(x) ≥ α} داری  م: α ∈ (٠, ١] ب  رای ت  ر، دق  ی  ق ط  ور ب  ه

و اس  ت u ف  ازی ع  دد در x ع  ض  وی  ت درج  ه µu(x)

[u]٠ = supp(u) = cl{x ∈ R|µu(x) > ٠}

م  ج  م  وع  ه Aاس  ت. م  ج  م  وع  ه ب  س  ت  ار cl(A) ای  ن  ج  ا، در ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده u گ  اه ت  ک  ی  ه ک  ه

ب  رای دهی  م. م  ی ن  ش  ان RF ن  م  اد ب  ا را R ح  ق  ی  ق  ی خ  ط روی ش  ده ت  ع  ری  ف ف  ازی اع  داد ت  م  ام



لاب  ی چ  ه م. ١٧٩

:[٩] داری  م ،λ ∈ R و u, v ∈ RF

[u+ v]α = [u−(α) + v−(α), u+(α) + v+(α)],

[λu]α =


[
λu−(α), λu+(α)

]
; λ ≥ ٠,[

λu+(α), λu−(α)
]
; λ < ٠,

[uv]α =
[
min

(
u−(α)v−(α), u−(α)v+(α), u+(α)v−(α), u+(α)v+(α)

)
,

max
(
u−(α)v−(α), u−(α)v+(α), u+(α)v−(α), u+(α)v+(α)

)]
.

w ∈ RF ف  ازی ع  دد اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را u, v ∈ RF ف  ازی ع  دد دو [٩] .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

س  ادگ  ی (ب  رای هاک  وهارا ت  ف  اض  ل w آن  گ  اه ،u = v + w ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود

ش  ود. م  ی داده ن  ش  ان u⊖ v ص  ورت ب  ه و ش  ود م  ی گ  ف  ت  ه v و u ع  دد دو (H-ت  ف  اض  ل

ش  د: خ  واهد آن های α-ب  رش آن  گ  اه ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود u⊖ v اگ  ر

[u⊖ v]α = [u−(α)− v−(α), u+(α)− v+(α)].

را [٠]α = {٠} های α-ب  رش ب  ا هم  راه ف  ازی ع  دد ک  ه u⊖ u = ٠ ن  وی  س  ی  م: م  ی هم  چ  ن  ی  ن،

م  ی پ  ی  ش  ن  هاد [١۴ ،١١ ،۶ ،۴ ،٣] م  راج  ع H-ت  ف  اض  ل خ  واص ب  رخ  ی ب  رای دهد. م  ی ن  م  ای  ش

ک  ن  ی  م.

ب  ه u, v ∈ RF ب  رای ک  ه اس  ت ف  ازی اع  داد م  ج  م  وع  ه در م  ع  روف م  ت  ر ی  ک هاس  دروف م  ت  ر

ش  ود: م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت

D(u, v) = sup
٠≤α≤١

max
{
|u−(α)− v−(α)|, |u+(α)− v+(α)|

}
.

م  ت  ر ای  ن اس  اس  ی خ  واص هم  چ  ن  ی  ن، .[٨] اس  ت ک  ام  ل م  ت  ری  ک ف  ض  ای ی  ک (RF , D) م  ج  م  وع  ه

اس  ت. م  ش  اهده ق  اب  ل [٨ ،۵] در

را آن و u−(α) > ٠, ∀α ∈ [٠, ١] هرگ  اه ن  ام  ی  م م  ی م  ث  ب  ت را u ف  ازی ع  دد .٢. ٣ ت  ع  ری  ف



١٨٠ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

ت  ق  ری  ب  ا” ف  ازی ع  دد را u ف  ازی ع  دد .u+(α) < ٠, ∀α ∈ [٠, ١] هرگ  اه ن  ام  ی  م م  ی م  ن  ف  ی

.u+(α) > ٠ و u−(α) < ٠ ب  اش  ی  م: داش  ت  ه α ∈ [٠, ١] ت  م  ام ب  رای هرگ  اه ن  ام  ی  م م  ی ص  ف  ر

R٠
F و R−

F ،R+
F ن  م  ادهای ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه را ص  ف  ر ت  ق  ری  ب  ا” و م  ن  ف  ی م  ث  ب  ت، ف  ازی اع  داد م  ج  م  وع  ه

دهی  م. م  ی ن  ش  ان

دوم م  رت  ب  ه ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادلات از خ  ط  ی س  ی  س  ت  م ی  ک هم  گ  رای  ی ٣

م  ورد ش  ون  د، م  ی م  ط  رح ب  ع  د ب  خ  ش در ک  ه (٣) م  ع  ادل  ه روی ن  ت  ای  ج ب  رای ب  خ  ش ای  ن ن  ت  ای  ج

در س  ادگ  ی، ب  رای م  ع  ادل  ن  د، ی  ک  دی  گ  ر ب  ا م  ات  ری  س  ی های ن  رم ک  ه آن  ج  ا از گ  ی  رن  د. م  ی ق  رار اس  ت  ف  اده

([١]) م  ات  ری  س  ی های ن  رم خ  واص چ  ن  ی  ن هم و زی  ر م  ات  ری  س  ی س  ت  ون  ی ن  رم از م  ا ب  خ  ش، ای  ن

ک  ن  ی  م: م  ی اس  ت  ف  اده

∥A∥∞ = max
١≤i≤n

n∑
j=١

|aij |,

اس  ت. n× n م  ات  ری  س ی  ک A = (aij) آن در ک  ه

م  ات  ری  س B = diag(b١١ b٢٢ · · · bnn) و A = diag(a١١ a٢٢ · · · ann) ک  ن  ی  د ف  رض

خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه n از م  ت  ش  ک  ل زی  ر س  ی  س  ت  م ک  ه، ط  وری ب  ه ب  اش  ن  د ق  ط  ری های

ب  اش  د:

xn+١ = Axn +Bxn−١ + y, n = ١, ٢, . . . (۴)

اول  ی  ه م  ق  ادی  ر و y = (y١ y٢ . . . yn)
t ب  ردار ای  ن  ج  ا، در

x٠ = (p١ p٢ . . . pn)
t, x١ = (q١ q٢ . . . qn)

t.

م  ج  هول ب  ردارهای k = ٢, ٣, · · · ب  رای xk = (xk١ xk٢ . . . xkn)
t ب  ردارهای و م  ع  ل  وم

هس  ت  ن  د.

م  ات  ری  س و ب  اش  ن  د م  ث  ب  ت A٢ + ۴B م  ات  ری  س اص  ل  ی ق  ط  ر های درای  ه هم  ه اگ  ر .٣. ١ ق  ض  ی  ه



لاب  ی چ  ه م. ١٨١

اس  ت: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای (۴) س  ی  س  ت  م آن  گ  اه ب  اش  د، ن  ام  ن  ف  رد I −A−B

(۵)

xn =
(A+ (A٢ + ۴B)

١
٢

٢

)n
x٠+

(A− (A٢ + ۴B)
١
٢

٢

)n
x١+(I−A−B)−١y.

ک  ن  ی  م: م  ی ت  ع  ری  ف اث  ب  ات.

C = diag(y١ y٢ . . . yn),

Dk = diag(xk١ xk٢ . . . xkn), k = ٢, ٣, . . .

اس  ت: زی  ر م  ات  ری  س  ی ک  ام  لا” س  ی  س  ت  م ب  ا م  ع  ادل (۴) س  ی  س  ت  م

Dn+١ = ADn +BDn−١ + C, n = ١, ٢, . . . , (۶)

اول  ی  ه: های م  ات  ری  س ب  ا هم  راه

D٠ = diag(p١ p٢ . . . pn), D١ = diag(q١ q٢ . . . qn).

ف  رض ب  ع  دی، ی  ک ح  ال  ت م  ش  اب  ه پ  س اس  ت م  س  ت  ق  ل م  ع  ادلات از م  ت  ش  ک  ل (۶) س  ی  س  ت  م چ  ون

پ  س: ب  اش  د، (۶) س  ی  س  ت  م هم  گ  ن ح  ال  ت ج  واب Un ک  ن  ی  م م  ی

Un+١ = AUn +BUn−١,

ک  ن  د: م  ی ای  ج  اب ب  س  ادگ  ی ک  ه

U٢ −AU −B = ٠.

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ب  ازن  وی  س  ی ق  اب  ل ت  س  اوی ای  ن

(A
٢
− U

)٢
=

١
۴
(A٢ + ۴B).



١٨٢ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

ق  ط  ری م  ات  ری  س  ی ن  ی  ز A٢ + ۴B م  ات  ری  س پ  س هس  ت  ن  د، ق  ط  ری های م  ات  ری  س B و A چ  ون

م  س  ت  ق  ل ج  واب دو اخ  ی  ر ت  س  اوی ل  ذا هس  ت  ن  د، م  ث  ب  ت آن های درای  ه ف  رض ط  ب  ق چ  ون و ب  وده

ک  ن  د: م  ی ف  راهم را زی  ر

U١ =
A+ (A٢ + ۴B)

١
٢

٢
, U٢ =

A− (A٢ + ۴B)
١
٢

٢
. (٧)

ب  ن  اب  رای  ن:

Un
١ C٠ + Un

٢ C١,

ت  وج  ه ب  ا C١ و C٠ های م  ات  ری  س آن، در ک  ه اس  ت، (۶) س  ی  س  ت  م هم  گ  ن ح  ال  ت ع  م  وم  ی ج  واب

ش  ون  د: م  ی ی  اف  ت زی  ر ص  ورت ب  ه ،D١ و D٠ اول  ی  ه های م  ات  ری  س ب  ه

C٠ = D٠ − C١,

C١ =
(
(A٢ + ۴B)

١
٢

)−١
(D١ − U١D٠).

آن  گ  اه ب  اش  د، (۶) هم  گ  ن غ  ی  ر س  ی  س  ت  م از خ  اص ج  واب ی  ک Û م  ات  ری  س چ  ن  ان  چ  ه ح  الا

س  ی  س  ت  م در دادن ق  رار ب  ا پ  س ب  ود. خ  واهد (۶) س  ی  س  ت  م ج  واب Un
١ C٠ +Un

٢ C١ + Û ع  ب  ارت

ش  ود: م  ی ن  ت  ی  ج  ه س  ادگ  ی ب  ه (۶)

Û = AÛ +BÛ + C,

ی  ع  ن  ی: ک  ه

Û = (I −A−B)−١C.

از: اس  ت ع  ب  ارت (۶) س  ی  س  ت  م ج  واب ت  رت  ی  ب، ای  ن ب  ه

Dn =
(A+ (A٢ + ۴B)

١
٢

٢

)n
C٠+

(A− (A٢ + ۴B)
١
٢

٢

)n
C١+(I−A−B)−١C,

□ دهد. م  ی ن  ش  ان را (۵) در ش  ده م  ع  رف  ی {xn} ب  ردار هم  ان ک  ه



لاب  ی چ  ه م. ١٨٣

ب  اش  ن  د: زی  ر ش  رای  ط در ص  ادق ق  ط  ری های م  ات  ری  س B و A ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢ ق  ض  ی  ه

هس  ت  ن  د. ن  ام  ن  ف  رد I −A−B و A های م  ات  ری  س (i)

هس  ت  ن  د. م  ث  ب  ت I + ۴(A−١)٢B م  ات  ری  س ق  ط  ری های درای  ه هم  ه (ii)

.٠ < ∥I + ۴(A−١)٢B∥∞ < ١ و ∥A∥∞ ≤ ١ (iii)

F (x) = (A+B)x+y ت  اب  ع ث  اب  ت ن  ق  ط  ه ب  ه (۵) در ش  ده داده {xn} دن  ب  ال  ه ص  ورت، ای  ن در

هم  گ  راس  ت.

،F (x٠) = x٠ پ  س: ب  اش  د، F ث  اب  ت ن  ق  ط  ه x٠ ب  ردار اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  م م  ی ت  وج  ه اب  ت  دا، اث  ب  ات.

م  ات  ری  س (i) ف  رض ط  ب  ق چ  ون .(I − A − B)x٠ = y ک  ن  د م  ی ای  ج  اب ب  س  ادگ  ی ک  ه

ی  ک  ت  ای ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دارای x٠ = (I −A−B)−١y ب  ردار پ  س اس  ت ن  ام  ن  ف  رد I −A−B

در ش  ده داده ،U٢ و U١ های م  ات  ری  س ک  ن  ی  م ث  اب  ت اس  ت ک  اف  ی ،(۵) ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. F

ی  ع  ن  ی: هس  ت  ن  د. هم  گ  را ،(٧)

lim
n→+∞

Un
i = o, i = ١, ٢.

A چ  ون .B = diag(b١١ b٢٢ . . . bnn) و A = diag(a١١ a٢٢ . . . ann) ک  ن  ی  د ف  رض

I + ۴(A−١)٢B م  ات  ری  س ل  ذا و A−١ = diag( ١
a١١

١
a٢٢

. . . ١
ann

) پ  س: اس  ت ن  ام  ن  ف  رد

هس  ت  ن  د. م  ث  ب  ت (ii) ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه اس  ت،
(

١ + ۴ bii
a٢
ii

)
ق  ط  ری های درای  ه ب  ا ق  ط  ری ن  ی  ز

ن  وش  ت: ت  وان م  ی ل  ذا

I + ۴(A−١)٢B =
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢

(
١ + ۴ bii

a٢
ii

) ١
٢ ق  ط  ری های درای  ه ب  ا ق  ط  ری م  ات  ری  س  ی

(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ آن، در ک  ه



١٨۴ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

داری  م: اس  ت.

∥(I + ۴(A−١)٢B)
١
٢ ∥∞ = max

١≤i≤n

(
١ + ۴

bii

a٢
ii

) ١
٢

=
(
max

١≤i≤n

(
١ + ۴

bii

a٢
ii

)) ١
٢

= ∥I + ۴(A−١)٢B∥
١
٢
∞.

داری  م: را زی  ر ن  ام  س  اوی  های ،(iii) ف  رض ط  ب  ق پ  س

٠ < ∥(I + ۴(A−١)٢B)
١
٢ ∥∞ < ١.

داری  م: ف  وق ن  ام  س  اوی از و اس  ت ∥A∥∞ > ٠ پ  س ن  ام  ن  ف  رد و ق  ط  ری A چ  ون

∥A∥∞∥I + ۴(A−١)٢B∥∞ < ∥A∥∞.

دهد: م  ی ن  ت  ی  ج  ه م  ات  ری  س  ی، ن  رم خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ام  س  اوی، ای  ن

∥A(I + ۴(A−١)٢B)
١
٢ ∥∞ < ∥A∥∞,

ی  ع  ن  ی: ک  ه

∥(A٢ + ۴B)
١
٢ ∥∞ < ∥A∥∞. (٨)

آوری  م: م  ی دس  ت ب  ه ن  ام  س  اوی، ای  ن ک  م  ک ب  ه اک  ن  ون

∥Ui∥∞ ≤ ١
٢
(
∥A∥∞ + ∥(A٢ + ۴B)

١
٢ ∥∞

)
< ∥A∥∞, i = ١, ٢.

گ  ی  ری  م: م  ی ن  ت  ی  ج  ه ∥A∥∞ ≤ ١ ،(iii) ف  رض ط  ب  ق چ  ون

∥Ui∥∞ < ١, i = ١, ٢.



لاب  ی چ  ه م. ١٨۵

گ  ی  ری  م: م  ی ن  ت  ی  ج  ه (iii) ف  رض و (٨) ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا دی  گ  ر، ط  رف  ی از

∥Ui∥∞ ≥ ∥U٢∥∞ ≥ ١
٢
(
∥A∥∞ − ∥(A٢ + ۴B)

١
٢ ∥∞

)
> ٠, i = ١, ٢.

ت  رت  ی  ب: ای  ن ب  ه

٠ < ∥Ui∥∞ < ١, i = ١, ٢.

ن  ت  ی  ج  ه: در

lim
n→+∞

∥Ui∥n∞ = ٠, i = ١, ٢.

ک  ه اس  ت ی  ع  ن  ی ای  ن ب  ه Uiها، ب  ودن ق  ط  ری ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  س  اوی، ای  ن

lim
n→+∞

∥Un
i ∥∞ = ٠, i = ١, ٢,

دهد: م  ی ن  ت  ی  ج  ه ن  رم ت  اب  ع پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا هم ای  ن و

lim
n→+∞

Un
i = o, i = ١, ٢.

□

داری  م. زی  ر ل  م ب  ه ن  ی  از م  ا ب  ع  دی ن  ت  ی  ج  ه ب  ی  ان ب  رای

آن  گ  اه ،∥A∥∞ > ١ و ب  اش  د ق  ط  ری م  ات  ری  س ی  ک A اگ  ر .٣. ٣ ل  م

∥I +A∥∞ > ٢ ی  ا ∥I −A∥∞ > ٢.

و A = diag(a١١ a٢٢ . . . ann) ک  ن  ی  د: ف  رض اث  ب  ات.

∥A∥∞ = |akk| = max
١≤i≤n

|aii|.



١٨۶ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

دهد: م  ی ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ∥A∥∞ = akk > ١ داری  م ف  رض ط  ب  ق ،akk > ٠ اگ  ر

∥I +A∥∞ = max
١≤i≤n

|١ + aii| ≥ ١ + akk > ٢,

دهد: م  ی ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ∥A∥∞ = −akk > ١ داری  م ف  رض ط  ب  ق ،akk < ٠ اگ  ر و

∥I −A∥∞ = max
١≤i≤n

|١ − aii| ≥ ١ − akk > ٢.

□

داش  ت  ه و ب  اش  د ن  ام  ن  ف  رد A اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را B و A ق  ط  ری های م  ات  ری  س .۴ .٣ ق  ض  ی  ه

واگ  راس  ت. (۴) ت  ک  راری دن  ب  ال  ه آن  گ  اه ∥I + ۴(A−١)٢B∥∞ > ١ و ∥A−١∥∞ ≤ ١ ب  اش  ی  م

دان  ی  م: م  ی ،٣. ٢ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات از اث  ب  ات.

∥
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ ∥∞ = ∥I + ۴(A−١)٢B∥

١
٢
∞.

از ی  ک  ی ح  داق  ل ٣٫٣ ل  م از ل  ذا .∥
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ ∥∞ > ١ داری  م: ف  رض، ط  ب  ق پ  س

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر های ن  ام  س  اوی

∥I +
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ ∥∞ > ٢ (٩)

ی  ا

∥I −
(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ ∥∞ > ٢. (١٠)

م  ی دس  ت ب  ه ن  ام  س  اوی، ای  ن ک  م  ک ب  ه ب  اش  د. ب  رق  رار (٩) ن  ام  س  اوی ک  ن  ی  م ف  رض دهی  د اج  ازه



لاب  ی چ  ه م. ١٨٧

آوری  م:

∥A−١∥∞∥U١∥∞ =
١
٢
∥A−١∥∞∥A+ (A٢ + ۴B)

١
٢ ∥∞

≥ ١
٢
∥A−١(A+ (A٢ + ۴B)

١
٢
)
∥∞

=
١
٢
∥I +

(
I + ۴(A−١)٢B

) ١
٢ ∥∞

> ١.

گ  ی  ری  م: م  ی ن  ت  ی  ج  ه ∥A−١∥∞ ≤ ١ ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن،

ب  ا م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه واگ  راس  ت. U١ م  ات  ری  س ن  ت  ی  ج  ه در .∥U١∥∞ > ١

□ واگ  راس  ت. U٢ م  ات  ری  س ش  ود م  ی ن  ت  ی  ج  ه (١٠) ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده

ک  ه ک  ن  د م  ی ای  ج  اب ،۴ .٣ ق  ض  ی  ه در ∥A−١∥∞ ≤ ١ ش  رط ک  ه اس  ت ذک  ر ق  اب  ل .۵ .٣ م  لاح  ظ  ه

دان  ی  م: م  ی ک  ه چ  را .∥A∥∞ ≥ ١

∥A∥∞∥A−١∥∞ ≥ ∥AA−١∥∞ = ∥I∥∞ = ١.

س  ی  س  ت  م ص  ورت ب  ه را (٢) ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه ،[٧] م  ق  ال  ه در ن  وی  س  ن  دگ  ان .۶ .٣ م  لاح  ظ  ه

ان  د: ن  م  وده ت  ب  دی  ل زی  ر ب  رداری

zn+١ = zn −Dzn−١ + y, (١١)

اس  ت: زی  ر ق  ط  ری م  ات  ری  س D آن، در ک  ه

D =

√
a+(α)b+(α)a−(α)b−(α) ٠

٠ −
√
a+(α)b+(α)a−(α)b−(α)

 .

و A = I آن، در ک  ه اس  ت (۴) س  ی  س  ت  م از ن  م  ون  ه ی  ک (١١) س  ی  س  ت  م ک  ه ش  ود م  ی م  لاح  ظ  ه



١٨٨ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

و ∥A−١∥∞ = ∥I∥∞ = ١ داری  م: م  ا پ  س، .B = −D

∥I + ۴(A−١)٢B∥∞ = ∥I − ۴D∥∞

= max
{
|١ − ۴

√
a+(α)b+(α)a−(α)b−(α)|,

|١ + ۴
√
a+(α)b+(α)a−(α)b−(α)|

}
= ١ + ۴

√
a+(α)b+(α)a−(α)b−(α)

> ١.

[٧] در ش  ده ی  اف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ا ک  ه واگ  راس  ت، (١١) س  ی  س  ت  م ،۴ .٣ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن،

دارد. م  ط  اب  ق  ت

اک  س  ی  د دی س  ط  ح ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه س  ی  س  ت  م  ی هم  گ  رای  ی ۴

خ  ون ک  رب  ن

ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح م  ی  زان ب  ه م  رب  وط ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه ت  ح  ل  ی  ل ب  ه ب  خ  ش، ای  ن در

پ  ردازی  م: م  ی ش  ده، گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در زی  ر ش  ک  ل ب  ه ک  ه خ  ون در م  وج  ود

cn+١ =
(
cn +m

)
⊖ abcn−١, (١٢)

ب  ر ف  رض هم  چ  ن  ی  ن، ب  اش  ن  د. م  ی م  ع  ل  وم c١ و c٠ اول  ی  ه م  ق  ادی  ر و a, b,m ∈ R+
F آن، در ک  ه

و supp(a) ⊂ (٠, ١) ک  ه: م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه هس  ت  ن  د. ک  وچ  ک  ی ف  ازی اع  داد b و a ک  ه اس  ت ای  ن

.supp(b) ⊂ (٠, ١)

و a ض  رای  ب و m ع  دد ،c١ و c٠ اول  ی  ه م  ق  ادی  ر ب  ه (١٢) م  ع  ادل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ک  ل  ی، ح  ال  ت در

در دارد. ب  س  ت  گ  ی ب  اش  ن  د)، ح  ق  ی  ق  ی غ  ی  ر ف  ازی اع  داد ض  رای  ب ای  ن ک  ه زم  ان  ی (ب  خ  ص  وص b

هر در (١٢) در H-ت  ف  اض  ل ک  ه ط  ل  ب  د م  ی را ض  رورت ای  ن ،(١٢) م  ع  ادل  ه ج  واب وج  ود واق  ع،

داده ای ب  گ  ون  ه c١ و c٠ ف  ازی اول  ی  ه م  ق  ادی  ر ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض اگ  ر ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود nام چ  رخ  ه

اع  داد دن  ب  ال  ه آن  گ  اه دارد، وج  ود (١٢) در H-ت  ف  اض  ل ،n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد هر ب  رای ک  ه ان  د ش  ده



لاب  ی چ  ه م. ١٨٩

در ح  ت  ی ک  ه دهد م  ی ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال ب  ود. خ  واهد (١٢) ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه ج  واب {cn} ف  ازی

ش  وی  م. م  ت  وق  ف اول ت  ک  رار هم  ان در اس  ت م  م  ک  ن ب  اش  ن  د، ح  ق  ی  ق  ی اع  داد b و a ک  ه ش  رای  ط  ی

c٠, c١,m ∈ R+
F ف  ازی اع  داد و a = b = ١√

١٠ ب  ا هم  راه (١٢) ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه .١ .۴ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر، های α-ب  رش ب  ا ش  ده داده

[c٠]
α = [٢ + ٣٠α, ۴٠ − ٨α],

[c١]
α = [٢ + α, ۶ − ٣α],

[m]α = [١ + α, ٣ − α].

داری  م: م  ا

cn+١ = (cn +m)⊖ ١
١٠

cn−١.

ش  ود: م  ی ن  ت  ی  ج  ه س  ادگ  ی ب  ه

[c٢]
α =

(
[c١ +m]α

)
⊖ ١

١٠
[c٠]

α = [
١۴
۵

− α, ۵ − ١۶
۵
α],

ک  ن  د. ن  م  ی ت  ع  ری  ف را ف  ازی ع  دد ی  ک α-ب  رش وض  وح، ب  ه ک  ه

ک  ن  ی  د: ف  رض ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در (١٢) م  س  ئ  ل  ه

[a]α = [a−(α), a+(α)], [b]α = [b−(α), b+(α)],

[m]α = [m−(α),m+(α)], [cn]
α = [c−n (α), c

+
n (α)], ∀α ∈ [٠, ١].

س  ی  س  ت  م در ف  وق های α-ب  رش ن  م  ای  ش در پ  ای  ی  ن و ب  الا ت  واب  ع ک  ه دی  د ت  وان م  ی س  ادگ  ی ب  ه

ک  ن  ن  د: م  ی ص  دق زی  ر ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادلات

 c−n+١(α) = c−n (α)− a−(α)b−(α)c−n−١(α) +m−(α),

c+n+١(α) = c+n (α)− a+(α)b+(α)c+n−١(α) +m+(α).
(١٣)



١٩٠ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

m(α) = ،cn(α) =
(
c−n (α), c

+
n (α)

)t ب  ردارهای ت  ع  ری  ف ب  ا (١٣) س  ی  س  ت  م

م  ات  ری  س و
(
m−(α),m+(α)

)t
B(α) =

−a−(α)b−(α) ٠

٠ −a+(α)b+(α)


اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ب  ی  ان ق  اب  ل

cn+١(α) = cn(α) +B(α)cn−١(α) +m(α). (١۴)

هم  گ  را u ف  ازی ع  دد ب  ه س  ی  س  ت  م  ی ب  ط  ور (١٢) ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه گ  وی  ی  م م  ی .٢ .۴ ت  ع  ری  ف

ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د u(α) =
(
u−(α), u+(α)

)t ب  ردار ب  ه هم  گ  را (١۴) س  ی  س  ت  م هرگ  اه اس  ت

ی  ع  ن  ی ک  ن  ن  د. ت  ع  ری  ف را u α-ب  رش ب  الای و پ  ای  ی  ن های واح  د ت  رت  ی  ب ب  ه u+(α) و u−(α)

ک  ن  ن  د. ص  دق (٢. ١) ت  ع  ری  ف ش  رای  ط در

های α-ب  رش ب  ا هم  را a, b,m ∈ R+
F اع  داد ک  ن  ی  د ف  رض .٣ .۴ ق  ض  ی  ه

[a]α = [a−(α), a+(α)], [b]α = [b−(α), b+(α)], [m]α = [m−(α),m+(α)],

ک  ن  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در

supp(ab) ⊂ (٠, ١
۴), (i)

ع  دد ی  ک های α-ب  رش ک  ن  د م  ی ت  ع  ری  ف [m∗]α =
[

m−(α)
a−(α)b−(α)

, m+(α)
a+(α)b+(α)

]
(ii)

.m∗ ف  ازی

ب  ه س  ی  س  ت  م  ی ب  ط  ور c١ و c٠ ف  ازی اول  ی  ه م  ق  دار دو هر ب  ا (١٢) ت  ف  اض  ل  ی دن  ب  ال  ه ص  ورت، ای  ن در

هم  گ  راس  ت. m∗ ع  دد

ب  ه ای ت  واب  ع a+(α)b+(α) و a−(α)b−(α) ت  واب  ع چ  ون ک  ن  ی  م م  ی ت  وج  ه اب  ت  دا اث  ب  ات.

ک  ه: ک  ن  د م  ی ای  ج  اب (i) ش  رط هس  ت  ن  د، [٠, ١] روی ن  زول  ی و ص  ع  ودی ت  رت  ی  ب

٠ < a−(α)b−(α) ≤ a+(α)b+(α) <
١
۴
, ∀α ∈ [٠, ١]. (١۵)
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ی  ک س  ی  س  ت  م ای  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (١۴) س  ی  س  ت  م و ب  اش  د ث  اب  ت ام  ا دل  خ  واه α ک  ن  ی  د ف  رض

و A = I آن در ک  ه اس  ت (۴) ع  م  وم  ی س  ی  س  ت  م از ن  م  ون  ه

B(α) = diag
(
− a−(α)b−(α) − a+(α)b+(α)

)
.

ش  ود: م  ی ن  ت  ی  ج  ه (١۵) از ب  س  ادگ  ی چ  ون و ∥A∥∞ = ١ پ  س:

٠ < ١ − ۴a+(α)b+(α) ≤ ١ − ۴a−(α)b١(α) < ١,

داری  م: ل  ذا

∥I + ۴(A−١)٢B∥∞ = ∥I + ۴B(α)∥∞

= max{|١ − ۴a−(α)b−(α)|, |١ − ۴a+(α)b+(α)|}

< ١.

و هم  گ  راس  ت (١۴) س  ی  س  ت  م ن  ت  ی  ج  ه در هس  ت  ن  د. ب  رق  رار ٣. ٢ ق  ض  ی  ه ش  رای  ط هم  ه ب  ن  اب  رای  ن،

آی  د: م  ی دس  ت ب  ه هم  گ  رای  ی ن  ق  ط  ه

(I −A−B)−١m = (−B(α))−١m(α) =

 m−(α)
a−(α)b−(α)

m+(α)
a+(α)b+(α)

 .

و پ  ای  ی  ن های واح  د ب  ردار ای  ن های م  ول  ف  ه ،(ii) ف  رض ط  ب  ق چ  ون ن  های  ت، در

دن  ب  ال  ه ،٢ .۴ ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ل  ذا، دهن  د، م  ی ت  ش  ک  ی  ل را m∗ ف  ازی ع  دد ب  الای

□ هم  گ  راس  ت. m∗ ب  ه س  ی  س  ت  م  ی ب  ط  ور (١٢)

آن: در ک  ه ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را (١٢) ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه .۴ .۴ م  ث  ال

[a]α =
١
۶
[١ + α, ٣ − α],



١٩٢ هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس ب  ر خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

[b]α =
١
٨
[١ + α, ٣ − α],

[m]α = [(١ + α)۴, (٣ − α)۴],

و a, b,m ∈ R+
F ای  ن  ج  ا، در .α ∈ [٠, ١] ت  م  ام ب  رای

[ab]α =
١

۴٨
[(١ + α)٢, (٣ − α)٢], ∀α ∈ [٠, ١].

داری  م:

supp(ab) =
١

۴٨
[١, ٩] ⊂ (٠,

١
۴
).

هم  چ  ن  ی  ن:

[m∗]α = ۴١)]٨ + α)٢, (٣ − α)٢],

ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف ف  ازی ع  دد ی  ک های α-ب  رش ع  ن  وان ب  ه روش  ن  ی ب  ه ک  ه

m∗ ع  دد ب  ه س  ی  س  ت  م  ی ب  ط  ور c١ و c٠ اول  ی  ه م  ق  دار دو هر ب  ا {cn} دن  ب  ال  ه ٣ .۴ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق

هم  گ  راس  ت.

پ  ی  ش  ن  هادات و گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

ب  ر ک  ه خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح م  ی  زان ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه م  ط  ال  ع  ه هدف ب  ا م  ق  ال  ه، ای  ن در

م  ورد ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادلات از خ  ط  ی س  ی  س  ت  م ی  ک اب  ت  دا ش  ده، ط  راح  ی هاک  وهارا ت  ف  اض  ل اس  اس

ب  رای ک  اف  ی ش  رای  ط اس  ت. ش  ده ی  اف  ت آن هم  گ  رای  ی ن  ت  ای  ج و گ  رف  ت  ه ق  رار ت  ح  ل  ی  ل و م  ط  ال  ع  ه

اک  س  ی  د دی س  ط  ح ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه ش  ده)، ن  ام  ی  ده س  ی  س  ت  م  ی هم  گ  رای  ی ک  ه م  ع  ن  ای  ی (در هم  گ  رای  ی

اس  ت. ش  ده ی  اف  ت خ  ون، ک  رب  ن

ف  ازی ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه هم  گ  رای  ی ب  ررس  ی م  ا ب  ی  ش  ت  ر ت  ح  ق  ی  ق  ات ب  رای

cn+١ = (cn +m)⊖ abcn−١,

م  ط  ال  ع  ه چ  ن  ی  ن، هم ک  ن  ی  م. م  ی پ  ی  ش  ن  هاد را هس  ت  ن  د، م  ث  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی اع  داد b و a آن در ک  ه



لاب  ی چ  ه م. ١٩٣

دی  گ  ر، ع  ب  ارت  ی ب  ه ش  ود. م  ی پ  ی  ش  ن  هاد ب  اش  ن  د، واب  س  ت  ه n چ  رخ  ه ب  ه ض  رای  ب ک  ه ح  ال  ت  ی در م  س  ئ  ل  ه

ش  ود: گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در زی  ر ت  ر ک  ل  ی ص  ورت ب  ه خ  ون ک  رب  ن اک  س  ی  د دی س  ط  ح ت  ف  اض  ل  ی م  ع  ادل  ه

cn+١ = (cn +m)⊖ anbncn−١.
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