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٢۴۶ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

م  ق  دم  ه ١

ت  اب  ع ی  ک ی  اف  ت  ن ب  ازه ای، ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ت  ح  ت دوم درج  ه خ  ط  ی ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه از م  ق  ص  ود

خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ق  ی  ود ک  ردن ب  رآورده ش  رط ب  ه را م  س  ئ  ل  ه دوم درج  ه هدف ت  اب  ع ک  ه اس  ت ک  ن  ت  رل  ی

اس  ت: زی  ر ک  ل  ی ف  رم ب  ه خ  ط  ی س  ی  س  ت  م ب  ا دوم درج  ه ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ی  ک ک  ن  د. ب  هی  ن  ه ب  ازه ای،

(١)
min J±(x±, u±, t) = ١

٢x
±T

(tf )F
±x±(tf ) +

١
٢
∫ tf
t٠

[
x±

T
(t)Q±(t)x±(t)

+u±
T
(t)R±(t)u±(t)

]
dt,

دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م ک  ه ط  وری ب  ه

x
′±(t) = A±x±(t) +B±(t)u±, t٠ ≤ t ≤ tf . (٢)

ک  ن  د: ص  دق زی  ر اول  ی  ه ش  رای  ط در

x± (t٠) = x٠
±, x± (tf ) = x±f , (٣)

م  ج  م  وع  های K و هس  ت  ن  د پ  ی  وس  ت  ه و ب  ازهای ت  واب  ع  ی A±, B±, F±, R±, Q± ∈ K آن در ک  ه

و م  ت  ق  ارن F±(t) و Q±(t) م  ات  ری  سهای اس  ت. R از ت  هی غ  ی  ر ف  ش  رده ب  ازههای ت  م  ام از

A± هم  چ  ن  ی  ن، م  یب  اش  ن  د. م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک R±(t) و م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه

u±(t) و ح  ال  ت م  ت  غ  ی  ر x±(t) م  ی ش  ون  د، ف  رض ث  اب  ت ب  ازهای م  ق  ادی  ر ب  ا م  ات  ری  سهای B± و

م  یب  اش  ن  د. ب  ازه ای ن  وع از م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ت  رل م  ت  غ  ی  ر

از ب  س  ی  اری ت  وج  ه ب  ازهای، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات و ب  ازهای م  ح  اس  ب  ات اخ  ی  ر، دهههای در

ق  اب  ل زی  ادی ف  ی  زی  ک  ی س  ی  س  ت  م های واق  ع  ی، دن  ی  ای در اس  ت. ک  رده ج  ل  ب خ  ود ب  ه را م  ح  ق  ق  ان

ب  ر رف  ت  ارش  ان دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه م  ی دهن  د. ن  ش  ان را ب  ازه ای دی  ن  ام  ی  ک ک  ه هس  ت  ن  د م  ش  اهده

از اس  ت  ف  اده ب  ا ف  ی  زی  ک  ی پ  دی  ده های ای  ن م  ی ش  ود. ک  ن  ت  رل ب  ازه ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات اس  اس

ق  اب  ل م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه ن  س  ب  ت ب  هت  ری ق  اب  ل  ی  ت ب  ا ب  ازه ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

دهه های در ب  ازهای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات و ب  ازهای م  ح  اس  ب  ات هس  ت  ن  د. م  دل س  ازی و ت  وص  ی  ف
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م  ط  ال  ع  ه و اس  ت ش  ده دی  ده [١۶ ،١۵ ،٩ ،٧] م  هن  دس  ی و ع  ل  وم م  خ  ت  ل  ف زم  ی  ن  ه های در اخ  ی  ر

رف  ع ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت، ش  ده ت  ب  دی  ل پ  ژوهش  گ  ران ب  رای ج  ذاب  ی م  وض  وع ب  ه آن ها روی

پ  ی  ش  ن  هاد را ی  اف  ت  ه ای ت  ع  م  ی  م ع  م  ل  گ  رهای ب  ازه ای، م  ح  اس  ب  ات در ش  ده ای  ج  اد م  ش  ک  لات از ب  رخ  ی

واب  س  ت  گ  ی ع  ن  وان ت  ح  ت اض  اف  ی ب  ازه ع  رض ی  ک ب  ازه ای ح  س  اب  ان در م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه داده ان  د.

.[١٩] دادهان  د پ  ی  ش  ن  هاد را هوک  وهارا١ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی ت  ف  اض  لات آن ب  ر غ  ل  ب  ه ب  رای ک  ه م  ی دهد رخ

ج  واب ب  ودن ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر و وج  ود ،[٢٠] در اس  ت  ف  ان  ی  ن  ی٣ و [٢٣] در هم  ک  اران  ش٢ و وان  گ

و وان  گ ک  ردن  د. ب  ررس  ی را هوک  وهارا ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  ف  اض  ل ح  ض  ور در ب  ازهای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

اول م  رت  ب  ه ب  ازهای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ک  لاس ی  ک های ج  واب ت  ع  داد [٢٢] در هم  ک  اران  ش

در پ  ای  داری ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ک  ه زدن  د، ت  خ  م  ی  ن هوک  وهارا ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  ف  اض  ل ت  ح  ت را

م  ی دهد. ن  ش  ان را ک  ن  ت  رل و پ  ی  ش ب  ی  ن  ی م  س  ائ  ل دش  واری هم  چ  ن  ی  ن و زم  ی  ن  ه، ای  ن

م  دلس  ازی در آن  ها ک  ارب  رد دل  ی  ل ب  ه ب  ازهای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل اخ  ی  ر، س  ال های در

ک  رده پ  ی  دا م  ح  ق  ق  ان ب  ی  ن در زی  ادی م  ح  ب  وب  ی  ت و اهم  ی  ت واق  ع  ی، دن  ی  ای پ  دی  دههای از ب  س  ی  اری

ع  دم ت  ح  ت ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ج  واب وج  ود ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رای  ط ی  اف  ت  ن .[٧ اس  ت[٢،

.[١۵ ،۶] اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ب  س  ی  ار ت  اک  ن  ون ک  ه اس  ت م  ب  اح  ث  ی ج  م  ل  ه از ق  ط  ع  ی  ت،

ج  م  ل  ه از ب  ازهای، هام  ی  ل  ت  ون  ی ت  اب  ع ت  ح  دب ف  رض ت  ح  ت ب  ازهای پ  ون  ت  ری  اگ  ی  ن۴ ب  ی  ش  ی  ن  ه اص  ل

در رم  ض  ان  ی و رزم  ج  و .[١۴] اس  ت ش  ده م  ع  رف  ی م  س  ائ  ل ای  ن ح  ل ب  رای ک  ه اس  ت ش  رای  ط  ی

در ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای را ۵ ک  وت  ا ران  گ روش  از ج  دی  دی ب  ازه ای ن  س  خ  ه [١٨]

ن  ج  اری  ان و [٨] ف  رهادین  ی  ا هم  چ  ن  ی  ن ک  ردن  د. پ  ی  ش  ن  هاد ب  ازه ای م  ق  ادی  ر دارای پ  ارام  ت  رهای ح  ض  ور

ی  ک ب  ه م  ت  غ  ی  رها، از α ت  راز- س  ط  ح گ  رف  ت  ن ط  ری  ق از را ف  ازی ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل [١٧]

ب  ی  ش  ی  ن  ه اص  ل از [٢۴] در هم  ک  اران  ش و زراع  ی ک  ردهان  د. ت  ب  دی  ل ب  ازهای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه

ف  ازی م  رزی م  ق  دار م  س  ئ  ل  ه ی  ک ق  ال  ب در لازم ب  هی  ن  ه ش  رای  ط آوردن دس  ت ب  ه ب  رای پ  ون  ت  ری  اگ  ی  ن

ب  ه ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ت  ح  ت ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ح  ل روش  ها، ای  ن اک  ث  ر در ام  ا ان  د. ک  رده اس  ت  ف  اده

ب  ه را م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت ای  ن روش ها ای  ن ع  م  ده اش  ک  ال م  ی ش  ود. م  ن  ج  ر ق  ط  ع  ی م  س  ئ  ل  ه زی  ر دو ح  ل

پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های ک  ه م  ی ک  ن  ن  د ح  ل را م  دل های  ی زی  ر و ن  م  ی ک  ن  ن  د ح  ل ب  ازه ای ص  ورت

1Generalized Hukuhara differences
2Wang
3Stefanini
4 Interval Pontryagin’s maximum principle
5Runge-Kutta



٢۴٨ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

آی  د. ن  م  ی ب  دس  ت ق  ط  ع  ی  ت ب  ا ب  ازه ک  ل ن  گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در دل  ی  ل ب  ه ب  هی  ن  ه ج  واب

در آن ج  ذاب ک  ارب  ردهای دل  ی  ل ب  ه پ  وی  ا ب  رن  ام  ه ری  زی روش های از اس  ت  ف  اده اخ  ی  ر، دهه در

روش  ی م  ح  ق  ق  ان اس  ت. داش  ت  ه ت  ص  اع  دی رش  د ق  ط  ع  ی  ت، ع  دم ت  ح  ت ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل

ب  ه ک  ه ک  ردن  د پ  ی  دا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب چ  ارچ  وب در ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ن  ظ  ام م  ن  د

ب  هی  ن  ه ش  رای  ط م  ع  ادل  ه ای  ن ج  وابهای .[١٣] ش  د م  ع  روف ۶ هم  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن م  ع  ادل  ه

از ب  س  ی  اری ت  وس  ط روی  ک  رد ای  ن م  یک  ن  د. ت  ض  م  ی  ن ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای را ک  اف  ی و لازم

هزی  ن  ه ب  ا روش ها ای  ن هم  ه م  ت  أس  ف  ان  ه، .[١٣ ،١٢ ،١١ ،۵ ،۴ ،٣] ی  اف  ت ت  وس  ع  ه م  ح  ق  ق  ی  ن

اج  رای س  اده س  ازی ب  رای ج  دی  دی اس  ت  رات  ژی های و م  ی ش  ون  د م  ش  خ  ص ب  الای  ی ب  س  ی  ار م  ح  اس  ب  ات  ی

اس  ت. ن  ی  از م  ورد آن ها ن  رم اف  زاری

از ک  ه ک  ن  ی  م ب  ی  ان (٣)-(١) م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای ج  دی  د روش ی  ک م  ی خ  واهی  م م  ق  ال  ه ای  ن در

ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ح  ل در ب  الای  ی ان  ع  ط  اف پ  ذی  ری ک  ه پ  وی  ا ب  رن  ام  ه ری  زی در م  وج  ود روش های

ی  اف  ت  ن ب  رای ج  دی  دی روش ت  رت  ی  ب، ای  ن ب  ه م  ی ک  ن  د. اس  ت  ف  اده دارن  د، ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ت  ح  ت

ای  ن ب  رای ک  رد. خ  واهی  م ارائ  ه ب  ازه ای دوم درج  ه خ  ط  ی ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب های

ب  ازهای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ب  رای هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن ب  هی  ن  گ  ی ش  رای  ط اب  ت  دا م  ن  ظ  ور،

دی  ف  ران  س  ی  ل ن  ام  ع  ادلات از ش  م  ول  ی دس  ت  گ  اه ی  ک ب  ه ت  وس  ی  ع ای  ن م  یش  ود. داده ت  وس  ی  ع (٣)-(١)

ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ج  واب آن، ح  ل ب  ا ک  ه ش  د خ  واهد م  ن  ج  ر ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات ع  ن  وان ت  ح  ت ب  ازه ای

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ب  ازه ای ب  هی  ن  ه

ب  ی  ان ٢ ب  خ  ش در هوک  وهارا ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  ف  اض  ل و ب  ازهای ح  س  اب از م  ق  دم  ات  ی ادام  ه، در

ش  ده ف  رم  ولب  ن  دی ٣ ب  خ  ش در ب  ازهای هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن ن  ام  ع  ادلات اس  ت. ش  ده

ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ق  ان  ون ی  اف  ت  ن ب  رای ب  ازهای ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات اس  ت  خ  راج ج  هت آن از و اس  ت

ج  هت ع  ددی م  ث  ال چ  ن  د اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده دوب  ازهای درج  ه خ  ط  ی ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  س  ئ  ل  ه ب  رای

در و اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ۴ ب  خ  ش در ش  ده، ارائ  ه روش ک  ارآم  دی ب  ر گ  ذاری ص  ح  ه

اس  ت. ش  ده ارائ  ه ۵ ب  خ  ش در ن  ت  ی  ج  هگ  ی  ری ن  های  ت،

6Hamilton-Jacobi-Bellman
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پ  ی  شن  ی  ازها ٢

اگ  ر ب  اش  د. K = {[a−, a+]|a−, a+ ∈ R, a− ≤ a+} ک  ن  ی  د ف  رض [١٠] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ص  ورت ب  ه ب  ازهای ح  س  اب اص  ل  ی ع  م  ل  گ  ر چ  هار آن  گ  اه ،b± = [b−, b+] و a± = [a−, a+]

م  یش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر

a± + b± = [a−, a+] + [b−, b+] = [a− + b−, a+ + b+],

λa± = λ[a−, a+] =


[λa−, λa+] if λ > ٠,

[٠, ٠] if λ = ٠,

[λa+, λa−] if λ < ٠.

[a−, a+].[b−, b+] = [min{a−b−, a+b−, a−b+, a+b+},

max{a−b−, a+b−, a−b+, a+b+}].

١
b±

= [
١
b+

,
١
b−

], ٠ ̸∈ [b−, b+].

[a−, a+]

[b−, b+]
= [a−, a+].

١
[b−, b+]

.

م  یدهی  م. ن  ش  ان w(a±) = a+ − a− ف  رم ب  ه را a± = [a−, a+] ب  ازه ی  ک پ  هن  ای

م  یش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ف  رم ب  ه ب  ازهای ع  دد دو ب  ی  ن ض  ع  ی  ف راب  ط  ه [١] .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

a± ⪯ω b± ⇔ a− ≤ b+, (۴)

م  یش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ن  ی  ز ب  ازهای ع  دد دو ب  ی  ن ش  م  ول راب  ط  ه هم  چ  ن  ی  ن

a± ⊂ b± ⇒ a− ≥ b− and a+ ≤ b+. (۵)

ب  ع  د ب  ا ب  ازهای ب  ردار b± و m× n ب  ازهای م  ات  ری  س ی  ک A± ک  ن  ی  د ف  رض [١] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف



٢۵٠ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

ب  ازهای م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  اش  د. m

A±x = b±, (۶)

دس  ت  گ  اههای ت  م  ام از خ  ان  وادهای

Ax = b, (٧)

ک  ه اس  ت

b ∈ b±, A ∈ A±. (٨)

ش  دن  ی (٨) دادههای ب  ا (٧) دس  ت  گ  اههای از ب  رخ  ی اگ  ر اس  ت ض  ع  ی  ف ش  دن  ی (۶) دس  ت  گ  اه

ب  اش  د.

دس  ت  گ  اه اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت ض  ع  ی  ف ش  دن  ی A±x = b± دس  ت  گ  اه [١] .۴ .٢ ق  ض  ی  ه

A−x ≤ b+,

A+x ≥ b−.

ب  اش  د. ش  دن  ی

هوک  وهارا ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  ف  اض  ل ب  اش  د. a±, b±, c± ∈ K ک  ن  ی  د ف  رض [٢٠] .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

م  یش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه b± و a± ب  ازهای ت  واب  ع ب  رای

[a−, a+]⊖gH [b−, b+] = [c−, c+]
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⇐⇒



(i) if w(a±) ≥ w(b±)


a− = b− + c−,

a+ = b+ + c+,

(ii) if w(a±) < w(b±)


b− = a− − c+,

b+ = a+ − c−,

ب  ازهای دو درج  ه خ  ط  ی ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  س  ئ  ل  ه ٣

س  ی  س  ت  م ی  ک ب  هی  ن  ه ج  واب های آوردن ب  ه دس  ت ب  رای ک  ارآم  د روش ی  ک ب  خ  ش، ای  ن در

م  ع  ادل  ه و ب  هی  ن  گ  ی اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا ،(٣)-(١) ک  ل  ی ف  رم ب  ه ب  ازه ای ب  س  ت  ه ح  ل  ق  ه ک  ن  ت  رل  ی

u±(t) ک  ن  ت  رل  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ی  اف  ت  ن هدف م  ی ش  ود. ارائ  ه ب  ازهای هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن

ش  ون  د. ب  رآورده م  س  ئ  ل  ه م  ح  دودی  ت های و ب  رس  د ح  داق  ل ب  ه (١) هزی  ن  ه ت  اب  ع ک  ه گ  ون  ه ای ب  ه اس  ت

م  یگ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  ر ک  ل  ی ف  رم ب  ه را (٢) ب  ازهای دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

x
′±(t) = a±(x±(t), u±(t), t),

هر ب  رای را زی  ر م  ع  ی  ار ت  اب  ع  ی ع  م  ل  ک  رد ش  اخ  ص ک  ه ش  ود ک  ن  ت  رل چ  ن  ان ب  ای  د دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م

ک  ن  د: ح  داق  ل ،t < tf و x±(t) ق  ب  ول ق  اب  ل وض  ع  ی  ت م  ق  دار

(٩)

J∗±(x±(t), t) = min
u±(τ)
t≤τ≤tf

{
h±

(
x± (tf ) , tf

)
+

∫ tf

t
g±

(
x± (τ) , u± (τ) , τ

)
dτ

}
,

ب  ازه ت  ق  س  ی  م ب  ا هس  ت  ن  د. (١) ف  رم ب  ه دوم درج  ه ب  ازهای ت  اب  ع  ی دو g±, h± ∈ K آن، در ک  ه

ن  وش  ت: زی  ر ف  رم ب  ه را (٩) م  س  ئ  ل  ه م  یت  وان زی  رب  ازه دو ب  ه ،[t, tf ] زم  ان  ی

(١٠)
J∗±(x±(t), t) = min u±(τ)

t≤τ≤tf

{
h±(x±(tf ), tf ) +

∫ t+∆t
t g±(x±(τ), u±(τ), τ)dτ

+
∫ tf
t+∆t g

±(x±(τ), u±(τ), τ)dτ
}
.



٢۵٢ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

ک  رد: ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ش  ک  ل ب  ه را (١٠) م  س  ئ  ل  ه م  ی ت  وان ،[٧] ب  هی  ن  گ  ی اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا

J∗± (x± (t) , t) = min u±(τ)
t≤τ≤tf

{
J∗±(x±(t+∆t), t+∆t)

+
∫ t+∆t
t g±(x±(τ), u±(τ), τ)dτ

}
.

ت  ی  ل  ور س  ری م  ی ت  وان ،[١٠] دارد وج  ود J∗± ٧ هس  ی  ن م  ات  ری  س ب  ازه ای ب  س  ت  ار ای  ن  ک  ه ف  رض ب  ا

داد: ب  س  ط زی  ر ص  ورت ب  ه J∗±
(
x±(t+∆t), t+∆t

)
را ب  رای (x±(t), t) ن  ق  ط  ه ح  ول

J∗± (x± (t) , t) = min u±(τ)
t≤τ≤tf

{
J∗± (x± (t) , t) + ∂J∗±

∂x± (x± (t+∆t)⊖gHx± (t))

+∂J∗±

∂t ∆t+ o(∆t) +
∫ t+∆t
t g± (x± (τ) , u± (τ) , τ) dτ

}
.

م  یت  وان، ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت  ن  د. واب  س  ت  ه u± (t) ب  ه ∂J∗±

∂t ∆t و J∗± (x± (t) , t) ف  وق، راب  ط  ه در

ک  رد: س  اده س  ازی زی  ر ش  ک  ل ب  ه را م  س  ئ  ل  ه و ک  رد، خ  ارج ح  داق  لی  اب  ی ع  م  ل  گ  ر از را م  ول  ف  هها ای  ن

J∗± (x± (t) , t)⊖gHJ
∗±

(x± (t) , t) ⊆ ∂J∗±

∂t ∆t

+min u±(τ)
t≤τ≤tf

{
∂J∗±

∂x± a± (x± (t) , u± (t) , t)∆t

+o(∆t) + g± (x± (t) , u± (t) , t)∆t}.

م  یک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م ∆t ب  ر را ف  وق راب  ط  ه ،lim∆t→٠
o(∆t)
∆t = ٠ ک  ه واق  ع  ی  ت ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داش  ت: خ  واهی  م ب  ن  اب  رای  ن

(١١)

٠ ⊆ ∂J∗±

∂t
+min u±(τ)

t≤τ≤tf

{∂J∗±

∂x±
a±

(
x± (t) , u± (t) , t

)
+g±

(
x± (t) , u± (t) , t

)}
.

7Hessian Matrix
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م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ب  ازهای هام  ی  ل  ت  ون  ی ت  اب  ع اک  ن  ون،

H± (x± (t) , u± (t) , t) = min u±(τ)
t≤τ≤tf

{∂J∗±

∂x± a±(x±(t), u±(t), t)

+g±(x±(t), u±(t), t)}.
(١٢)

ب  ه ب  ازه ای هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن م  ع  ادل  ه ،(١١) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  رت  ی  ب، ای  ن ب  ه

م  ی آی  د: دس  ت ب  ه زی  ر ش  رح

٠ ⊆ ∂J∗±

∂t
+H±(x±(t), u±(t), t), (١٣)

راب  ط  ه در t = tf ج  ای  گ  ذاری از ک  ه J∗±(x±(tf ), tf ) = h±(x±(tf ), tf ) م  رزی ش  رط و

اس  ت. ش  ده ح  اص  ل (٩)

ک  ل  ی ف  رم ب  ه ب  ازه ای دوم درج  ه خ  ط  ی م  س  ئ  ل  ه ب  رای را (١٢) هام  ی  ل  ت  ون  ی ت  اب  ع اگ  ر ح  ال،

داش  ت: خ  واهی  م ک  ن  ی  م، ب  ازن  وی  س  ی (٣)-(١)

H± (x± (t) , u± (t) , t) = min u±(τ)
t≤τ≤tf

[
١
٢

(
x±

T
(t)Q±x± (t)

+u±
T
(t)R±u± (t)

)
+ ∂J∗±T

∂x±

(
A±x± (t) +B±u± (t)

)]
.

(١۴)

.∂H∗±

∂u± = ٠ ک  ه اس  ت ای  ن ک  ن  د ح  داق  ل را (١۴) ت  اب  ع u∗±(t) ای  ن  ک  ه ب  رای لازم ش  رط

ب  ن  اب  رای  ن:

R±u± (t) +B±T ∂J∗±

∂x±
(
x± (t) , t

)
= ٠. (١۵)

داش  ت: خ  واهی  م ص  ورت ای  ن در

u± (t) = −R±−١
B±T ∂J∗±

∂x±
(
x± (t) , t

)
. (١۶)



٢۵۴ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

داری  م: هم  چ  ن  ی  ن

∂٢H∗±

∂u±٢
(
x± (t) , u± (t) , t

)
= R±. (١٧)

(١۶) راب  ط  ه از ک  ه u±(t) ب  ازهای ک  ن  ت  رل اس  ت، م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن R± ک  ه ف  رض ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

واق  ع، در م  یرس  ان  د. م  ق  دارش ح  داق  ل ب  ه را (١۴) ب  ازهای هام  ی  ل  ت  ون  ی ت  اب  ع م  ی آی  د، ب  ه دس  ت

راب  ط  ه (١۴) در (١۶) ج  ای  گ  زی  ن  ی از اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ب  ودن ب  هی  ن  ه ب  رای ک  اف  ی ش  رط (١٧) راب  ط  ه

م  یش  ود: ح  اص  ل زی  ر

(١٨)
H±(x±(t), u±(t), t) = ١

٢x
±T

Q±x± ⊖gH
١
٢
∂J∗±T

∂x± B±R±−١
B±T ∂J∗±

∂x±

+∂J∗±T

∂x± A±x±.

هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن م  ع  ادل  ه ،(١٨) راب  ط  ه و (۵) ش  م  ول راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا اک  ن  ون

ک  رد: ت  ب  دی  ل زی  ر ص  ورت ب  ه ن  ام  ع  ادل  ه دو ب  ه م  یت  وان را (١٣) ب  ازه ای

(
∂J∗±

∂t + ١
٢x

±T
Q±x± ⊖gH

١
٢
∂J∗±T

∂x± B±R±−١
B±T ∂J∗±

∂x±

+∂J∗±T

∂x± A±x±
)−

≤ ٠,(
∂J∗±

∂t + ١
٢x

±T
Q±x± ⊖gH

١
٢
∂J∗±T

∂x± B±R±−١
B±T ∂J∗±

∂x±

+∂J∗±T

∂x± A±x±
)+

≥ ٠,

(١٩)

داش  ت: خ  واهی  م آن ح  دی ش  رط و (١) ت  اب  ع  ی ک  ل  ی ف  رم ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه

J∗±(x±(tf ), tf ) = x±
T
(tf )F

±x±(tf ). (٢٠)

ش  رط ک  ه هزی  ن  ه ت  اب  ع  ی ب  رای اول  ی  ه ح  دس ی  ک گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا م  یت  وان را (١٩) ن  ام  ع  ادلات

ی  ک ،(٢٠) ح  دی ش  رط از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  رد. ح  ل اس  ت، ب  ودن ب  هی  ن  ه ب  رای لازم

م  یک  ن  ی  م: ف  رض زی  ر ص  ورت ب  ه را هزی  ن  ه ت  اب  ع  ی ب  رای اول  ی  ه ح  دس

J∗± (
x± (t) , t

)
= x±

T
(t) k±(t)x± (t) , (٢١)
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ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا هم  چ  ن  ی  ن و (١٩) ن  ام  ع  ادلات در (٢١) ف  رض  ی ج  واب ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن ب  ا

داری  م: ،k±(tf ) = F±

(٢٢)(
١
٢x

±T
(t)k

′±(t)x±(t) + ١
٢x

±T
(t)Q±x±(t)⊖gH

١
٢x

±T
(t)k±(t)B±R±−١

B±T
k±(t)x±(t) + ١

٢x
±T

(t)k±(t)A±x±(t)
)−

≤ ٠,(
١
٢x

±T
(t)k

′±(t)x±(t) + ١
٢x

±T
(t)Q±x±(t)⊖gH

١
٢x

±T
(t)k±(t)B±R±−١

B±T
k±(t)x±(t) + ١

٢x
±T

(t)k±(t)A±x±(t)
)+

≥ ٠.

ق  س  م  ت ی  ک م  ج  م  وع ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان  د م  ی ش  ود، ظ  اهر آخ  ر درج  م  ل  ه ک  ه k±A± م  ات  ری  س

ش  ود: ن  وش  ت  ه زی  ر ش  ک  ل ب  ه ن  ام  ت  ق  ارن ق  س  م  ت ی  ک و م  ت  ق  ارن

k±A± =
١
٢
[k±A± + (k±A±)T ] +

١
٢
[k±A± ⊖gH (k±A±)T ].

م  یت  وان ،[٢١](D±C±)T = D±TC±T ت  ران  هاده م  ات  ری  سهای وی  ژگ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا

ب  ود. خ  واهد م  وث  ر (٢٢) ن  ام  ع  ادلات ب  رای k±A± م  ت  ق  ارن ق  س  م  ت ف  ق  ط ک  ه داد ن  ش  ان

ک  رد: ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ص  ورت ب  ه م  یت  وان را (٢٢) رواب  ط ب  ن  اب  رای  ن،

(
١
٢x

±T
(t)x±(t)

)(
k

′±(t) +Q± ⊖gH k±(t)B±R±−١
(t)B±T

k±(t)

+k±(t)A± +A±T
k±(t)

)−
≤ ٠,(

١
٢x

±T
(t)x±(t)

)(
k

′±(t) +Q± ⊖gH k±(t)B±R±−١
(t)B±T

k±(t)

+k±(t)A± +A±T
k±(t)

)+
≥ ٠.

(٢٣)

گ  رف  ت: ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان اس  ت، ب  رق  رار x±(t) هم  ه ب  رای (٢٣) ن  ام  ع  ادلات ک  ه آن  ج  ای  ی از

(
k

′±(t) +Q± ⊖gH k±(t)B±R±−١
(t)B±T

k±(t)

+k±(t)A± +A±T
k±(t)

)−
≤ ٠,(

k
′±(t) +Q± ⊖gH k±(t)B±R±−١

(t)B±T
k±(t)

+k±(t)A± +A±T
k±(t)

)+
≥ ٠.

(٢۴)



٢۵۶ ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل

ب  ه (١٩) ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا هام  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن ب  ازهای ن  ام  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن

ری  ک  ات  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ن  ام  ع  ادلات ن  ام ب  ه م  ع  م  ول  ی غ  ی  رخ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ن  ام  ع  ادلات از م  ج  م  وع  های

ازای ب  ه آن از ع  ددی ان  ت  گ  رالگ  ی  ری ب  ا k±(t) م  ات  ری  س ک  ه م  یش  ون  د ت  ب  دی  ل (٢۴) ب  ازهای

ت  ع  ی  ی  ن ب  ا م  ی آی  د. دس  ت ب  ه k±(tf ) = F±(tf ) م  رزی ش  رط اع  م  ال و t = tf ت  ا t = t٠

ش  د: خ  واهد ت  ع  ی  ی  ن زی  ر راب  ط  ه ت  وس  ط u±(t) ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ق  ان  ون k±(t)

u± (t) = −R±−١
(t)B±T

k±(t)x± (t). (٢۵)

ع  ددی ن  ت  ای  ج ۴

دوم درج  ه ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه چ  ن  د ش  ده، ارائ  ه روش ک  ارای  ی دادن ن  ش  ان ب  رای ب  خ  ش، ای  ن در

از آم  ده دس  ت ب  ه ن  ت  ای  ج ب  ا را ح  اص  ل ن  ت  ای  ج و ک  رده ح  ل را (٣)-(١) ک  ل  ی ف  رم ب  ه ب  ازه ای

ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات آوردن دس  ت ب  ه ب  ا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. م  ق  ای  س  ه روش ها س  ای  ر

ب  هی  ن  ه م  ق  ادی  ر ق  ب  ل، ب  خ  ش در ش  ده گ  ف  ت  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا آن ح  ل و م  س  ئ  ل  ه هر ب  رای (٢۴)

ن  رم ٨ ای  ن  ت  ل  ب ب  ازه ای اب  زار ج  ع  ب  ه از ب  خ  ش، ای  ن در م  ی ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن ک  ن  ت  رل و ح  ال  ت م  ت  غ  ی  رهای

ای  م. ک  رده اس  ت  ف  اده ش  ده، ب  ی  ان م  س  ائ  ل ب  ازه ای های ج  واب آوردن دس  ت ب  ه ب  رای م  ت  ل  ب اف  زار

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه های ج  واب .١ .۴ م  ث  ال

J± (
x± (t) , t

)
=

١
٢
x±٢ (١) +

∫ ١

٠
u±٢ (t), (٢۶)

ش  ده ان  د: داده زی  ر ب  ه ص  ورت اول  ی  ه م  ق  ادی  ر و دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م ک  ه ب  ه ط  وری

x′
±
= u± (t)⊖gH r±x± (t) , (٢٧)

x± (٠) = ١, (٢٨)

،B± = ١ ،A± = −r± هم  چ  ن  ی  ن، .٠ ≤ α ≤ ١ ،r± = [α, ٣ − ٢α] آن در ک  ه
8INTLAB
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م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ازای ب  ه و ١ .۴ م  ث  ال ب  رای u∗±(t) و x∗±(t) ش  ده ارزی  اب  ی ت  واب  ع :١ ش  ک  ل
α = ٠, ٠٫١, ..., ١

م  س  ئ  ل  ه ب  رای ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات ،(٢۴) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا .Q± = ١ و R± = ٠

م  ی آی  ن  د: دس  ت ب  ه زی  ر ف  رم ب  ه (٢٨)-(٢۶)

(
k

′±(t)⊖gH ٢r±k±(t)⊖gH k٢±(t)
)−

≤ ٠,(
k

′±(t)⊖gH ٢r±k±(t)⊖gH k٢±(t)
)+

≥ ٠.
(٢٩)

از: اس  ت ع  ب  ارت ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادل  ه ج  واب ، k±(١) = ١
٢ ح  دی م  ق  دار ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا

k± (t) =
١

e(٢r±(t−١)) − ١
.

داش  ت: خ  واهی  م ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ب  رای ،(٢۵) راب  ط  ه ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن،

u± (t) =
−x±(t)

e(٢r±(١−t)) − ١
. (٣٠)

،(٢٨) م  رزی ش  راط از اس  ت  ف  اده ب  ا و (٢٧) دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م در (٣٠) راب  ط  ه ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا

م  ی آی  ن  د: دس  ت ب  ه زی  ر ص  ورت ب  ه وض  ع  ی  ت و ک  ن  ت  رل های م  ت  غ  ی  ر

u∗±(t) =
−٢r±e−r±t + e−r±(٢−t)

e٢r±(t−١)−٢)١r± ⊖gH e(−٢r±))
, x∗±(t) =

٢r±e−r±t ⊖gH er
±(t−٢)

٢r± ⊖gH e−٢r± .

گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد م  رج  ع[٨] در ن  ی  ا ف  رهادی ت  وس  ط ق  ب  لا (٢٨)-(٢۶) م  س  ئ  ل  ه اگ  رچ  ه

[٨] م  رج  ع در ش  ده ب  ی  ان ت  ک  ن  ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت ب  هت  ری ع  م  ل  ک  رد م  ا پ  ی  ش  ن  هادی روش ام  ا اس  ت،
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ازای ب  ه u± و x± م  ت  غ  ی  رهای ب  رای ١ .۴ م  ث  ال از آم  ده ب  دس  ت ع  ددی ن  ت  ای  ج م  ق  ای  س  ه :١ ج  دول
.α = ٠٫۵

interval LQR fuzzy PMP [8]
t x±(t) u±(t) [xl, xr] [ul, ur]

0.0 [0.8492, 1.1776] [−0.5154,−0.1608] [1.0000, 1.0000] [−0.0746,−0.5820]
0.1 [0.5132, 1.1048] [−0.5628,−0.1820] [0.8112, 0.8930] [−0.0912,−0.6118]
0.2 [0.3025, 1.0362] [−0.6146,−0.2061] [0.6550, 0.7882] [−0.1113,−0.6432]
0.3 [0.1722, 0.9716] [−0.6711,−0.2333] [0.5251, 0.6855] [−0.1360,−0.6762]
0.4 [0.0935, 0.9106] [−0.7328,−0.2641] [0.4162, 0.5844] [−0.1661,−0.7108]
0.5 [0.0475, 0.8531] [−0.8002,−0.2990] [0.3240, 0.4848] [−0.2029,−0.7473]
0.6 [0.0221, 0.7989] [−0.8738,−0.3385] [0.2449, 0.3864] [−0.2478,−0.7856]
0.7 [0.0090, 0.7476] [−0.9542,−0.3831] [0.1755, 0.2889] [−0.3026,−0.8259]
0.8 [0.0031, 0.6992] [−1.0420,−0.4337] [0.1133, 0.1922] [−0.3696,−0.8682]
0.9 [0.0008, 0.6534] [−1.1378,−0.4910] [0.0555, 0.0960] [−0.4515,−0.9127]
1.0 [0.0000, 0.6001] [−1.2425,−0.5558 [0.0000, 0.0000] [−0.5514,−0.9595]

آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج ک  ه اس  ت ب  دی  هی م  یش  ود، م  ش  اهده ١ ج  دول در ک  ه هم  ان  ط  ور زی  را دارد.

پ  ای  ی  ن (ک  ران اس  ت ن  ش  ده ارائ  ه ب  ازهای ع  دد و ب  وده ن  ادرس  ت ک  ام  لا [٨] در ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ب  رای

ق  ط  ع  ی  ت ها ع  دم ت  م  ام ب  رای ک  ران های ،[٨] م  رج  ع در ب  ع  لاوه، اس  ت!). ب  الا ک  ران از ب  زرگ  ت  ر

ک  ران های ب  ت  وان  ی  م ت  ا ک  ردی  م اس  ت  ف  اده ب  ازهای م  دل از م  ا دل  ی  ل ای  ن ب  ه اس  ت. ن  ش  ده م  ح  اس  ب  ه

ای  ن رو، از آوری  م. دس  ت ب  ه اط  م  ی  ن  ان ب  ا ج  واب ب  ازه ت  م  ام م  ح  اس  ب  ه از را ب  هی  ن  ه ج  وابهای

م  ش  خ  ص ک  ه هم  ان  ط  ور هس  ت  ن  د. ب  رخ  وردار ب  هت  ری ن  ت  ای  ج از آم  ده ب  ه دس  ت ب  هی  ن  ه ج  وابهای

م  ی ش  ود، ظ  اهر ت  اب  ع م  ق  دار ن  های  ی ب  ازه م  ح  دوده در ک  ه ن  اخ  واس  ت  ه ای اض  اف  ی ب  ازه ع  رض اس  ت،

اول  ی  ه ش  رای  ط t = ٠ در پ  ی  ش  ن  هادی روش از آم  ده دس  ت ب  ه ن  ت  ی  ج  ه ک  ه اس  ت ش  ده ب  اع  ث

و x± م  ت  غ  ی  رهای ب  رای را ب  الا و پ  ای  ی  ن ک  ران های ١ ش  ک  ل ش  ود. ش  ام  ل را x±(٠) = [١, ١]

آل  ف  ا وق  ت  ی ش  ک  ل، ای  ن م  ط  اب  ق م  یدهد. ن  ش  ان α = ٠, ٠٫١, ..., ١ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ازای ب  ه u±

ش  رط ب  ن  اب  رای  ن، م  یش  ود. ن  زدی  ک واق  ع  ی م  ق  دار ب  ه م  س  ئ  ل  ه ج  وابهای م  یش  ود، ن  زدی  ک ی  ک ب  ه

م  یش  ود. ب  رآورده ن  ی  ز م  س  ئ  ل  ه اول  ی  ه

آوری  د. ب  دس  ت را زی  ر ت  اب  ع  ی م  ق  دار ح  داق  ل .٢ .۴ م  ث  ال

J± (
x± (t) , t

)
= x(١)±٢ +

∫ ١

٠
u±٢ (t), (٣١)
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دی  ن  ام  ی  ک س  ی  س  ت  م ک  ه ط  وری ب  ه

x′١
±
= u± (t)⊖gH ٢x±٢ (t) , x′٢

±
= ٢x±١ (t) , (٣٢)

ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط در

x±١ (٠) = x±٢ (٠) = (١ + α, ٣ − α). (٣٣)

ک  رد: ب  ازن  وی  س  ی زی  ر م  ات  ری  س  ی ف  رم ب  ه م  یت  وان را (٣٣)-(٣١) م  س  ئ  ل  ه دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م

x′±
١

x
′±
٢

 =

٠ −٢

٢ ٠

x±١
x±٢

+

١

٠

u±(t), (٣۴)

م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در B =

١

٠

 و A =

٠ −٢

٢ ٠

 آن، در ک  ه

ب  ه را آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر هام  ی  ل  ت  ون  ی ت  اب  ع اب  ت  دا ق  ب  ل، ب  خ  ش در ش  ده گ  ف  ت  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  یدهی  م: ت  ش  ک  ی  ل زی  ر ص  ورت

H±(x±(t), u±(t), t) = u±٢(t) +
∂J±

∂x±
(Ax±(t) +Bu±(t)).

ک  ه: اس  ت ای  ن ش  ود ح  داق  ل H± ت  اب  ع  ی ای  ن  ک  ه ب  رای ب  هی  ن  گ  ی لازم ش  رط

∂H±

∂u±
= ٢u±(t) +B

∂J±

∂x±
= ٠.

م  یآی  د: ب  دس  ت زی  ر ف  رم ب  ه ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ق  ان  ون ف  وق، م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ا

u±(t) = −١
٢
BT ∂J

±

∂x±
. (٣۵)

م  یب  اش  د ج  واب ی  ک ح  دس ب  هی  ن  گ  ی، ب  رای ک  اف  ی ش  رط ،∂٢H±

∂u٢± = ٢ > ٠ ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
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ب  ه ج  واب ی  ک م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه ح  دی ش  رای  ط و دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م در ک  ه

م  یگ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  ر ف  رم

J± = x(١)±٢k±(t). (٣۶)

داری  م: (١٩) ب  ازهای ب  ل  م  ن ژاک  وب  ی ن  ام  ع  ادل  ه در (٣۶) و (٣۵) رواب  ط ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا

(
k

′±(t)x(١)±٢ + ٢Ak±(t)x٢±(t)⊖gH Bk٢±(t)x(١)±٢BT
)−

≤ ٠,

(
k

′±(t)x(١)±٢ + ٢Ak±(t)x٢±(t)⊖gH Bk٢±(t)x(١)±٢BT
)+

≥ ٠.

ح  اص  ل ج  م  ع ص  ورت ب  ه ت  وان  د م  ی اس  ت، ش  ده ظ  اهر ف  وق م  ع  ادل  ه در ک  ه Ak± ح  اص  ل ض  رب

ش  ود: ن  وش  ت  ه زی  ر پ  ادم  ت  ق  ارن و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س های

k±A =
١
٢
(k±A+ (k±A)T ) +

١
٢
(k±A⊖gH (k±A)T ),

ب  ر x±(t) ت  م  ام ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن چ  ون ط  رف  ی، از م  یب  اش  د. م  وث  ر آن م  ت  ق  ارن ق  س  م  ت ت  ن  ها ک  ه

داری  م: ل  ذا اس  ت، ق  رار

(
k

′±(t) + ٢Ak±(t)⊖gH k٢±(t)
)−

≤ ٠, (٣٧)

(
k

′±(t) + ٢Ak±(t)⊖gH k٢±(t)
)+

≥ ٠.

ن  ام  ع  ادلات ب  رن  ول  ی روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی ب  ازه ای ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات هم  ان ک  ه

ک  ن  ی  م: م  ی ت  ب  دی  ل ی  ک درج  ه م  ع  ادلات ب  ه زی  ر م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا را (٣٧)

w± = k−١±, w
′± = −k−٢±k

′±,

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن

w
′± − ٢Aw± + ١ = ٠.
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.α = ٠, ٠٫١, ..., ١ ازای ب  ه ٢ .۴ م  ث  ال ب  رای x∗±
٢ (t) و x∗±

١ (t) ش  ده ارزی  اب  ی ت  واب  ع :٢ ش  ک  ل

م  یک  ن  ی  م: ح  ل زی  ر ص  ورت ب  ه را ف  وق م  ات  ری  س  ی م  ع  ادل  ه لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا

sw±(s)− ٢Aw±(s)− ١
s
= ٠ ⇒ w±(s)(sI − ٢A) =

١
s
,

w±(t) =

 ١
٢sin(٢t) ١

٢cos(٢t)

−١
٢cos(٢t) ١

٢sin(٢t)

 ,

k±(t) =
١
٨

sin(٢t) −cos(٢t)

cos(٢t) sin(٢t)

 .

م  ی آی  د: دس  ت ب  ه زی  ر ف  رم ب  ه (٣۵) راب  ط  ه ط  ب  ق ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ق  ان  ون

u±(t) = −١
٨

[
sin(٢t) cos(٢t)

]
x±(t). (٣٨)

داری  م: (٣۴) م  ع  ادل  ه در (٣٨) راب  ط  ه ج  ای  گ  زی  ن  ی و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا

[
x±

١
x±

٢

]
=

۴
۵
[١ + α, ٣ − α]

[
cos(٢t) + (e(٢t−٢) − e(٢t−٢)) sin(٢t) + (e(٢t−٢) + e(٢t−٢))

−sin(٢t) + (−e(٢t−٢) + e(٢t−٢)) cos(٢t) + (e(٢t−٢) − e(٢t−٢))

]
.

ق  رار ب  ررس  ی م  ورد [١٧] م  رج  ع در ن  ج  اری  ان ت  وس  ط ق  ب  لا (٣٣)-(٣١) م  س  ئ  ل  ه ف  ازی ش  ک  ل

خ  ط  ی ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای ت  ح  ل  ی  ل  ی روش ی  ک م  ا پ  ی  ش  ن  هادی روش اس  ت. گ  رف  ت  ه

ع  م  ل  ک  رد [١٧] م  رج  ع در ش  ده م  ط  رح روش ب  ا م  ق  ای  س  ه در روش ای  ن اس  ت. ب  ازه ای دوم درج  ه

و ک  ردن گ  رد خ  ط  اهای دل  ی  ل ب  ه اغ  ل  ب ف  ازی م  دل های در م  وج  ود داده های زی  را دارد ب  هت  ری
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.α = ٠, ٠٫١, ..., ١ ازای ب  ه ٢ .۴ م  ث  ال ب  رای u∗±(t) ش  ده ارزی  اب  ی ت  اب  ع :٣ ش  ک  ل

آوردن دس  ت ب  ه ب  ازه ای، م  دل از اس  ت  ف  اده هدف م  ی ب  اش  ن  د. ق  ط  ع  ی  ت ع  دم دارای ت  ق  ری  ب،

رخ م  ح  اس  ب  ات در ک  ه اس  ت خ  ط  اهای  ی و ق  ط  ع  ی  ت ها ع  دم هم  ه ب  رای ب  الا و پ  ای  ی  ن ک  ران های

ک  ران های م  یت  وان ک  ه اس  ت ای  ن ف  ازی م  دل ب  ه ن  س  ب  ت ب  ازهای م  دل م  زی  ت ب  ن  اب  رای  ن م  یدهد.

م  ت  غ  ی  رهای ب  رای آم  ده ب  ه دس  ت م  ق  ادی  ر آورد. ب  دس  ت م  ح  اس  ب  ات در اط  م  ی  ن  ان ب  ا را ب  الا و پ  ای  ی  ن

ش  ده ان  د رس  م ٣ و ٢ ش  ک  ل های در ت  رت  ی  ب ب  ه u∗±(t) ک  ن  ت  رل م  ت  غ  ی  ر و x∗±٢ (t) ،x∗±١ (t) ح  ال  ت

م  ق  ادی  ر ب  رای را ب  ازهای ج  واب ب  الای و پ  ای  ی  ن ک  ران های ق  رم  ز و آب  ی م  ن  ح  ن  یهای ک  ه ط  وری ب  ه

در ک  ه م  یدهد ن  ش  ان α = ١ ازای ب  ه ج  واب س  ی  اه، م  ن  ح  ن  ی و ،α = ٠, ٠٫١, · · · ٠٫٩ م  خ  ت  ل  ف

ب  ه آل  ف  ا وق  ت  ی ،٢ ش  ک  ل در هم  چ  ن  ی  ن، ش  ده ان  د. م  ن  ط  ب  ق هم ب  ر پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران های ح  ال  ت ای  ن

اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ن  اب  رای  ن، م  یش  ود. ن  زدی  ک واق  ع  ی پ  اس  خ ب  ه م  س  ئ  ل  ه پ  اس  خ م  یش  ود، ن  زدی  ک ی  ک

م  یش  ون  د. ب  رآورده x∗±٢ (t) و x∗±١ (t) ب  رای

آوری  د: ب  دس  ت را زی  ر دوم درج  ه ب  ازه ای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  ه های ج  واب .٣ .۴ م  ث  ال

J±(x±(t), u±(t), t) =

∫ ١

٠
٢e−tu±٢(t) +

١
٢
e−tx±٢(t), (٣٩)

x′
±
=

١
٢
x±(t) + u±(t), (۴٠)

x± (٠) = [α, ٣ − ٢α]. (۴١)

رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،Q± = ٢e−t و R± = ١
٢e

−t ،A± = ١
٢ ،A± = ١

٢ ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
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.α = ٠٫۵ ب  رای ۴ .٣ م  ث  ال از u∗±(t) و x∗±(t) ش  ده ارزی  اب  ی ت  واب  ع :۴ ش  ک  ل

م  ی آی  ن  د: دس  ت ب  ه زی  ر ف  رم ب  ه (۴١)-(٣٩) م  س  ئ  ل  ه ب  رای ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادلات ،(٢۴)

(
k

′±(t) + k±(t) + ١
٢e

−t ⊖gH
١
٢e

tk٢±(t)
)−

≤ ٠,(
k

′±(t) + k±(t) + ١
٢e

−t ⊖gH
١
٢e

tk٢±(t)
)+

≥ ٠.
(۴٢)

ب  ه زی  ر ف  رم ب  ه (۴٢) ری  ک  ات  ی ن  ام  ع  ادل  ه ج  واب ،k±(١) = ٠ ح  دی م  ق  دار ج  ای  گ  ذاری ب  ا

م  یآی  د: دس  ت

k±(t) = ٣e−t − ٣e−١,

از: م  یش  ود ع  ب  ارت ،(٢۵) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ت  رت  ی  ب، ای  ن ب  ه و

u± (t) =
−x±(t)

٢
(٣ − ٣et−١). (۴٣)

،(۴١) م  رزی ش  رط از اس  ت  ف  اده ب  ا و (۴٠) دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م در (۴٣) راب  ط  ه ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا

آم  د: خ  واهن  د ب  دس  ت زی  ر ف  رم ب  ه وض  ع  ی  ت و ک  ن  ت  رل م  ت  غ  ی  رهای

x±(t) =
[α, ٣ − ٢α]

١٫٧٣
e١٫۵(et−١−t),

u±(t) =
[α, ٣ − ٢α]

٣٫۴۶
e١٫۵(et−١−t)(٣ − ٣et−١).
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.α = ٠, ٠٫١, ..., ١ ب  رای ۴ .٣ م  ث  ال از u∗±(t) و x∗±(t) ش  ده ارزی  اب  ی ت  واب  ع :۵ ش  ک  ل

و α = ٠٫۵ ازای ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه و ۵ و ۴ ش  ک  لهای در وض  ع  ی  ت و ک  ن  ت  رل م  ت  غ  ی  رهای

آل  ف  ا وق  ت  ی ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ۵ ش  ک  ل ن  ت  ای  ج ش  ده ان  د. رس  م α = ٠, ٠٫١, ..., ١ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر

ش  رط ب  ن  اب  رای  ن، م  یش  ون  د. ن  زدی  ک واق  ع  ی پ  اس  خ ب  ه م  س  ئ  ل  ه پ  اس  خهای م  یش  ود، ن  زدی  ک ی  ک ب  ه

م  یش  ود. ب  رآورده ن  ی  ز x±(٠) اول  ی  ه

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

ب  ازهای ن  وع از ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ت  ح  ت دوم درج  ه خ  ط  ی ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  س  ئ  ل  ه ب  هی  ن  هس  ازی م  ن  ظ  ور ب  ه

ب  هی  ن  گ  ی اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای داری  م. ب  ازهای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل ق  ان  ون ی  ک ب  ه ن  ی  از

ی  ک ب  ه را ب  ازهای ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ئ  ل  ه ب  ازهای، هم  ی  ل  ت  ون-ژاک  وب  ی-ب  ل  م  ن ن  ام  ع  ادلات و ب  ل  م  ن

ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل ری  ک  ات  ی ب  ازه ای ن  ام  ع  ادلات ب  ه ن  ام ب  ازهای دی  ف  ران  س  ی  ل ن  ام  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

ع  رض ب  ر غ  ل  ب  ه ب  رای هم  چ  ن  ی  ن و ب  ازهای ح  س  اب ش  م  ول رواب  ط از ن  ام  ع  ادلات، دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل

ش  ده اس  ت  ف  اده هوک  وهارا ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  ف  اض  ل از ب  ازهای، م  ح  اس  ب  ات در ش  ده ای  ج  اد اض  اف  ی ب  ازه

ب  ه روش ای  ن در ک  ه اس  ت ای  ن در ها روش س  ای  ر ب  ه ن  س  ب  ت پ  ی  ش  ن  هادی روش م  زی  ت اس  ت.

ج  وابهای پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران م  یت  وان  ی  م ب  ازهای، م  ت  غ  ی  رهای در ب  ازه ک  ل گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در دل  ی  ل

ارائ  ه روش ک  ارآم  دی دادن ن  ش  ان م  ن  ظ  ور ب  ه ان  ت  ها، در آوری  م. دس  ت ب  ه ق  ط  ع  ی  ت ب  ا را ب  هی  ن  ه

م  ق  ای  س  ه ب  ا ک  ه اس  ت ش  ده ب  ی  ان ب  ازهای دوم درج  ه خ  ط  ی ب  هی  ن  ه ک  ن  ت  رل م  س  ائ  ل از م  ث  ال چ  ن  د ش  ده،

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ش  ده ارائ  ه روش ک  ارآم  دی ص  راح  ت ب  ه روشها س  ای  ر ب  ا آن  ها
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