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دو نوع ،ͷی نوع مشتقهای – (f, g) ,f)‐مشتق؛ g) نوع سه مقاله، این در چͺیده.

و خواص از پاره ای بررسͬ به سپس مͬکنیم. تعریف مانده مشبͺه های در را سه نوع و

باشد، استلزام حافظ ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر مͬدهیم نشان مͬپردازیم. آنها ͬ های ویژگ

نشان پایان، در و کرده ثابت ͷی نوع n‐ام ,f)‐مشتق g) برای فرمولͬ یͺنواست. d آنگاه

Derp(L) با که L مانده مشبͺه روی ⊙ حافظ ,f)‐مشتقهای g) همه مجموعه مͬدهیم

است. نیمͽروه ͷی مͬشود، داده نمایش

مقدمه .١

به منصوب آنها واقع در هستند. پایه ای خیلͬ و مهم جبری ساختارهای مانده، مشبͺه های

صوری فازی منطق های اکثریت برای پایه ای که [١۵] ͬ باشند م (ML) هول تکواره ای منطق

.[٧] هستند

ͬ های ویژگ و ساختاری مطالعات به که ͬ  شود م گرفته آنالیز نظریه از مشتق ها، مفهوم

اول حلقه در مشتقات مفهوم [١٣] پوسنر ١٩۵٧ سال در ͬ  کنند. م ͷکم جبری سیستم های

دو در x, y ∈ R هر برای که است d : R → R نگاشت ͷی که کرد معرفͬ را ،(R, +, ·)

ͬ  کند: م صدق زیر شرط
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سه). دو، ،ͷی (نوع ,f)‐مشتق های g) مانده، مشبͺه های کلیدی. کلمات و عبارات

فازی) سیستم های (انجمن ١۴٠٢ ©

١٣٣



١٣۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

d (x+ y) = d (x) + d (y) (١)

d (x.y) = d (x) .d(y) (٢)

مطالعه را ͷنزدی حلقه های و حلقه ها در مشتق ها [٣] ،[٢] ،[١] نویسنده چندین اساس، این بر

در را مشتق ها مفهوم دیͽران و [٨] جون شد باعث حلقه، روی مشتق های تعریف کردند،

از نوع چندین آن بر علاوه [١١] ،[١٠] دیͽران و ماهیدین سپس کنند. معرفͬ BCI‐جبرها

کردند. پیدا دست جالبی نتایج به و کردند بررسͬ را BCI‐جبرها روی یافته تعمیم مشتق های

معرفͬ مشبͺه ها برای را مشتق ها ͬ های ویژگ [١٧] ،[١۶] ،[۴] نویسندگان از بعضͬ همچنین

(L, ∧, ∨) مشبͺه ͷی در مشتق ها مفهوم [١۶] دیͽران و ایͺسین خاص، حالت در کردند.

صدق زیر شرط در ، x, y ∈ L هر برای که است d : L → L نگاشت که کردند معرفͬ را

ͬ کند: م

d (x ∧ y) = (d(x) ∧ y) ∨ (x ∧ d (y))

بعضͬ برای ساختاری و کردند تعریف را مانده مشبͺه های در مشتق دیͽران، و هͬ پایان، در و

مشتق های با آنها ارتباط بررسͬ و مطالعه به و کردند معرفͬ اصلͬ ایده آل مشتق و مشتق ها از

.[۶] پرداختند الحاقͬ

از برخͬ و ͬ پردازیم م مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتق g) نوع سه معرفͬ به مقاله، این در

ͷی نوع n−ام ,f)‐مشتق g) محاسبه برای راهͬ ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را آنها خواص

مشبͺه روی ⊙ حافظ ,f)‐مشتق های g) همه مجموعه ͬ کنیم م ثابت پایان، در مͬدهیم. ارائه

است. نیم گروه ͷی ͬ شود، م داده نمایش Derp(L) با که L مانده

پیش نیازها .٢

نوع از (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) جبر ͷی مانده، مشبͺه ͷی ([١۵] ،[۵]) .٢. ١ تعریف

ͬ باشد: م زیر ͬ های ویژگ دارای که است (٢, ٢, ٢, ٢, ٠, ٠)

است. کراندار مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨, ٠, ١) (١)

است. آبلͬ تکواره ͷی (L, ⊙, ١) (٢)

،x⊙y ≤ z اگر تنها و اگر x ≤ y → z یعنͬ هستند. الحاقͬ جفت ͷی → و ⊙ (٣)

است. مشبͺه توسط شده القا ترتیب که x, y, z ∈ L هر برای

.x∗ = x → ٠ مͬدهیم قرار ،x ∈ L هر برای قرارداد:



فروزش ف. فروزش١٣۵ ف. فروزش١٣۵ ف. ١٣۵

هر برای (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) مانده مشبͺه هر در ([١۴] ،[٩] ،[۵]) .٢. ٢ گزاره

برقرارند: زیر ,mشرایط n ≥ ١ و x, y ∈ L

.x → ١ = ١ و ١ → x = x (١)

.x → y = ١ اگر وتنها اگر x ≤ y (٢)

.x ≤ y∗ اگر تنها و اگر x⊙ y = ٠ ،x⊙ x∗ = ٠ (٣)

.x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z) (۴)

.y∗ ≤ x∗ آنگاه x ≤ y اگر (۵)

مͬدهیم. B(L)نشان با را L مانده مشبͺه متمم عضوهای مجموعه قرارداد:

مجموعه باشد. مانده مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) کنید فرض [۵] .٢. ٣ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم، L از فیلتر ͷی را L از F ناتهͬ

.x⊙ y ∈ F آنگاه ،x, y ∈ F اگر (١)

.y ∈ F آنگاه ،x ≤ y و x ∈ F ،y ∈ L اگر (٢)

ͬ دهیم. م نشان F [L] نماد با را (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) فیلترهای همه ی مجموعه

X اگر باشد. مانده مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) کنید فرض [١٢] .۴ .٢ تعریف

که ͬ دهیم م نمایش ⟨X⟩ با را X توسط شده تولید فیلتر آنگاه باشد، L از ناتهͬ مجموعه ͷی

دیͽر عبارت به یا X شامل فیلتر کوچͺترین با است برابر

⟨X⟩ =
∩

{F | F ∈ F [L] , X ⊆ F}.

ͷی d : L → L نگاشت باشد. مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨) کنید فرض [١۶] .۵ .٢ تعریف

کند: صدق زیر شرط در x, y ∈ L هر برای اگر ͬ شود م نامیده L روی مشتق

d (x ∧ y) = (d(x) ∧ y) ∨ (x ∧ d (y))

دهد نتیجه x ≤ y هرگاه ͬ شود م نامیده یͺنوا L مشبͺه روی d مشتق ͷی [١۶] .۶ .٢ تعریف

.x, y ∈ L هر برای ،d(x) ≤ d(y)

نگاشت باشد. مانده مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) کنید فرض [۶] .٢. ٧ تعریف

زیر شرط در x, y ∈ L هر برای اگر ، ͬ شود م نامیده L در ضربی مشتق ͷی d : L → L

کند: صدق

d (x⊙ y) = (d(x)⊙ y) ∨ (x⊙ d (y))



١٣۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g) .٣

است. مانده مشبͺه ͷی L جا همه بخش، این در

باشند. همریختͬ دو f, g : L → L و باشد مانده مشبͺه ͷی L کنید فرض .٣. ١ تعریف

،x, y ∈ L هر برای d : L → L تابع ͷی

اگر مͬگوییم، ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی (١)

d (x⊙ y) = (d (x)⊙ f (y)) ∨ (g (x)⊙ d (y)).

اگر مͬگوییم، دو نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی (٢)

d (x ∧ y) = (d (x) ∧ f (y)) ∨ (g (x) ∧ d (y))

اگر مͬگوییم، سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی (٣)

d (x → y) = (d (x) → f (y)) ∨ (g (x) → d (y))

نوع از f‐مشتق ͷی ترتیب به آنها به سپس باشد، f برابرتابع g تابع اگر بالا، تعریف در

. مͬگوییم سه و دو ،ͷی

d ,f)‐مشتق g) آنگاه مͬکنیم، انتخاب همانͬ تابعهای را g و f تابعهای اگر بوضوح،

مͬشود. نامیده استلزامͬ مشتق و مشبͺه ای مشتق جزئͬ، مشتق ترتیب، به سه، دو، ،ͷی نوع از

تعریف زیر صورت به را → و ⊙ عملهای و L = {٠, a, b, c, ١} کنید فرض .٣. ٢ مثال

ͬ کنیم: م

١ c b a ٠ ⊙

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a a ٠ a ٠ a

b b b ٠ ٠ b

c c b a ٠ c

١ c b a ٠ ١

١ c b a ٠ →

١ ١ ١ ١ ١ ٠

١ ١ b ١ b a

١ ١ ١ a a b

١ ١ b a ٠ c

١ c b a ٠ ١
و باشد همانͬ همریختͬ f(x) کنید فرض .[١٢] است خودتوان مانده مشبͺه ͷی L بنابراین



فروزش ف. فروزش١٣٧ ف. فروزش١٣٧ ف. ١٣٧

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را d(x) و g(x)

g (x) =

 ٠ x = ٠, a

١ x = b, c, ١

و

d (x) =


a x = ٠, a

١ x = b, ١

c x = c

که آنجایی از

a = d (a⊙ ٠) ̸= (a⊙ ٠) ∨ (٠ ⊙ a) = ٠

ͬ باشد نم دو نوع از ,f)‐مشتق g) ،d همچنین نیست. ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d لذا

زیرا

١ = d (b ∧ c) ≠ (d (b) ∧ f (c)) ∨ (g (b) ∧ d (c)) = c

زیرا نیست سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d و

١ = d (b → c) ̸= (١ → c) ∨ (١ → c) = c

تعریف زیر صورت به را → و ⊙ عمل های و زنجیر ͷی ،L = {٠, a, b, ١} اگر .٣. ٣ مثال

ͬ کنیم: م

→ ٠ a b ١

٠ ١ ١ ١ ١

a a ١ ١ ١

b ٠ a ١ ١

١ ٠ a b ١

⊙
٠ a b ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠ a a

b ٠ a b b

١ ٠ a b ١
x∧ y = min{x, y} اینجا در که است مانده مشبͺه ͷی (L, ∧, ∨, ⊙, →, ٠, ١) پس

و باشد همانͬ همریختͬ f اگر .[١٢] باشد x, y ∈ L هر برای x ∨ y = max{x, y} و

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را d٢(x)و d١(x) و g(x)

g (x) =

 ٠ x = ٠, a

١ x = b, ١



١٣٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١٣٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

d١ (x) =

 ٠ x = ٠, a

a x = b, ١

d٢ (x) =


a x = a

٠ x = ٠

١ x = ١, b

نیست سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی امˁا است دو و ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d١ آنگاه

زیرا

a = d١ (a → b) ̸= (d١ (a) → f (b)) ∨ (g (a) → d١ (b)) = ١

است. سه و دو ،ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ،d٢ ولͬ

است: برقرار زیر روابط لذا باشد، L روی ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر .۴ .٣ قضیه

،d (٠) = ٠ (١)

d(x)⊙f(x∗) = g(x)⊙d(x∗) = f(x)⊙d(x∗) = g(x∗)⊙d(x) = ٠ (٢)

f(x)∗, g(x)∗ ≤ d(x)∗ (٣)

و d (x) = d(x) ∨ (d (١)⊙ f (x)) (۴)

d (x) = d(x) ∨ (g (x)⊙ d (١)).

داریم: x, y ∈ L هر برای ،(١) (٣. ١) تعریف طبق (١) اثبات.

d (٠) = d (٠ ⊙ ٠) = (d (٠)⊙ f (٠))∨ (g (٠)⊙ d (٠)) = ٠

داریم: ،(٣. ١) تعریف و (١) قسمت به بنا (٢)

٠ = d (٠) = d (x⊙ x∗) = ( d (x)⊙ f (x∗) )∨ (g (x)⊙ d (x∗) )

ثابت ترتیب همین به .d (x) ⊙ f (x∗) = ٠ و g (x) ⊙ d (x∗) = ٠ آنگاه

اگر که ͬ شود م

٠ = d (٠) = d (x∗ ⊙ x) = ( d (x∗)⊙ f (x) )∨ (g (x∗)⊙ d (x) )

و d (x∗)⊙ f (x) = ٠ آنگاه

g (x∗)⊙ d (x) = ٠



فروزش ف. فروزش١٣٩ ف. فروزش١٣٩ ف. ١٣٩

داریم: ،(٢) قسمت به بنا هستند همریختͬ g و f چون (٣)

d (x)⊙ f (x)∗ = d (x)⊙ g (x)∗ = ٠

f(x)∗ ≤ d(x)∗ و g(x)∗ ≤ d(x)∗ ٢. ٢داریم گزاره به بنا آنگاه

داریم: ،(٣. ١) تعریف طبق (۴)

d (x) = d (x⊙ ١)

= (d (x)⊙ f (١)) ∨ (g (x)⊙ d (١))

= d (x) ∨ (g (x)⊙ d (١))

داریم: مشابه، بطور همچنین

d (x) = d (١ ⊙ x)

= (d (١)⊙ f (x)) ∨ (g (١)⊙ d (x))

= (d (١)⊙ f (x)) ∨ d (x) .

□

،x ≤ y که قسمͬ به x, y ∈ L و باشد ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر .۵ .٣ قضیه

است: برقرار زیر خواص آنگاه

،d (y∗ ⊙ x) = ٠ (١)

.d (y∗) ≤ f (x)∗, g(x)∗ و f(y)∗, g(y)∗ ≤ d(x)∗ (٢)

قسمت به بنا نتیجه در ،y∗ ≤ x∗ آنگاه ،x ≤ y داریم فرض طبق (١) اثبات.

آنگاه ،y∗ ⊙ x = ٠ داریم ، (٢) گزاره (٢)

d (y∗ ⊙ x) = d (٠) = ٠.

داریم ،(١) قسمت براساس (٢)

٠ =d (y∗ ⊙ x) = (d (y∗)⊙ f (x)) ∨ (g (y∗)⊙ d (x)).



١۴٠ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٠ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٠ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

قسمت (٢) گزاره طبق آنگاه d (y∗) ⊙ f (x) = g (y∗) ⊙ d (x) = ٠ آنگاه

داریم: ادامه در .g(y)∗ ≤ d(x)∗ و d(y∗) ≤ f(x)∗ داریم ،(٣)

٠ =d (x⊙ y∗) = (d (x)⊙ f (y∗)) ∨ (g (x)⊙ d (y∗))

(٢) گزاره طبق آنگاه .g (x) ⊙ f (y∗) = ٠ و g (x) ⊙ d (y∗) = ٠ آنگاه

.d(y∗) ≤ g(x)∗ و f(y∗) ≤ d(x)∗ داریم: ،(٣) قسمت

□

را f : L → L تابع ͷی باشد، مانده مشبͺه ͷی L اگر .۶ .٣ تعریف

.f (x ∨ y) = f(x) ∨ f(y) اگر گوییم حافظ∨ •

اگر گوییم استلزام حافظ •

f (x → y) = f(x) → f(y).

اگر گوییم حافظ⊙ •

f (x⊙ y) = f(x)⊙ f(y).

d (x∗) = d(x) اگر باشد. L روی ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ٧ گزاره

برقرارند: زیر شرایط آنگاه ،x ∈ L هر برای

.d (١) = ٠ (١)

.d (x∗)⊙ g (x) = ٠ و d (x)⊙ f (x∗) = ٠ (٢)

.d = ٠ داریم آنگاه باشد، همنوا d اگر (٣)

داریم ،(۴ .٣) قضیه به بنا (١) اثبات.

d (١) = d (٠∗) = d (٠) = ٠

داریم (٢)

٠ = d (٠) = d (x⊙ x∗) = ( d (x)⊙ f (x∗) )∨ (g (x)⊙ d (x∗) )

.d (x∗)⊙ g (x) = ٠ و d (x)⊙ f (x∗) = ٠ نتیجه در



فروزش ف. فروزش١۴١ ف. فروزش١۴١ ف. ١۴١

هر برای d (x) ≤ d (١) = ٠ داریم همنوا، d و x ∈ L هر برای x ≤ ١ چون (٣)

.d = ٠ بنابراین ،x ∈ L

□

،n > ١ برای آنگاه باشد. ͷی نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر .٣. ٨ قضیه

d (xn) = d (x)⊙
[
f
(
xn−١)∨ g

(
xn−١)∨ (

f (x)⊙ g
(
xn−٢))

∨
(
g
(
xn−٣)⊙ f

(
x٢))∨ · · · ∨

(
f
(
xn−٢)⊙ g (x)

)
.

تعریف (١) به بنا ͬ آوریم. م بدست n = ٢ برای ریاضͬ استقرای از استفاده با اثبات.

داریم ،(٢) گزاره (۴) به بنا و (٣. ١)

d
(
x٢) = d (x⊙ x)

= (d (x)⊙ f (x)) ∨ (g (x)⊙ d (x))

= d(x)⊙ (f (x) ∨ g (x))

(۴) و (٣. ١) تعریف (١) به بنا صورت این در باشد برقرار n− ١ برای حͺم کنید فرض حال

داریم: ، (٢) گزاره

d (xn) = d
(
xn−١ ⊙ x

)
=

(
d
(
xn−١)⊙ f (x)

)
∨
(
g
(
xn−١)⊙ d (x)

)
= ((d (x)⊙ (f

(
xn−٢) ∨ g

(
xn−٢)∨(

f (x)⊙ g
(
xn−٣)) ∨ · · · ∨

(
g
(
xn−۴)⊙ f

(
x٢))

∨
(
f
(
xn−٣)⊙ g (x)

)
))⊙ f (x)) ∨

(
g
(
xn−١)⊙ d (x)

)
= d (x)⊙ [ f

(
xn−١) ∨ (

g
(
xn−٢)⊙ f (x)

)
∨
(
f
(
x٢)⊙ g

(
xn−٣)) ∨ · · ·

· · · ∨
(
g
(
xn−۴)⊙ f

(
x٣)) ∨ (

f
(
xn−٢)⊙ g (x)

)
∨ g

(
xn−١)

□ ͬ شود. م ثابت حͺم بنابراین

L روی سه نوع از استلزام حافظ ,f)‐مشتق g) ͷی d و d(١) ̸= ١ کنید فرض .٣. ٩ قضیه

.d(١) ≤ d(x) آنگاه ͬ باشد. م نیز خطͬ مرتب که باشد



١۴٢ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٢ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٢ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

داریم ،(۶ .٣) تعریف به بنا لذا ،d(١) ̸= ١ چون اثبات.

d (١) = d (x → ١) = d(x) → d(١).(∗)

آنگاه d(x) ≤ d(١) اگر .d(١) ≤ d(x) یا d(x) ≤ d(١) آنگاه است، خطͬ مرتب L چون

نتیجه در است. تناقض این و d (١) = ١ داریم (*) طبق لذا d (x) → d (١) = ١ داریم

□ .d(١) ≤ d(x) بنابراین .d (١) → d (x) = ١ لذا .d(١) ≤ d(x)

یͺنواست. d آنگاه باشد، استلزام حافظ ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر .٣. ١٠ گزاره

خواهیم لذا است استلزام حافظ d چون .x → y = ١ لذا ،x ≤ y کنید فرض اثبات.

داشت

١ = d (١) = d (x → y) = d(x) → d(y).

□ یͺنواست. d بنابراین .d(x) ≤ d(y) نتیجه در

برقرارند: زیر شرایط آنگاه باشد. سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ١١ قضیه

.d(٠) ≥ d(١)∗ و d (١) = ١ (١)

.d(x) ≤ f(x) یا g(x) ≤ d(x) (٢)

.d(x∗) ≥ g(x) → d(٠) (٣)

.d(x) ≥ f(x) (۴)

داریم: (١) (٣. ١) تعریف و (١) ٢. ٢ گزاره به بنا (١) اثبات.

d (١) = d (١ → ١) = (d (١) → f (١)) ∨ (g (١) → d (١)) = ١ ∨ d (١) = ١

داریم: ،(١) ٢. ٢ تعریف و (١) ٢. ٢ گزاره به بنا همچنین

d (٠) = d (١ → ٠) = (d (١) → f (٠)) ∨ (g (١) → d (٠)) = d(١)∗ ∨ d (٠)

.d(٠) ≥ d(١)∗ داریم بنابراین

داریم: ،(٢) ٢. ٢ گزاره و (١) قسمت به بنا (٢)

١ = d (١) = d (x → x) = (d (x) → f (x)) ∨ (g (x) → d (x))

٢. ٢ گزاره به بنا لذا ،g (x) → d (x) = ١ یا d (x) → f (x) = ١ داریم آنگاه

.d(x) ≤ f(x) یا g(x) ≤ d(x) داریم ،(٢)



فروزش ف. فروزش١۴٣ ف. فروزش١۴٣ ف. ١۴٣

داریم: ،(٣) (٣. ١) تعریف به بنا (٣)

d (x∗) = d (x → ٠)

= (d (x) → f (٠)) ∨ (g (x) → d (٠))

= d (x)∗ ∨ (g (x) → d (٠))

داریم: (١) قسمت و (١) ٢. ٢ گزاره به بنا (۴)

d (x) = d (١ → x)

= (d (١) → f (x)) ∨ (g (١) → d (x))

= (d (١) → f (x)) ∨ d (x) .

داریم آنگاه

d (x) ≥ d (١) → f (x) = ١ → f (x) = f (x) .

□

f(F ) آنگاه باشد، یͺریختͬ f : L → L و L از فیلتر ͷی F کنید فرض .٣. ١٢ ملاحظه

.[٣] است L از فیلتر ͷی

یͺریختͬ g و f که قسمͬ به باشد L روی ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ١٣ گزاره

آنگاه باشد، L از فیلتر ͷی F و باشند

d(F ) ⊆ f(F ).

به بنا حال .y = d(x) که قسمͬ به دارد وجود x ∈ F آنگاه ،y ∈ d(F ) اگر اثبات.

f(F ) قبل نکته به بنا و f(x) ∈ f(F ) و f (x) ≤ d (x) = y داریم ،(۴) (٣. ١١) قضیه

□ .d(F ) ⊆ f(F ) بنابراین ،y ∈ f(F ) داشت خواهیم لذا است فیلتر ͷی

،x ∈ L هر برای d (x∗) = d(x) و باشد سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d اگر .١۴ .٣ گزاره

برقرارند: زیر شرایط آنگاه

.d (٠) = ١ (١)

.d = ١ آنگاه باشد، یͺنوا d اگر (٢)



١۴۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴۴ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

.d (٠) = d (١∗) = d (١) = ١ داریم (١) اثبات.

هر برای ،١ = d(٠) ≤ d(x) لذا یͺنواست، d و x ∈ L هر برای ٠≤x چون (٢)

.d = ١ بنابراین .x ∈ L

□

هر برای x ≤ y که قسمͬ به باشد سه نوع از ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .١۵ .٣ قضیه

برقرارند: زیر شرایط ،x, y ∈ L

.d (x → y) = ١ (١)

.g(x) ≤ d(y) یا d(x) ≤ f(y) (٢)

.g(y∗) ≤ d(x∗) یا d(y∗) ≤ f(x∗) (٣)

d (x → y) داشت= خواهیم لذا و x → y = ١ آنگاه ،x ≤ y چون (١) اثبات.

.d (١) = ١

داریم: ،(٣) (٣. ١) تعریف و (١) قسمت به بنا (٢)

١ = d (x → y) = (d (x) → f (y)) ∨ (g (x) → d (y)).

یا d(x) ≤ f(y) نتیجه در .g (x) → d (y) = ١ یا d (x) → f (y) = ١ لذا

.g(x) ≤ d(y)

y∗ → x∗ = ١ نتیجه در و y∗ ≤ x∗ ،(۵) ٢. ٢ گزاره به بنا پس ،x ≤ y چون (٣)

داریم: بنابراین و

١ = d (١) = d (y∗ → x∗) = (d (y∗) → f (x∗)) ∨ (g (y∗) → d (x∗)).

.g(y∗) ≤ d(x∗) یا d(y∗) ≤ f(x∗) داریم نتیجه در

□

و ͬ دهیم م نمایش Derp(L) با را L روی حافظ⊙ ,f)‐مشتقهای g) همه مجموعه

d • d′ (x) = d(x) ⊙ d′(x) صورت به را • دوتایی عمل d, d′ ∈ Derp(L) هر برای

ͬ کنیم. م تعریف

است. گروه نیم ͷی(Derp (L) , • ) .١۶ .٣ قضیه



فروزش ف. فروزش١۴۵ ف. فروزش١۴۵ ف. ١۴۵

d • d′ ͬ کنیم م ثابت باشند. L از حافظ⊙ ,f)‐مشتق g) دو d′ و d کنید فرض اثبات.

داریم: تعریف به بنا و x, y ∈ L هر برای است. حافظ⊙ ,f)‐مشتق g) ͷی نیز

d • d′ (x⊙ y) = d (x⊙ y)⊙ d′ (x⊙ y)

= d (x)⊙ d (y)⊙ d′ (x)⊙ d′ (y)

= d • d′ (x)⊙ d • d′ (y)

d, d′, d′′ ∈ کنید فرض ͬ باشد. م L از حافظ⊙ ,f)‐مشتق g) ͷی d • d′ بنابراین

اگر .d • (d′ • d′′) = (d • d′) • d′′ یعنͬ ͬ کنیم م ثابت را پذیری شرکت ویژگͬ ،Derp(L)

داریم: تعریف و قرارداد به بنا آنگاه ،x, y ∈ L

(d • (d′ • d′′))(x⊙ y) = d(x⊙ y)⊙ (d′ • d′′)(x⊙ y)

= (d (x)⊙ d (y))⊙
(
d′ (x⊙ y)⊙ d′′ (x⊙ y)

)
= (d (x)⊙ d (y))⊙

((
d′ (x)⊙ d′ (y)

)
⊙
(
d′′ (x)⊙ d′′ (y)

))
=

(
(d (x)⊙ d (y))⊙

(
d′ (x)⊙ d′ (y)

))
⊙
(
d′′ (x)⊙ d′′ (y)

)
=

(
d (x⊙ y)⊙ d′ (x⊙ y)

)
⊙ d′′ (x⊙ y)

= d • d′ (x⊙ y)⊙ d′′ (x⊙ y)

=
((
d • d′

)
• d′′

)
(x⊙ y)

□ است. گروه نیم ͷی (Derp (L) , • ) بنابراین

آنگاه باشد. ͷی نوع از ناصفر حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ١٧ گزاره

.d(B (L)) ⊆ B(L)

که قسمͬ به x ∈ B(L) ͷی دارد وجود آنگاه .y ∈ d(B (L)) که کنید فرض اثبات.

همچنین ،y = d(x)

y ∨ y = d (x) ∨ d (x) = d (x ∨ x) = d (x) = y.

□ .y ∈ B(L) بنابراین

مرتب بولͬ مانده مشبͺه در ͷی نوع از حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ١٨ قضیه

.d (١) = ١ یا d = ٠ آنگاه باشد. L خطͬ



١۴۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴۶ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)

آنگاه .d (١) ̸= ١ و باشد ͷی نوع از حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض اثبات.

داریم: ،x ∈ L هر برای

d (١) = d (x ∨ x∗) = d(x) ∨ d(x∗).

،x ∈ L هر برای اگر .(١) حالت .x ∈ L هر برای d (x∗) = d(١) یا d (x) = d(١) آنگاه

آنگاه ٠ = d (٠) = d(١) ̸= ١ ͬ دهد م نتیجه x = ٠ ͬ دهیم م قرار باشد، d (x) = d(١)

d (x) = ٠ لذا .٠ = d (١) = d (x ∨ ١) = d(x) ∨ d(١) داریم طرفͬ از .d (١) = ٠

d = ٠ بنابراین ،x ∈ L هر برای

ͬ دهد م نتیجه ،x = ١ ͬ دهیم م قرار باشد، d (x∗) = d(١) ،x ∈ L هر برای اگر .(٢) حالت

نتیجه (١) حالت مشابه و d (١) = ٠ داریم صورت این در .٠ = d (٠) = d (١∗) = d(١)

□ .d = ٠ ͬ گیریم م

همانͬ تابع ͷی g و باشد بولͬ خطͬ مرتب مانده مشبͺه ͷی L کنید فرض .٣. ١٩ قضیه

اگر باشد L روی حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d٢ و d١ کنید فرض همچنین باشد آن روی

.d٢ = ٠ یا d١ = ٠ آنگاه d١d٢ = ٠

،(٣. ١٨) قضیه و (۴ .٣) قضیه به بنا آنگاه .d٢ ̸= ٠ و d١d٢ = ٠ کنید فرض اثبات.

داریم: x ∈ L هر برای

d١d٢ (x) = d١ (d٢ (x))

= d١(d٢(x) ∨ (g (x)⊙ d٢ (١))

= d١d٢ (x) ∨ d١ (g (x)⊙ d٢ (١))

= d١d٢ (x) ∨ (d١ (g (x)⊙ ١))

= d١(g (x))

برای d١ (x) = ٠ پس است همانͬ g چون اینرو از ،x ∈ L هر برای d١ (g (x)) = ٠ پس

□ .d١ = ٠ بنابراین ،x ∈ L هر

مرتب مشبͺه روی ͷی نوع از ناصفر حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ٢٠ قضیه

آنگاه باشد. L بولͬ خطͬ

d(x٢) ≤ d(x)٢.



فروزش ف. فروزش١۴٧ ف. فروزش١۴٧ ف. ١۴٧

d (x) = و d (x) = d(x) ∨ (g (x)⊙ d (١)) داریم ،(۴) (۴ .٣) قضیه به بنا اثبات.

بنابراین .d (١) = ١ لذا ،d ̸= ٠ چون ،(٣. ١٨) قضیه به بنا ،d(x) ∨ (f (x) ⊙ d (١))

.g (x) , f(x) ≤ d(x) ͬ شود م نتیجه لذا d (x) = d(x)∨f (x) و d (x) = d(x)∨g (x)

داریم: ،(١) (٣. ١) تعریف به بنا آنگاه

d
(
x٢) = d (x⊙ x) = (d (x)⊙ f (x)) ∨ (g (x)⊙ d (x))

(d (x)⊙ d (x)) ∨ (d (x)⊙ d (x))

= (d (x)⊙ d (x))

= d(x)٢

□

خطͬ مرتب مشبͺه در یͺنوا و ناصفر حافظ∨ ,f)‐مشتق g) ͷی d کنید فرض .٣. ٢١ قضیه

آنگاه باشد. ١ ثابت مقدار ،g یا f توابع از ͬͺی که قسمͬ به باشد L بولͬ

است. L از فیلتر ͷی d−١ (١) = {x ∈ L| d (x) = ١}

.١ ∈ d−١ (١) بنابراین d (١) = ١ نتیجه در d ̸= ٠ چون ،(٣. ١٨) قضیه به بنا اثبات.

به بنا اینرو از .d (y) = ١ و d (x) = ١ آنگاه باشد، x, y ∈ d−١ کنید(١) فرض حال،

داریم: ،(١) (٣. ١) تعریف

d (x⊙ y) = (d (x)⊙ f (y)) ∨ (g (x)⊙ d (y))

= f (y) ∨ g (x)

= ١

،x ∈ d−١ (١) و x ≤ y اگر و ١ ∈ d−١ (x⊙ y) آنگاه و d (x⊙ y) = ١ داریم آنگاه

بنابراین .d (y) = ١ داریم آنگاه ، d (x) = ١ و d(x) ≤ d(y) داریم صورت این در

□ .y ∈ d−١ (١)

قدردانͬ و تشͺر

نمایم. قدردانͬ و تشͺر داوران تمامͬ زحمات از که دانم مͬ لازم خود بر اینجا در



١۴٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)١۴٨ مانده مشبͺه های در ,f)‐مشتقات g)
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