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نااستاندارد بازۀ به [٠, ١] استاندارد بازۀ از لوکاش˼ویچ منطق گسترش به مقاله این در چͺیده.

بی نهایت اعداد شامل ،ͷی و صفر بین حقیقͬ اعداد بر علاوه بازه این ͬ پردازیم. م ∗[٠, ١]

همچنین و ریاضͬ دید از فازی منطق بر مروری ابتدا هست. نیز مقادیر این به ͷنزدی

آنالیز در انتقال اصل از استفاده با سپس داشت. خواهیم نااستاندارد آنالیز مقدمات

نااستاندارد بازۀ در MV منطقͬ ͬ های ویژگ و جبری ساختار که ͬ دهیم م نشان نااستاندارد

از ͬ توان م استنتاج، قواعد یا اصول در تغییر به نیاز بدون بنابراین، ͬ شوند. م حفظ نیز

زیادی حدود «تا یا چشم پوشͬ» «قابل نظیر زبانͬ مفاهیم مدل سازی برای نااستاندارد مقادیر

چون حوزه هایی در چارچوب این کاربردی ظرفیت های این، بر افزون برد. بهره پذیرفتنͬ»

است. توجه قابل مصنوعͬ هوش و فازی کنترل خبره، سیستم های

١. مقدمه

عضوی دو مجموعۀ جای به [٠, ١] استاندارد یͺۀ بازۀ کردن جایͽزین با فازی منطق های

و قطعیت عدم شرایط در استدلال برای مناسبی ابزار ،ͷکلاسی منطق صدق درجات از {٠, ١}
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١١٠ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٠منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٠منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

ͬ های شرط و پیوسته t−نرم های بر مبتنͬ که ١BL منطق آن ها، میان در آورده اند. فراهم تقریب

به خاص شرایط افزودن با که ͬ شود م مطرح کلͬ چارچوب ͷی به عنوان است، آن ها الحاقͬ

منطق حوزۀ به منطق این ([۶]) ͬ آیند. م دست به ضربی و گودل لوکاش˼ویچ، منطق های آن،

([۴]) است. یافته گسترش نیز اول مرتبۀ

ظرافت به نیاز موقعیت ها از بسیاری در ،[٠, ١] استاندارد بازۀ قبول قابل کارایی وجود با

درست»، «تقریباً همچون عباراتͬ نمونه، برای ͬ شود. م احساس صدق درجات بیان در بیشتر

درجاتͬ با است بهتر که ͬ کنند م القا را مفاهیمͬ پذیرفتنͬ» زیادی حدود «تا یا چشم پوشͬ» «قابل

اعداد از استفاده با ͬ توان م را درجاتͬ چنین شوند. مدل سازی حقیقͬ مقادیر به ͷنزدی بی نهایت

کرد. بیان نااستاندارد

به طور که دارد نیوتون انتگرال و دیفرانسیل حساب در ریشه نااستاندارد، اعداد مطالعۀ

اعتراضاتͬ اعداد این پارادوکس گونۀ ماهیت کرد. استفاده ͷکوچ بی نهایت اعداد از ضمنͬ،

آن ها گرفتن جدی از مانع انتگرال و دیفرانسیل حساب فراوان کاربردهای اما داشت؛ پی در

به ، ددکیند۵ و ریمان۴ ، وایرشتراوس٣ ، کوش٢ͬ همچون ریاضیدانانͬ نوزدهم، قرن در شد.

ریاضیات از ͷکوچ بی نهایت اعداد حذف آن نتیجۀ و شدند مشغول ریاضͬ آنالیز کردن دقیق

جدید، ریاضͬ منطق روش های از استفاده با بار این مفهوم، این دوباره بیستم قرن در اما بود.

([١ ،١١]) شد. مطرح

به ویژه فازی، منطق های صدق درجات مجموعۀ گسترش نحوۀ بررسͬ مقاله، این هدف

ساختار تنها نه گسترش این که داد خواهیم نشان ما است. نااستاندارد بازۀ به لوکاش˼ویچ، منطق

را مبهم مفهوم های ظریف تر ریاضͬ مدل سازی امͺان بلͺه ͬ دهد، نم تغییر را منطق ها این

(«تقریباً»، زبانͬ اصلاح گرهای مدل سازی مانند کاربردهایی در ویژگͬ این ͬ آورد. م فراهم

با چندمعیاره تصمیم گیری های و مرده، ناحیۀ با فازی کنترلرهای طراحͬ چشم پوشͬ»)، «قابل

به یا نااستاندارد حقیقͬ اعداد از استفاده دیͽر، طرف از دارد. اهمیت حساس، آستانه های

و شود جدید جبری و منطقͬ دستگاه های معرفͬ زمینه ساز ͬ تواند م ابرحقیق۶ͬ، دیͽر عبارت

کند. ایجاد فازی سیستم های نظری مطالعۀ در جدیدی موج
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امینͬ ع. م. و منیری م. امین١١١ͬ ع. م. و منیری م. امین١١١ͬ ع. م. و منیری م. ١١١

ریاضͬ دید از فازی منطق .٢

و [۶] ،[٣] فصل، این اصلͬ مراجع داشت. خواهیم فازی منطق بر مروری فصل، این در

هستند. [٩]

وابسته. منطق های و t‐نرم ها .٢. ١

فازی» «استلزام ͷی ⇒: [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١] نگاشت فازی). (استلزام ٢. ١ تعریف

:( x⇒ y بنویسیم ⇒ (x, y) به جای (اگر هرگاه ͬ شود م نامیده

٠ ⇒ ٠ = ١, ٠ ⇒ ١ = ١, ١ ⇒ ١ = ١, ١ ⇒ ٠ = ٠

استلزام ارزش جدول همان ،{٠, ١} به متغیرها مجموعۀ کردن محدود با به عبارت دیͽر،

آید. بدست ͷکلاسی

«اشتراک ͷی ، T : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١] دوتایی عمل پیوسته). (t−نُرم  ٢. ٢ تعریف

در y٢, y١, x٢, x١, z, y, x هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده «t−نُرم ») یا مثلثͬ» «نُرم (یا فازی»

باشیم: داشته [٠, ١]

T (x, ١) = x (مرزی): همانͬ (١)

T (x, y) = T (y, x) جابجایی: (٢)

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) شرکت پذیری: (٣)

T (x١, y١) ≤ T (x٢, y٢) آن گاه y١ ≤ y٢ و x١ ≤ x٢ اگر یͺنوایی: (۴)

پیوسته [٠, ١] به [٠, ٢[١ از تابع ͷی به عنوان اگر ͬ نامیم م پیوسته» «t−نرم  ͷی را t−نرم  ͷی

باشد.

Tm(x, y) = min{x, y} مینیمم: • اصلͬ). t−نرم  (سه ٢. ٣ مثال

TP (x, y) = x · y ضربی: •

TŁ(x, y) = max{٠, x+ y − ١} لوکاش˼ویچ: •

هستند. پیوسته راست و چپ از بالا، t−نرم  سه هر

زیر نگاشت ،T پیوستۀ چپ از t−نرم  ͷی برای الحاقͬ). شرط یا (R−استلزام ۴ .٢ تعریف

⇒
T
: [٠, ١]× [٠, ١] → [٠, ١]



١١٢ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٢منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٢منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

تعریف با

x⇒
T
y = sup{z ∈ [٠, ١] | T (x, z) ≤ y}

ͬ شود. م نامیده T بر مبتنͬ ͬ مانده ای») باق «استلزام (یا «R−استلزام»

ͬ کند. م تضمین را ⇒
T

یͺتایی̞ و وجود تعریف، این

استلزام ͷی بنابراین و ͬ کند م صدق فازی استلزام تعریف در R−استلزام، هر به علاوه،

است. فازی

و T پیوستۀ چپ از t−نرم  هر ازای به ͬ مانده ای). باق استلزام پایه ای ͬ های (ویژگ ۵ .٢ گزاره

برقرارند: زیر خواص ، x, y, z, x١, x٢, y١, y٢ ∈ [٠, ١] هر

x⇒
T
x = ١ بازتابی: خاصیت •

(x٢ ⇒
T
y) ≤ (x١ ⇒

T
y) آن گاه y١ ≤ y٢ و x١ ≤ x٢ اگر یͺنوایی: خاصیت •

(x⇒
T
y١) ≤ (x⇒

T
y٢) و

(١ ⇒
T
y) = y و (٠ ⇒

T
y) = ١, (x⇒

T
١) = ١ مرزی: خواص •

(x⇒
T
y) = ١ اگر تنها و اگر x ≤ y ترتیبی: هم ارزی خاصیت •

T (x, x⇒
T
y) ≤ y قطع: قانون •

آن بر مبتنͬ ⇒R−استلزام
T

و پیوسته چپ از t−نرم  ͷی T اگر ͬ مانده ). باق (قانون ۶ .٢ گزاره

است: برقرار زیر رابطۀ ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به آن گاه باشد،

T (x, z) ≤ y اگر تنها و اگر z ≤ (x⇒
T
y)

t−نرم  ͬ ماندۀ باق دقیقاً ⇒
T

ͬ کند م بیان که ͬ شود م نامیده ͬ مانده»١ باق «قانون خاصیت، این

است. T

اصلͬ) t−نرم  سه با متناظر (R−استلزام های .٢. ٧ مثال

و x⇒
G
y = ١ آن گاه x ≤ y «اگر به صورت مینیمم، t−نرم  بر مبتنͬ R−استلزام  •

ͬ شود. م نامیده گودل» «استلزام و است «y صورت این غیر در

و x⇒
P
y = ١ آن گاه x ≤ y «اگر به صورت ضربی، t−نرم  بر مبتنͬ R−استلزام  •

ͬ شود. م نامیده گوگن» یا ضربی «استلزام و است «y/x صورت این غیر در
1Residuation Law



امینͬ ع. م. و منیری م. امین١١٣ͬ ع. م. و منیری م. امین١١٣ͬ ع. م. و منیری م. ١١٣

به صورت لوکاش˼ویچ، t−نرم  بر مبتنͬ R−استلزام  •

x⇒
Ł
y = min{١, ١ − x+ y}

ͬ شود. م نامیده لوکاش˼ویچ» «استلزام و است

BL−جبر. و مشبͺه .٢. ٢

به صورت جبری ساختاری ،L غیرتهͬ مجموعۀ روی «مشبͺه» ͷی (مشبͺه). ٢. ٨ تعریف

L = (L,∧,∨, ↓, ↑)

باشد: برقرار زیر ͬ های ویژگ ، x, y, z ∈ L هر برای که به طوری است (٢, ٢, ٠, ٠) نوع از

x ∨ y = y ∨ x و x ∧ y = y ∧ x جابجایی: (١)

(x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) و (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) شرکت پذیری: (٢)

(x ∨ y) ∧ x = x و (x ∧ y) ∨ x = x جذب: (٣)

x∨ ↓= x و x∧ ↑= x مرزها: (۴)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ≤ جزئͬ ترتیب رابطۀ ،L روی همچنین

(x ∨ y = y معادل به طور (یا x ∧ y = x اگر تنها و اگر x ≤ y

به صورت جبری ساختار ͷی ͬ مانده ای»١، باق «مشبͺۀ ͷی ͬ مانده ای). باق (مشبͺۀ ٢. ٩ تعریف

A = (A,∧,∨,⊙,⇒, ↓, ↑)

به طوری که: است (٢, ٢, ٢, ٢, ٠, ٠) نوع از

آن بالای کران ↑ و پایین کران ↓ که است کران دار مشبͺۀ ͷی (A,∧,∨, ↓, ↑) •

است.

خواص دارای x, y, z ∈ L هر برای یعنͬ است؛ جابجایی تکوار٢ ͷی (A,⊙, ↑) •

است: زیر

(x⊙ y)⊙ z = x⊙ (y ⊙ z) شرکت پذیری: (١)

x⊙ ↑= x =↑ ⊙x همانͬ: عضو (٢)

x⊙ y = y ⊙ x جابجایی: (٣)
1residuated lattice
2monoid



١١۴ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١۴منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١۴منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

z ≤ (x⇒ y) اگر تنها و اگر (x⊙ z) ≤ y ͬ مانده: باق قانون •

خواص دارای که است ͬ مانده ای باق مشبͺۀ ͷی «BL−جبر»، ͷی (BL−جبر). ٢. ١٠ تعریف

باشد: زیر

(x⇒ y) ∨ (y ⇒ x) =↑ پیش خطͬ: •

x ∧ y = x⊙ (x⇒ y) تقسیم پذیری: •

ساختار آن گاه باشد، پیوسته t−نرم  ͷی T اگر .٢. ١١ قضیه

([٠, ١],min,max, T,⇒
T
, ٠, ١)

است. BL−جبر ͷی

گودل، t−نرم  سه از خاصͬ ترکیب ،[٠, ١] روی پیوسته t−نرم هر که کرد ثابت ͬ توان م

است. لوکاش˼ویچ و ضربی

MV‐جبر ͷی A = (A,∧,∨,⊙,⇒, ↓, ↑) یBLͷ‐جبر MV‐جبر). ) ٢. ١٢ تعریف

باشد. برقرار آن در x = ((x⇒ ٠) ⇒ ٠) اتحاد هرگاه است

انتقال اصل و ابرحقیقͬ اعداد نااستاندارد، آنالیز .٣

مراجع داشت. خواهیم نااستاندارد آنالیز پایه ای مفاهیم بر مختصر مروری فصل، این در

.[١١] و [١٠] ،[۵] از هستند عبارت  اصلͬ

U چون مجموعه ای ،(N) طبیعͬ اعداد مجموعۀ روی «فرافیلتر»١ ͷی (فرافیلتر). ٣. ١ تعریف

باشد: داشته را زیر شرایط که است N زیرمجموعه های از متشͺل

∅ /∈ U •

B ∈ U آن گاه ، A ⊆ B ⊆ N و A ∈ U اگر •

A ∩B ∈ U آن گاه ، A,B ∈ U اگر •

است. U در N\A یا A مجموعۀ دو از ͬͺی دقیقاً ، A ⊆ N هر برای •

خاص مجموعۀ ͷی شامل مجموعه های همۀ از متشͺل دقیقاً هرگاه است اصلͬ فیلتر، ͷی

تمام شامل که است n٠ ∈ N نقطۀ در اصلͬ فرافیلتر فرافیلتر، از مثال ͷی باشد. N در

غیر فرافیلتر ͷی به نااستاندارد، آنالیز در اما .n٠ ∈ A که ͬ شود م N از A زیرمجموعه های
1ultrafilter



امینͬ ع. م. و منیری م. امین١١۵ͬ ع. م. و منیری م. امین١١۵ͬ ع. م. و منیری م. ١١۵

حد در که کرد اثبات ͬ توان م و ͬ شود م ناشͬ انتخاب اصل از آن وجود که داریم نیاز اصلͬ

است. یͺتا یͺریختͬ،

N در (a.e.) همه جا تقریباً P (x١, . . . , xk) خاصیت همه جا). گوییم (تقریباً ٣. ٢ تعریف

دنبالۀ ͷی n که جایی باشد، U در {n|P (n)} ،U غیراصلͬ فرافیلتر به ازای اگر است برقرار

است. N اعضای از دلخواه k‐عضوی

⟨x⟩ = مانند حقیقͬ اعداد از نامتناهͬ دنباله های مجموعۀ ابرحقیقͬ). (اعداد ٣. ٣ تعریف

تعریف با ͬ توان م را حقیقͬ اعداد روی عمل هر ͬ شود. م داده نشان R∞ با ⟨x١, x٢, x٣, ...⟩

مثال: برای داد؛ گسترش R∞ روی عملͬ به جمله به جمله،

⟨a⟩+ ⟨b⟩ = ⟨a١ + b١, a٢ + b٢, ...⟩

یا و

max{⟨a⟩, ⟨b⟩} = ⟨max{a١, b١},max{a٢, b٢}, ...⟩

برقرار همه جا تقریباً ai = bi برابری هرگاه a =
a.e.

b ͬ نویسیم م ⟨a⟩, ⟨b⟩ ∈ R∞ هر برای

R∞ به شیوه همین به ͬ توان م را حقیقͬ اعداد مورد در دیͽری حͺم هر این، بر علاوه باشد.

باشد. برقرار همه جا تقریباً ai ≤ bi اگر فقط و اگر ⟨a⟩ ≤
a.e.

⟨b⟩ مثال، برای داد؛ گسترش

R∞ روی خارج قسمتͬ حلقه ای ، =
a.e.

حسب بر تعریف شده هم ارزی رده های مجموعۀ

نامیده ابرحقیقͬ» «عدد ͷی [⟨x⟩] ∈ ∗R کلاس هر ͬ شود. م نامیده ∗R که ͬ دهد م تشͺیل

ردۀ با ͬ توان م را r ∈ R هر زیرا هست؛ نیز R همۀ شامل ∗R که دید ͬ توان م ͬ شود. م

هم ارزی ردۀ ͷی در ⟨y⟩ و ⟨x⟩ دنبالۀ دو اگر گرفت. نظر در ͬͺی [⟨r, r, r, ...⟩] هم ارزی

ͬ شوند؛ م تعریف مؤلفه ای به صورت ∗R روی جبری اعمال .⟨x⟩ ≡ ⟨y⟩ ͬ نویسیم م باشند،
∗R روی ترتیب و [⟨x⟩] · [⟨y⟩] = [⟨x⟩ · ⟨y⟩] و [⟨x⟩] + [⟨y⟩] = [⟨x⟩+ ⟨y⟩] مثال، برای

ͬ شود: م تعریف صورت این به نیز

⟨x⟩ ≤
a.e.

⟨y⟩ هرگاه [⟨x⟩] ≤ [⟨y⟩]

⟨x⟩ ≡ اگر یعنͬ هستند؛ نماینده انتخاب از مستقل بالا، تعریف های که داد نشان ͬ توان م

مثال: طور به آن گاه ،⟨y⟩ ≡ ⟨y′⟩ و ⟨x′⟩

[⟨x⟩] + [⟨y⟩] = [⟨x′⟩] + [⟨y′⟩] (١)

[⟨x⟩] · [⟨y⟩] = [⟨x′⟩] · [⟨y′⟩] (٢)



١١۶ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١۶منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١۶منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

.⟨x′⟩ ≤
a.e.

⟨y′⟩ اگر فقط و اگر [⟨x⟩] ≤ [⟨y⟩] (٣)

هر برای ضمناً است. مرتب میدان ͷی تعریف شده، ترتیب و عمل ها با ∗R .۴ .٣ قضیه

و [⟨x⟩] = [⟨y⟩] و [⟨x⟩] < [⟨y⟩] حالت سه میان از ،[⟨x⟩], [⟨y⟩] ∈ ∗R عنصر دو

است. برقرار ͬͺی دقیقاً [⟨x⟩] > [⟨y⟩]

است R از گسترشͬ ∗R گفت ͬ توان م اخیر، لم دو و ابرحقیقͬ اعداد تعریف به توجه با

نشاند. آن در را R ͬ توان م و

«ͷبی نهایت کوچ «عدد ͷی x ∈ ∗R .(ͷبی نهایت نزدی کران دار، ،ͷبی نهایت کوچ) ۵ .٣ تعریف

کران دار» «عدد ͷی x ∈ ∗R .|x| < ١/n باشیم داشته n ∈ N هر برای اگر ͬ شود م نامیده

به علاوه، .|x| < n باشیم داشته n ∈ N ͷی حداقل برای اگر ͬ شود م نامیده محدود» «عدد یا

x− y هرگاه x ≈ y ͬ نویسیم م و ͬ شوند م گفته هم» به ͷنزدی «بی نهایت R عضو y و x هر

باشد. ͷکوچ بی نهایت ١/x هرگاه است بزرگ بی نهایت x باشد. ͷکوچ بی نهایت

است. یافته گسترش ابرحقیقͬ اعداد به طبیعͬ به طور قدرمطلق تابع فوق، تعریف در

ببینید.) را ٣. ٨ لم از پس (پاراگراف

است. محدود و ͷکوچ بی نهایت عدد ͷی [⟨١, ١
٢ ,

١
٣ , . . .⟩] (١) .۶ .٣ مثال

است. بزرگ بی نهایت عدد ͷی [⟨١, ٢, . . .⟩] (٢)

حقیقͬ عدد ͷی ،x کران دار ابرحقیقͬ عدد هر به ازای استاندارد). جزء تعریف و (لم ٣. ٧ لم

ͬ نامیم م «x استاندارد «جزء را حقیقͬ عدد این است. ͷنزدی x به بی نهایت که دارد وجود یͺتا

.st(r) = r داریم r حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم. م نمایش st(x) با و

داریم: a ∈ R و کران دار x, y ∈ ∗R هر برای استاندارد). جزء پایه ای (خواص ٣. ٨ لم

st(x) ≤ st(y) آن گاه x ≤ y اگر یͺنوایی: •

st(x ·y) = st(x) · st(y) و st(x+y) = st(x)+ st(y) جبری: خواص •

آن گاه ∗٠ ≤ x, y ≤ ∗١ اگر : max و min توابع و کران ها •

st(min{x, y}) = min{st(x), st(y)} (١)

st(max{x, y}) = max{st(x), st(y)} (٢)

برای ͬ گیرد. م صورت طبیعͬ نحو به ،∗R به R از تابع ها و رابطه ها مجموعه ها، گسترش

از رده ای برحسب آن اعضای ͷهری که ͬ یابد م گسترش ∗A مجموعۀ به A ⊆ R هر مثال،
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صورت به نیز توابع گسترش هستند. A در ͬͽهم تقریباً آن جملات که ͬ شود م تعریف دنباله ها

با را آن نااستاندارد گسترش و ریاضͬ شͬء ͷی مواقع، گاهͬ ͬ شود. م تعریف مؤلفه به مؤلفه

ͬ دهیم. م نشان واحد نماد ͷی

است. راه گشا بسیار که ͬ کنیم م استفاده انتقال» «اصل از عموماً نااستاندارد، آنالیز با کار برای

مرتب میدان های زبان از استفاده با فقط که ریاضͬ صوری جملۀ هر که ͬ کند م بیان انتقال اصل

(یا باشد شده بیان حقیقͬ) اعداد روی تعریف شده جبری عملͽرهای و روابط سورها، (شامل
∗R ساختار در آن تعبیر آن گاه باشد، برقرار R ساختار در اگر باشد)، تعریف پذیر آن ها برحسب

در انتقال اصل نااستاندارد، حقیقͬ اعداد به ساختنͬ رویͺرد در برعکس. و است برقرار نیز

پذیرفته اصل ͷی عنوان به انتقال، اصل موضوعͬ، اصل رویͺرد در البته است. قضیه ͷی واقع

اعداد در که صوری ای ͬ های ویژگ و قوانین تمامͬ اصل، این از استفاده با ([٧ ،٨]) ͬ شود. م

که گزاره هایی مͽر ͬ شوند، م منتقل نااستاندارد دستگاه به تغییر بدون هستند، درست حقیقͬ

زیرا است؛ نااستاندارد آنالیز اصلͬ ابزار اصل، این ͬ کنند. م اشاره عناصر بودن» «استاندارد به

کنیم. منتقل ∗R به R از مستقیماً را تحلیلͬ خواص از بسیاری ͬ دهد م امͺان

را [٠, ١] استاندارد یͺۀ بازۀ ͬ دهند م اجازه ما به کردیم، معرفͬ فصل این در که ابزارهایی

را آن ها بر مبتنͬ استلزام های و پیوسته t−نرم های و دهیم گسترش ∗[٠, ١] نااستاندارد بازۀ به

برای کمال اصل درستͬ اصل، این البته است. انتقال اصل اصلͬ، ابزار کنیم. منتقل بازه این به

زیرمجموعه های به و نیست اول مرتبۀ اصل این زیرا ͬ کند، نم ثابت را نااستاندارد حقیقͬ اعداد

دارد. اشاره R

نااستاندارد لوکاش˼ویچ جبر و منطق .۴

مرجع قسمت، این در ͬ پردازیم. م لوکاش˼ویچ جبر و منطق معرفͬ به ابتدا در فصل، این در

صدق درجات مجموعۀ گسترش بر مبتنͬ که را خود منطقͬ دستگاه ادامه، در است. [۶] اصلͬ

آمده [٢] در گسترش این ایدۀ ͬ کنیم. م معرفͬ است، نااستاندارد یͺۀ بازۀ به لوکاش˼ویچ منطق

ͬ گیرد. م صورت مقاله این در بار اولین برای آن پیاده سازی ولͬ

استاندارد. لوکاش˼ویچ جبر و منطق .١ .۴

مبتنͬ BL‐جبر از است عبارت استاندارد MV‐جبر استاندارد). MV−جبر ) ١ .۴ تعریف

ͬ دهیم. م نشان [٠, ١]Ł با را ساختار این لوکاش˼ویچ. t‐نرم و استاندارد یͺۀ بازۀ بر



١١٨ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٨منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١١٨منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

متغیرهای از شمارا مجموعه ای شامل لوکاش˼ویچ منطق زبان .((Ł) لوکاش˼ویچ (منطق ٢ .۴ تعریف

فرمول های برای ⊥ نماد است. پرانتزها و (استلزام) → و (نفͬ) ¬ منطقͬ عملͽرهای گزاره ای،

نظر در (p → p (مثلا́ همیشه درست فرمول های برای ⊤ و (p ∧ ¬p (مثلا́ همیشه نادرست

ͬ شوند. م تعریف عملͽرها این اساس بر ↔ و ∨ ،∧ مانند عملͽرها سایر ͬ شود. م گرفته

ͬ شوند. م تعریف طبیعͬ طریق به یادشده، نمادهای برحسب Ł فرمول های مجموعۀ

از: عبارتند منطق این اصول

φ→ (ψ → φ) (١)

(φ→ ψ) → ((ψ → χ) → (φ→ χ)) (٢)

(¬φ→ ¬ψ) → (ψ → φ) (٣)

((φ→ ψ) → ψ) → ((ψ → φ) → φ) (۴)

نتیجه ψ ،(φ→ ψ) و φ از یعنͬ است؛ استثنایی قیاس همان Ł در استنتاج اصلͬ قاعدۀ

ͬ شود. م

به نسبت لوکاش˼ویچ منطق استاندارد). MV−جبر به نسبت Ł تمامیت و (درستͬ ٣ .۴ قضیه

داریم: φ فرمول هر برای یعنͬ است؛ کامل و درست استاندارد MV−جبر

در φ اگر تنها و اگر ͬ گیرد م ١ صدق درجۀ [٠, ١]Ł روی ارزش گذاری های همۀ تحت φ

باشد. اثبات پذیر Ł

به طور که یͺه بازۀ به گزاره ای متغیرهای مجموعۀ از است تابعͬ ارزش گذاری، ͷی از منظور

که ͬ دهد م نشان فوق نتیجۀ ͬ یابد. م گسترش فرمول ها همۀ مجموعۀ به طبیعͬ، و منحصربه فرد

(٧۵ ص. :[۶]) است. استاندارد MV−جبر در اتحاد ͷی نظیر Ł قضیۀ هر

پیوسته t−نرم  هر سوم، فصل نتایج اساس بر لوکاش˼ویچ. منطق و نااستاندارد جبر .٢ .۴

تمامͬ و ͬ یابد م گسترش ∗[٠, ١] نااستاندارد بازۀ به طبیعͬ به طور لوکاش˼ویچ) t−نرم  جمله (از

دلیل، همین به ͬ شود. م حفظ یͺنوایی) و شرکت پذیری جابجایی، (پیوستگͬ، آن ͬ های ویژگ

داشت. خواهد را خود استاندارد نسخۀ رفتار همان نااستاندارد فضای در نیز لوکاش˼ویچ استلزام

(∗[٠, ١],∗min,∗max, ∗TŁ,
∗ ⇒

Ł
, ٠, ١) ساختار نااستاندارد). MV−جبر ) ۴ .۴ تعریف

ͬ دهیم. م نشان ∗[٠, ١]Ł با و ͬ نامیم م نااستاندارد MV−جبر را

این اصلͬ نتیجۀ که را زیر قضیۀ که ͬ سازند م قادر را ما کردیم، بیان تاکنون که نکاتͬ همۀ

کنیم. اثبات است، مقاله
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زبان در فرمولͬ φ اگر نااستاندارد). MV−جبر به نسبت Ł تمامیت و (درستͬ ۵ .۴ قضیه

اگر ͬ دهند م ١ مقدار φ به ∗[٠, ١]Ł روی ارزش گذاری های همۀ آن گاه باشد، لوکاش˼ویچ منطق

باشد. اثبات پذیر Ł در φ اگر تنها و

استاندارد، MV‐جبر به نسبت لوکاش˼ویچ منطق تمامیت و درستͬ قضیۀ بنابر اثبات.

اصل بنابر داد. ارتباط [٠, ١]Ł در اول مرتبۀ جمله  های درستͬ به ͬ توان م را Ł در قضیه بودن

درست نیز ∗[٠, ١]Ł ساختار در اول مرتبۀ جملات همین دقیقاً نااستاندارد، آنالیز در انتقال

باقͬ کامل و درست نااستاندارد، و استاندارد تعبیر دو هر در لوکاش˼ویچ منطق بنابراین، هستند.

ͬ ماند. م

□

درستͬ بنابر بͽیرید. نظر در را φ → (ψ → φ) اصل ،۵ .۴ قضیۀ از مثال ͷی به عنوان

،[٠, ١]Ł به نسبت Ł

∀x, y ∈ [٠, ١] x⇒
Ł
(y ⇒

Ł
x) = ١.

داریم انتقال، اصل به بنا پس،

∀x, y ∈∗ [٠, ١] x ∗ ⇒
Ł

(y ∗ ⇒
Ł

x) = ١.

را φ ∧ ¬φ گزاره ای فرمول دیͽر، طرف از است. ∗[٠, ١]Ł به نسبت Ł درستͬ از مثالͬ این

فرمول استاندارد، بازۀ به نسبت Ł تمامیت به بنا پس نیست، Ł از قضیه ای این بͽیرید. نظر در

اول مرتبۀ

∀x ∈ [٠, ١](min(x, x⇒
Ł

٠) = ١)

اول مرتبۀ فرمول انتقال، اصل بنابر پس نیست. درست [٠, ١]Ł ساختار در

∀x ∈∗ [٠, ١](min(x, x∗ ⇒
Ł

٠) = ١)

است. ∗[٠, ١]Ł به نسبت Ł تمامیت از مثالͬ این نیست. برقرار نااستاندارد ساختار در

کاربردی چشم اندازهای و کاربردها .۵

درجات گسترش یعنͬ مقاله، این پیشنهادیِ چارچوب به کارگیری ظرفیت های فصل، این در

نشان پرکاربرد زمینۀ چند در را ∗[٠, ١] نااستاندارد یͺۀ بازۀ به استاندارد یͺۀ بازۀ از صدق

یا «ͷبی نهایت کوچ» یعنͬ ͬ شده، معرف ریاضͬ ابزارهای که است آن محوری ایدۀ ͬ دهیم. م



١٢٠ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢٠منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢٠منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

یا «قابل چشم پوشͬ» چون عباراتͬ فرمول بندی برای دقیق و طبیعͬ ابزاری ،«ͷبی نهایت نزدی»

ͬ کنند. م فراهم یͺسان» «تقریباً

این که مواردی در چه دارد؛ بنیادین نقشͬ «ͷکوچ «بی نهایت مفهوم کنترل، سامانه های در

از بسیاری در شوند. گرفته نادیده گاهانه آ که شرایطͬ در چه و باشند تصمیم گیری مبنای تغییرات

متغیرها وضعیت پیوسته به طور کنترل کننده ها دیجیتال، ترموستات های مانند دقیق، سامانه های

درون تغییرات که کوچͷ اند چنان بازه ها این ͬ کنند. م بررسͬ کوتاه بسیار زمانͬ بازه های در را

سیستم تصمیم گیری مواردی، چنین در دانست. «ͷکوچ «بی نهایت از مصداقͬ ͬ توان م را آن ها

درجه از کسری تنها محیط دمای اگر مثال، برای ͬ گیرد؛ م صورت جزئͬ تغییرات همین اساس بر

صادر را بخاری شدن روشن دستور است ممͺن ترموستات باشد، داشته فاصله مطلوب مقدار از

ͷکوچ بی نهایت مفهوم عملͬ کاربرد از نمونه ای ،ͷکوچ بسیار تغییرات به واکنش این کند.

انتگرال. یا مشتق مانند ریاضیاتͬ ابزارهای از مستقیم استفاده بدون حتͬ است، کنترل در

نادیده عمدی به طور ͷکوچ بی نهایت تغییرات همین سامانه ها، برخͬ در حال، این با

به منجر ͬ تواند م جزئͬ بسیار تغییرات به واکنش که است آن امر این دلیل ͬ شوند. م گرفته

نمونه، برای شود. ͬͺانیͺم قطعات عمر کاهش یا انرژی، مصرف افزایش بی مورد، نوسانات

نشان واکنشͬ هیچ سیستم کند، تغییر درجه صدم چند تنها دما اگر خانگͬ، یخچال ͷی در

اینجا، در ندارند. غذایی مواد نگهداری کیفیت بر محسوسͬ تأثیر تغییراتͬ چنین زیرا ͬ دهد؛ نم

رود. فراتر مشخص آستانۀ ͷی از دما تغییر که ͬ شود م عمل وارد زمانͬ تنها کنترل کننده

از «ͷکوچ «بی نهایت انتزاعͬ مفهوم به جای چرا که شود مطرح پرسش این است ممͺن

فاقد ثابت، عدد که است آن پاسخ ͬ شود. نم استفاده آستانه به عنوان ͷکوچ استاندارد عدد ͷی

میان تفاوت ͬ تواند نم مقدار این است. سیستم متغیر شرایط با تطبیق برای لازم انعطاف پذیری

تغییرات به یا است ممͺن مختلف شرایط در و دهد، تشخیص به درستͬ را واقعͬ سیͽنال و نویز

ͷکوچ تغییرات این، بر افزون دهد. نشان واکنش بی اهمیت نویزهای به یا باشد بی تفاوت مهم

در اما است، کردن صرف نظر قابل به تنهایی تغییر هر یعنͬ ͬ دهند؛ م رخ تجمعͬ به صورت گاه

زمینه این در استاندارد ثابت عدد از استفاده باشند. داشته توجهͬ قابل اثر ͬ توانند م مجموع

فراهم را توانایی ای چنین پیوسته تحلیل های در ͷکوچ بی نهایت مفهوم ͬ که حال در نیست، کارا

ͬ سازد. م

ͬ دهند، م نشان واکنش جزئͬ بسیار تغییرات به که سامانه هایی طراحͬ در چه نتیجه، در

جایͽاهͬ ͷکوچ بی نهایت مفهوم ͬ شوند، م گرفته نادیده تغییرات این که مواردی در چه و

در بودن، انتزاعͬ وجود با مفهوم، این دارد. کنترل سیستم های رفتار مدیریت و فهم در کلیدی
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ͬ ای منطق محمول یا عملͽر دو ͬ شود. م منجر بهینه و پایدار دقیق، تصمیم گیری های به عمل

کنند. ایفا یادشده کاربرد در مهمͬ نقش ͬ توانند م ͬ شوند، م معرفͬ ادامه در که

عدد ͷی ε > ٠ کنید فرض تقریبی. عبارات و زبانͬ اصلاح گرهای مدل سازی .١ .۵

ͬ کنیم: م معرفͬ را ͬͺکم گزارۀ دو ،x ∈ ∗[٠, ١] برای .(ε ≈ ٠) باشد ͷبی نهایت کوچ

Almostε(x) :⇐⇒ x ≥ ١ − ε, Neglε(x) :⇐⇒ x ≤ ε.

شهودی: تعبیر

درست/تقریباً «تقریباً طبیعͬ: زبان در است»؛ ͷی تقریباً x» ͬ گوید م Almostε(x) •

پذیرفتنͬ». زیادی بسیار حد کامل/تا

«ناچیز/بی تأثیر». طبیعͬ: زبان در است»؛ چشم پوشͬ قابل x» ͬ گوید م Neglε(x) •

مقدار دو میان قوی» «و منطقͬ رابط مدل سازی برای t‐نرم عملͽرهای فازی، منطق در

صدق میزان تعیین و فازی گزاره های ترکیب در کلیدی نقش عملͽرها این ͬ روند. م به کار فازی

ͬ شوند م تعریف به گونه ای t‐نرم ها موارد، اغلب در دارند. فازی استلزام ͷی در نتیجه ͷی

نیز خروجͬ ورودی ها، در نَرم تغییرات با به طوری که باشند؛ داشته تدریجͬ و پیوسته رفتار که

حال، این با هستند. نوع این از یادشده مشهور t‐نرم سه کند. تغییر یͺنواخت به صورت

ناگهانͬ و جهشͬ به صورت آن ها رفتار که دارند وجود نیز ناپیوسته t‐نرم های از نمونه هایی

یا قاطع تصمیم گیری های در به ویژه خاص، کاربردهای برخͬ در t‐نرم ها نوع این است.

ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد سخت گیرانه، فیلترهای

زیر به صورت عملͽر این است. بولͬ t‐نرم ناپیوسته، t‐نرم نمونه های ساده ترین از ͬͺی

این غیر در بود؛ خواهد ١ نیز خروجͬ باشند، ١ با برابر دقیقاً ورودی دو هر اگر ͬ شود: م تعریف

ͬ شود م تلقͬ درست» «کاملا́ نتیجه زمانͬ تنها دیͽر، به عبارت است. صفر خروجͬ صورت،

تنها ورودی ها از ͬͺی اگر – دیͽر حالت هر در و باشند، برقرار کامل به طور آن فرض دو هر که

مصداقͬ رفتار، این ͬ کند. م سقوط صفر به ناگهانͬ به طور خروجͬ – باشد ١ از کمتر اندکͬ

نااستاندارد یͺۀ بازۀ به t‐نرم ها گسترش که کنید توجه است. t‐نرم در ناپیوستگͬ از روشن

ͬ گیرد م صورت نااستاندارد فضای به ناپیوسته، یا پیوسته توابع، گسترش عمومͬ روش مطابق

نیست. تفاوتͬ ناپیوسته و پیوسته توابع بین نظر، این از و

بر که کرد اشاره امنیتͬ سامانۀ ͷی به ͬ توان م t‐نرمͬ، چنین کاربرد بهتر درک برای

بولͬ t‐نرم از اگر درب. بودن باز و حرکت حسͽر بودن فعال ͬ کند: م عمل شرط دو اساس



١٢٢ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢٢منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢٢منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

حتͬ باشند. برقرار دقیقاً شرط دو هر که ͬ شود م فعال هشدار زنگ زمانͬ تنها شود، استفاده

فعال هشدار زنگ و بود خواهد صفر خروجͬ باشد، داشته ٠٫٩٩ فازی مقدار حرکت حسͽر اگر

است؛ مطلوب دارند، قاطع تصمیم گیری به نیاز که سامانه هایی در رفتار، نوع این ͬ شود. نم

ͬ کند. م جلوگیری نیمه محتمل شرایط به ناخواسته واکنش های از زیرا

نیستند، رایج فازی کاربردهای از بسیاری در آن که وجود با ناپیوسته t‐نرم های مجموع، در

مناسبی ابزار ͬ توانند م دارد، وجود قطعͬ واکنش های و دقیق مرزبندی به نیاز که شرایطͬ در

سیستم حساسیت مسئله، ماهیت اساس بر باید ناپیوسته یا پیوسته t‐نرم میان انتخاب باشند.

گیرد. صورت انتظار مورد تصمیم گیری نوع و ورودی، تغییرات به

و باشد پیوسته t−نرم̧ ͷی T اگر t−نرم ها). تحت «تقریباً‐درست» (پایداری ١ .۵ گزاره

آن گاه: ،x, y ≥ ١ − ε با x, y ∈ ∗[٠, ١]

∗TG(x, y) = min{x, y} ≥ ١ − ε

∗TŁ(x, y) = max{٠, x+ y − ١} ≥ ١ − ٢ε

∗TP (x, y) = xy ≥ (١ − ε)٢ = ١ − ٢ε+ ε٢ ≈ ١ − ٢ε

.(ε مرتبۀ پارامتر (با است «تقریباً‐درست» نیز T (x, y) حالت، سه هر در به ویژه،

v(φ) ≥ ١ − ε شرط با ͬ توان م را است» درست تقریباً φ» عبارت زبانͬ). (نمونۀ ٢ .۵ مثال

«تقریباً و «φ «تقریباً اگر کرد. صوری (v : Fm → ∗[٠, ١] نااستاندارد ارزش گذاری ͷی (برای

نیز (TG, TL, TP از ͷی هر (با آن ها عطفͬ ترکیب ،١ .۵ گزارۀ طبق باشند، برقرار دو هر «ψ

ͬ ماند. م برقرار «تقریباً»

معیارها C١, . . . , Cn کنید فرض چندمعیاره. تصمیم گیری و خبره سیستم های .٢ .۵

از si(A) امتیازهای ،A گزینۀ هر برای .(
∑

iwi = ١) باشند آن ها اوزان wi ∈ [٠, ١] و

به شͺل کل امتیاز و شده داده ∗[٠, ١]

ST (A) := T
(
w١⊙ s١(A), . . . , wn⊙ sn(A)

)
«تقریباً برتری آن گاه است. آن نظیر قوی» «و رابط ⊙ و t‐نرم ͷی T آن در که ͬ شود م تعریف

ͬ کنیم: م مدل ͷبی نهایت کوچ آستانۀ ͷی با را قطعͬ»

A ≻ε B ⇐⇒ ST (A) ≥ ST (B) + ε
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ͬ کند. م وارد تصمیم زبان به را ناچیز اختلاف های چشم پوشͬ قابلیت رابطه این

ͬ توان م و ندارد ترجیح معنادار» «به طور دیͽری بر ͷهیچ ی ،ST (A) ≈ ST (B) اگر

«تقریباً» گزینش همان st(ST ) با نهایی گزینش نوشت: st(ST (·)) حسب بر را گزینش قواعد

ناحیۀ با تصمیم قواعد ͬ توان م را این پایدار. و استاندارد پیاده سازی با اما است، ε آستانۀ با

نامید. نااستاندارد بی تفاوتͬ

خرمن پارادوکس توجیه در نااستاندارد فازی منطق از تئوری کاربردی به اشاره ای ادامه، در

منطقͬ صدق درجۀ که ͬ شوند م باعث ͷکوچ تفاوت های خرمن، پارادوکس در ͬ کنیم. م

مشͺل کنند. تغییر عکس به یا ٠ به ١ از یعنͬ کند، پیدا توجهͬ قابل تغییر نهایت در گزاره ها

چشمͽیر آن ها همۀ مجموع ولͬ نیستند ملموس ،ͷکوچ تغییرات این که است آنجا در مفهومͬ

نامحسوس را آن ها که گرفت نظر در ͷکوچ بی نهایت اندازۀ به ͬ توان م را تغییرات این است.

جبری جمع با پارادوکس این در واقع، در ͬ شود. م حل نامرئͬ تغییرات مشͺل بنابراین و ͬ کند م

بلͺه نیست، ͷکوچ بی نهایت دیͽر مجموع در که هستیم، روبه رو ͷکوچ بی نهایت تغییراتͬ

ببینید. را [٢] موضوع، این بیشتر بررسͬ برای است. ١ با برابر

نتیجه گیری .۶

(به ویژه آن ها با متناظر جبری ساختارهای و فازی منطق های مبانͬ ابتدا مقاله، این در

ͷبه کم و شده معرفͬ نااستاندارد آنالیز چارچوب سپس شد. مرور MV−جبر) و BL−جبر

داده گسترش ∗[٠, ١] نااستاندارد یͺۀ بازۀ به استاندارد یͺۀ بازۀ از صدق درجات مجموعۀ آن،

شود. ایجاد «ͷبی نهایت نزدی» و «ͷبی نهایت کوچ» مقادیر با کار امͺان تا شد

است: بدین شرح ما اصلͬ نتایج

نااستاندارد گسترش آنگاه باشد، [٠, روی[١ پیوسته یtͷ−نرم̧ T اگر که دادیم نشان •

ساختار متناظر، باقیماندۀ استلزام̧ با و است ∗[٠, روی[١ پیوسته یtͷ−نرم̧ ∗T آن

ͬ دهد. م تشͺیل را BL−جبر ͷی

استاندارد BL−جبرِ در که اتحادی هر کردیم ثابت انتقال، اصل از استفاده با •

برعکس). (و است برقرار نیز نااستاندارد BL−جبرِ در باشد، برقرار

نااستاندارد لوکاش˼ویچ جبر منطق همان دقیقاً لوکاش˼ویچ منطق که کردیم ثابت •

است. ∗[٠, ١]Ł



١٢۴ نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢۴منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی ١٢۴منطق نااستاندارد یͺۀ بازۀ بر فازی منطق

صوری سازی برای دقیق و طبیعͬ ابزاری ،ͷبی نهایت کوچ مقادیر که دادیم نشان •

و ͬ آورند م فراهم چشم پوشͬ»، «قابل و درست» «تقریباً مانند زبانͬ، اصلاح گرهای

است. برقرار باقیمانده ای استلزام های و همبندی ها تحت مفاهیم این پایداری

ͷکلاسی منطق در که مبهم مفاهیم بیان قابلیت افزودن برای ابتدا در فازی منطق که کنید توجه

ͬ دهد. م افزایش را ظرفیت این ما، نظر مورد گسترش شد. معرفͬ نبودند، قابل بیان

داد: ادامه زیر محورهای در ͬ توان م را پژوهش این آینده. پژوهش های چشم انداز .١ .۶

یا وجهͬ منطق های به لوکاش˼ویچ منطق گسترش ͬ تر: غن فازی منطق های بررسͬ (١)

آن ها؛ تمامیت و درستͬ بررسͬ و فازی سوردار

بررسͬ برای نااستاندارد آنالیز ابزارهای از استفاده نااستاندارد: رهیافت تعمیم (٢)

جبری؛ روش های با آن ها مقایسۀ و دیͽر فازی منطق های

در تجربی مطالعۀ چشم پوشͬ»، «تقریباً/قابل پارامترهای داده محور کالیبراسیون (٣)

مناسب انتخابt−نرم معیارهای بررسͬ و تصمیم گیری) و (کنترل واقعͬ حوزه های

خاص. کاربردهای برای

انتظار و دارد وجود فازی منطق های توسعۀ برای بسیاری گشودۀ مسیرهای کلͬ، به طور

تازه ای کاربردی و نظری پیشرفت های به نااستاندارد، آنالیز و جبری رویͺردهای تلفیق ͬ رود م

از حاصل بیانͬ قدرت افزایش نتیجۀ موردنظر، کاربردهای شد، تأکید که همان طور بینجامد.

دستگاه های ساخت است. طبیعͬ پدیده های ظریف تر مدل سازی برای ابرحقیقͬ اعداد افزودن

است. موردانتظار دستاوردهای از نیز فازی مفاهیم مدل سازی برای جدید منطقͬ
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