
ک  ارب  ردها و ف  ازی س  ی  س  ت  م های

٣٢ ت  ا ١ ص  ص. (١٣٩٨ زم  س  ت  ان و (پ  ای  ی  ز دوم ش  م  اره دوم، س  ال

ت  ن  اق  ض ق  ان  ون و ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

م  اش  ی  ن چ  ی م  اش  اءا... م  وس  وی، ع  ل  ی س  ی  د

ک  رم  ان ب  اهن  ر ش  هی  د دان  ش  گ  اه ک  ام  پ  ی  وت  ر، و ری  اض  ی دان  ش  ک  ده آم  ار، ب  خ  ش

چ  ک  ی  ده

t-ن  رم ها اول  ی  ه خ  واص ب  ررس  ی ب  ه و ک  رده م  ع  رف  ی را t-ن  رم م  ف  هوم اب  ت  دا م  ق  ال  ه، ای  ن در

م  ورد م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه و داده ق  رار م  دن  ظ  ر را ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های س  پ  س م  ی پ  ردازی  م.

t-ن  رم های ب  رای ج  م  ع  ی و ض  رب  ی م  ول  دهای دادن ق  رار م  دن  ظ  ر ب  ا م  ی دهی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه

ادام  ه، در م  ی ک  ن  ی  م. ارائ  ه را t-ن  رم ها از رده ای  ن از م  خ  ت  ل  ف  ی م  ث  ال های ارش  م  ی  دس  ی،

t-ن  رم دو ت  ن  ها ی  ک  ری  خ  ت  ی، ح  د ت  ا م  ی دهی  م ن  ش  ان و ک  رده ت  ع  ری  ف را t-ن  رم ها ی  ک  ری  خ  ت  ی

t-ن  رم های ان  ت  ها در ل  وک  اس  وی  چ. t-ن  رم و ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم داری  م: ارش  م  ی  دس  ی

م  ی ک  ن  ی  م. ت  وص  ی  ف را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق ارش  م  ی  دس  ی

م  ق  دم  ه ١

ج  دول ک  ه م  ی ب  اش  د ∧ ن  م  اد ب  ا «و» راب  ط ری  اض  ی، م  ن  ط  ق و ری  اض  ی  ات در اس  اس  ی راب  ط های از ی  ک  ی

از م  ع  م  ول  ی زی  رم  ج  م  وع  ه دو اش  ت  راک ت  ع  ری  ف در راب  ط ای  ن از م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه آن ارزش

.[۴] م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده م  رج  ع م  ج  م  وع  ه ی  ک

A ∩B م  ج  م  وع  ه ب  اش  ن  د، X م  رج  ع م  ج  م  وع  ه ی  ک از (م  ع  م  ول  ی) زی  رم  ج  م  وع  ه های  ی B و A گ  اه هر
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٢ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

∧ ٠ ١
٠ ٠ ٠
١ ٠ ١

∧ راب  ط ارزش ج  دول :١ ج  دول

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه

A ∩B = {x ∈ X : x ∈ A ∧ x ∈ B}. (١)

B و A اش  ت  راک دهی  م ت  ع  م  ی  م X ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه را اش  ت  راک ت  ع  ری  ف ب  ت  وان  ی  م ک  ه ای  ن ب  رای

گ  اه هر واق  ع در م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف آن ها م  ش  خ  ص  ه ت  واب  ع گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا را

χA : X −→ {٠, ١}, χA(x) =


١, x ∈ A,

٠, x /∈ A.

و

χB : X −→ {٠, ١}, χB(x) =


١, x ∈ B,

٠, x /∈ B.

هر ب  رای ک  ه دی  د م  ی ت  وان س  ادگ  ی ب  ه ب  اش  د A ∩B م  ش  خ  ص  ه ت  اب  ع χA∩B و B و A م  ش  خ  ص  ه ت  واب  ع

،x ∈ X

χA∩B(x) = χA(x) ∧ χB(x). (٢)

ی  ع  ن  ی ب  اش  ن  د. X ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه دو B و A ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

A,B : X −→ [٠, ١].
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م  ان  ن  د ت  اب  ع  ی ب  ه را ∧ ب  ت  وان  ی  م ب  ای  د ٢ راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال  ت، ای  ن در B و A اش  ت  راک ت  ع  ری  ف ب  رای

4 : [٠, ١]× [٠, ١] −→ [٠, ١]

از ٣.١ (ب  خ  ش ∧ راب  ط دق  ی  ق ت  ر ب  ررس  ی ب  ا .( 4|{٠,١}×{٠,١} = ∧ ک  ه م  ع  ن  ا (ب  دی  ن دهی  م ت  وس  ی  ع

ب  ود. خ  واهد زی  ر ص  ورت ب  ه ت  اب  ع  ی چ  ن  ی  ن وی  ژگ  ی های ب  ب  ی  ن  ی  د) را [٢] م  رج  ع

،x, y, z, w ∈ [٠, ١] هر ب  رای

x4١ = x (٣)

x4y = y4x (۴)

x4(y4z) = (x4y)4z (۵)

w ≤ x, y ≤ z =⇒ w4y ≤ x4z (۶)

م  ی ک  ن  د. ص  دق ۶ ت  ا ٣ ش  روط در م  ی دهی  م ن  م  ای  ش ∧ ب  ا ن  ی  ز را آن م  ا ک  ه م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع

∧ : [٠, ١]× [٠, ١] −→ [٠, ١], x ∧ y = min{x, y}.

ف  ازی م  ج  م  وع  ه های اش  ت  راک ت  ع  ری  ف ب  رای [٩] پ  ی  ش  گ  ام م  ق  ال  ه در ١ زاده ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ع  م  ل  گ  ر ای  ن

ش  د. گ  رف  ت  ه ک  ار ب  ه

ن  ی  ز خ  ودت  وان  ی خ  اص  ی  ت دارای م  ی ک  ن  د ص  دق ۶ ت  ا ٣ رواب  ط در ک  ه ای  ن ب  ر ع  لاوه م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع

هر ب  رای هرگ  اه اس  ت خ  ودت  وان  ی خ  اص  ی  ت دارای 4 : [٠, ١] × [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  اب  ع هس  ت.

ع  س  ک  رزاده ١ل  ط  ف  ی



۴ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

،x ∈ [٠, ١]

x4x = x. (٧)

اس  ت م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع هم  ان ک  ه م  ی ک  ن  د ص  دق ٧ ت  ا ٣ ش  رط های در ت  اب  ع ی  ک ت  ن  ها ک  ه داد خ  واهی  م ن  ش  ان

.(٢. ٨ (گ  زاره

(۶) ت  ا (٣) ش  رط های ف  ق  ط گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و (٧ (ش  رط خ  ودت  وان  ی ش  رط ح  ذف ب  ا ح  ال ای  ن ب  ا

t-ن  رم اخ  ت  ص  ار ب  ه ی  ا م  ث  ل  ث  ی ن  رم های را ت  واب  ع  ی چ  ن  ی  ن ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را ف  راوان  ی م  ث  ال های م  ی ت  وان  ی  م

م  ی ن  ام  ی  م.

.[٨ ،٧] اس  ت ش  ده م  ع  رف  ی اح  ت  م  ال  ی م  ت  ری  ک ف  ض  اهای ب  ا ارت  ب  اط در اب  ت  دا t-ن  رم م  ف  هوم ال  ب  ت  ه

اس  ت. پ  رداخ  ت  ه t-ن  رم ها ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه ب  ه م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه [٣] م  رج  ع

4 اگ  ر ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف را ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های اش  ت  راک م  ی ت  وان  ی  م t-ن  رم م  ف  هوم ک  م  ک ب  ه ح  ال

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه اس  ت ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک A ∩△ B آن گ  اه ب  اش  د، t-ن  رم ی  ک

A ∩△ B : X −→ [٠, ١], (A ∩△ B)(x) = A(x)4B(x). (٨)

ارائ  ه ن  ی  ازم  ن  د م  س  ئ  ل  ه، وض  ع  ی  ت ب  ه ب  س  ت  ه و م  خ  ت  ل  ف م  وق  ع  ی  ت های در ک  ه ج  اس  ت آن از ب  ح  ث ای  ن اهم  ی  ت

ب  رای را ام  ک  ان ای  ن t-ن  رم م  ف  هوم هس  ت  ی  م. ف  ازی م  ج  م  وع  ه دو اش  ت  راک از م  ت  ن  اس  ب و م  ت  ف  اوت ت  ع  اری  ف

م  ی ک  ن  د. ف  راهم م  ا

در زاده ت  ع  ری  ف ب  ا م  ن  ط  ب  ق اش  ت  راک ت  ع  ری  ف آن گ  اه ش  ود، ان  ت  خ  اب م  ی  ن  ی  م  م) (ت  اب  ع 4 = ∧ اگ  ر

ب  ود. خ  واهد [٩] م  ق  ال  ه

در اس  ت. ف  ازی ع  ب  ارات ش  ام  ل ج  م  لات در «و» راب  ط ت  رج  م  ه ب  ح  ث در t-ن  رم ها دی  گ  ر اهم  ی  ت

در ام  ا م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ؟؟ ارزش ج  دول ب  ا اس  ت  ان  دارد ص  ورت ب  ه «و» راب  ط م  ع  م  ول  ی، ری  اض  ی  ات

ش  رای  ط ب  ه ب  س  ت  ه م  ی ت  وان  ی  م و ب  ود خ  واهد ب  ازت  ر م  ا دس  ت «و» راب  ط م  دل س  ازی در و ف  ازی ج  م  لات ت  رج  م  ه

ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در «و» م  دل س  ازی ب  رای را م  ن  اس  ب t-ن  رم ی  ک
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از م  ث  ال های  ی ،٢ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ن  ام ب  ه t-ن  رم ها از رده ای م  ع  رف  ی ب  ا م  ق  ال  ه ای  ن در

ک  رد. خ  واهی  م ارائ  ه را t-ن  رم ها

هم چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را آن خ  واص ب  رخ  ی و ک  رده ارائ  ه را t-ن  رم ت  ع  ری  ف ،٢ ب  خ  ش در

آورد. خ  واهی  م t-ن  رم ها از م  ث  ال های  ی

ب  ه و داده ق  رار م  دن  ظ  ر را ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ن  ام ب  ه t-ن  رم ها از خ  اص  ی رده ،٣ ب  خ  ش در

م  ی دهی  م. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ت  ف  ص  ی  ل

ی  ک م  ورد در را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون ادام  ه در و ک  رده م  ع  رف  ی را ف  ازی ن  ف  ی م  ف  هوم اب  ت  دا ،۴ ب  خ  ش در

t-ن  رم ی  ک ک  ه ای  ن ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط س  پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ف  ازی ن  ف  ی ی  ک و t-ن  رم

م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات و ب  ی  ان را ک  ن  ن  د ص  دق ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در اک  ی  د ف  ازی ن  ف  ی ی  ک و ارش  م  ی  دس  ی

اس  ت. max ت  اب  ع ن  ش  ان دهن  ده ∨ و min ت  اب  ع ب  رای ن  م  ادی ∧ م  ق  ال  ه، س  رت  اس  ر در

م  ی ب  اش  ن  د. [۶ ،٢ ،١] م  راج  ع از ب  رگ  رف  ت  ه م  ق  ال  ه م  ط  ال  ب

t-ن  رم ٢

ارائ  ه را t-ن  رم ها از م  ث  ال های  ی و اول  ی  ه وی  ژگ  ی های و ک  رده م  ع  رف  ی را t-ن  رم م  ف  هوم ب  خ  ش، ای  ن در

ت  ع  ری  ف ب  رای راب  ط  ی ع  ن  وان ب  ه م  ی ت  وان را t-ن  رم ها ش  د گ  ف  ت  ه س  رآغ  از در ک  ه هم  ان ط  ور م  ی ک  ن  ی  م.

گ  رف  ت. ن  ظ  ر در ف  ازی م  ج  م  وع  ه های اش  ت  راک

ت  اب  ع .٢. ١ ت  ع  ری  ف

T : [٠, ١]× [٠, ١] −→ [٠, ١]

داش  ت  ه x, y, z, w ∈ [٠, ١] هر ب  رای گ  اه هر م  ی ن  ام  ن  د t-ن  رم) ی  ک اخ  ت  ص  ار (ب  ه م  ث  ل  ث  ی ن  رم ی  ک را

ب  اش  ی  م:

T (x, ١) = x .١

T (x, y) = T (y, x) .٢
2Archimedean



۶ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) .٣

.T (w, y) ≤ T (x, z) آن گ  اه y ≤ z و w ≤ x اگ  ر .۴

روی دوت  ای  ی ع  م  ل ی  ک ع  ن  وان ب  ه t-ن  رم ی  ک ب  ه م  ی ت  وان ج  ب  ری، ن  ظ  ر ن  ق  ط  ه از .٢. ٢ م  لاح  ظ  ه

ک  ار ب  ه ک  ه آن ج  ا از م  ی ک  ن  د. ص  دق ف  وق ت  ع  ری  ف چ  هارگ  ان  ه خ  واص در ک  ه ن  گ  ری  س  ت [٠, ١] م  ج  م  وع  ه

ج  ب  ری ن  م  ادگ  ذاری از اس  ت ن  ام  ان  وس و ک  ن  ن  ده گ  ی  ج T (x, T (T (w, z), y)) چ  ون ن  م  ادهای  ی ب  ردن

م  ی دهی  م. ق  رار م  ول  ف  ه ها م  اب  ی  ن را دوت  ای  ی ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده t-ن  رم ها ب  رای

اس  ت  ف  اده t-ن  رم ی  ک دادن ن  ش  ان ب  رای غ  ی  ره و � ،◦ ،4 م  ان  ن  د ن  م  ادهای  ی از T ن  م  اد ج  ای ب  ه هم چ  ن  ی  ن

ص  ورت ب  ه T (x, T (T (w, z), y)) ع  ب  ارت ،((٣) خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا (و ق  رارداد ای  ن ب  ا م  ی ک  ن  ی  م.

آم  د. خ  واهد در x4w4z4y

ک  ن  ی  م: ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ص  ورت ب  ه را ٢. ١ ت  ع  ری  ف ک  ه اس  ت م  ن  اس  ب ،٢. ٢ م  لاح  ظ  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ت  ای  ی دو ع  م  ل  گ  ر .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

4 : [٠, ١]× [٠, ١] −→ [٠, ١]

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y, z, w ∈ [٠, ١] هر ب  رای هرگ  اه ن  ام  ن  د t-ن  رم ی  ک را

هم  ان  ی) (ع  ض  و ١4x = x .١

ج  اب  ج  ای  ی) (خ  اص  ی  ت x4y = y4x .٢

ش  رک  ت پ  ذی  ری) (خ  اص  ی  ت x4(y4z) = (x4y)4z .٣

م  ول  ف  ه) هر در ب  ودن (ص  ع  ودی w4y ≤ x4z آن گ  اه y ≤ z و w ≤ x اگ  ر .۴

ع  م  ل  گ  ری) ی  ا (ت  اب  ع  ی ن  م  ادگ  ذاری و ب  ی  ان ن  وع دو هر از ب  ح  ث، ت  ن  اس  ب ب  ه م  ق  ال  ه ای  ن در .۴ .٢ م  لاح  ظ  ه

ک  رد. خ  واهی  م اس  ت  ف  اده آم  دن  د ٢. ٣ و ٢. ١ ت  ع  اری  ف در ک  ه t-ن  رم ها ب  رای
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ج  اب  ج  ای  ی ٣ ت  ک  واره ی  ک ([٠, ١],4) ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .۵ .٢ گ  زاره

اس  ت.

دارای ک  ه اس  ت دوت  ای  ی ع  م  ل ب  ا س  اخ  ت  ار ی  ک ج  اب  ج  ای  ی ت  ک  واره ی  ک اث  ب  ات.

□ اس  ت. ب  رق  رار [٠, ١] روی 4 ب  رای ک  ه اس  ت ٢. ٣ ت  ع  ری  ف از (٣) و (٢) ،(١) خ  واص

هس  ت  ن  د: t-ن  رم ی  ک زی  ر م  وارد از ی  ک هر .۶ .٢ م  ث  ال

x4٠y =


y x = ١

x y = ١

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر ,در

x4١y = (x+ y − ١) ∨ ٠,

x4٢y =
xy

٢ − (x+ y − xy)
, x4٣y = xy,

x4۴y =


xy

x+y−xy x 6= ٠

٠ x = ٠,
x4۵y = x ∧ y.

ص  ورت: ای  ن در .x, y ∈ [٠, ١] و ب  اش  د t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٢. ٧ گ  زاره

٠4x = ٠ .١

x4٠y ≤ x4y ≤ x4۵y .٢

داری  م: ٢. ٣ ت  ع  ری  ف از (۴) و (١) خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،(١) اث  ب  ات ب  رای اث  ب  ات.

٠ ≤ ٠4x ≤ ٠4١ = ٠.

3Monoid



٨ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

و x4y ≤ x4١ = x ط  رف  ی، از .x4٠y ≤ x4y ک  ه اس  ت واض  ح (٢) اث  ب  ات ب  رای

□ .x4y ≤ x ∧ y = x4۵y ب  ن  اب  رای  ن .x4y ≤ ١4y = y

داری  م: ٢. ٣ ت  ع  ری  ف از (١) خ  اص  ی  ت ط  ب  ق

٠4١ = ١4٠ = ٠, ١4١ = ١

∧ راب  ط از ت  وس  ی  ع ی  ک 4 t-ن  رم هر ب  ن  اب  رای  ن .٠4٠ = ٠ داری  م: ٢. ٧ گ  زاره از (١) ق  س  م  ت ط  ب  ق و

اس  ت. ؟؟ ج  دول ب  ا

دو هر ال  ب  ت  ه اس  ت. t-ن  رم ب  زرگ  ت  ری  ن (4۵ = ∧ ) م  ی  ن  ی  م  م t-ن  رم ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان (٢) ق  س  م  ت

ن  ی  س  ت  ن  د. م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل ۶ .٢ م  ث  ال در 4۵ و 4٣ t-ن  رم های م  ث  لا ن  ی  س  ت  ن  د. م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل ل  زوم  اً t-ن  رم

خ  ودت  وان، t-ن  رم ت  ن  ها .x ∈ [٠, ١] هر ب  رای x4x = x گ  اه هر ن  ام  ن  د خ  ودت  وان را 4 t-ن  رم

اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م t-ن  رم

.4 = ∧ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت خ  ودت  وان 4 ب  اش  د. t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٢. ٨ گ  زاره

خ  ودت  وان 4 ل  ذا و x ∈ [٠, ١] هر ب  رای x4x = x ∧ x = x آن گ  اه ،4 = ∧ اگ  ر اث  ب  ات.

م  ی دهی  م ن  ش  ان .4 ≤ ∧ ،(٢) ٢. ٧ گ  زاره ط  ب  ق ب  اش  د. خ  ودت  وان 4 ک  ن  ی  م ف  رض ب  رع  ک  س؛ اس  ت.

ک  ن  ی  م ف  رض ک  ل  ی  ت، از ش  دن ک  م ب  دون .x, y ∈ [٠, ١] ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ای  ن ع  ک  س

داری  م: t-ن  رم ها (۴) خ  اص  ی  ت ط  ب  ق .x ≤ y

x ∧ y = x = x4x ≤ x4y.

□ اس  ت. ث  اب  ت ح  ک  م و ∧ ≤ 4 ب  ن  اب  رای  ن



م  اش  ی  ن چ  ی م. م  وس  وی، ع. س. ٩

آن ها ج  م  ع  ی و ض  رب  ی م  ول  دهای و ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ٣

ب  ت  وان  ی  م ک  ه اس  ت م  هم ب  ن  اب  رای  ن هس  ت  ی  م. م  ت  ف  اوت  ی t-ن  رم های ن  ی  ازم  ن  د م  خ  ت  ل  ف، م  وق  ع  ی  ت های در

از خ  اص  ی رده ب  ه م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ب  س  ازی  م. را م  وق  ع  ی  ت آن خ  اص t-ن  رم م  وق  ع  ی  ت، هر ب  ا م  ت  ن  اس  ب

ک  رد. ت  ول  ی  د را آن ها م  ول  د ت  اب  ع م  ف  هوم ک  م  ک ب  ه م  ی ت  وان ک  ه م  ی پ  ردازی  م t-ن  رم ها

.x ∈ (٠, ١) هر ب  رای x4x < x و ب  وده پ  ی  وس  ت  ه اگ  ر ن  ام  ن  د ارش  م  ی  دس  ی را 4 t-ن  رم .٣. ١ ت  ع  ری  ف

ن  م  ون  ه، ع  ن  وان ب  ه دارد. وج  ود ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ب  رای ن  ی  ز دی  گ  ری م  ع  ادل ت  ع  اری  ف .٣. ٢ م  لاح  ظ  ه

ب  ب  ی  ن  ی  د. را [۶] م  رج  ع از ۶.١.۵ ت  ع  ری  ف

ام  ا هس  ت  ن  د. ارش  م  ی  دس  ی هم  گ  ی ،۶ .٢ م  ث  ال در 4۴ و 4٣ ،4٢ ،4١ t-ن  رم های .٣. ٣ م  ث  ال

پ  ی  وس  ت  ه زی  را ن  م  ی ب  اش  د ارش  م  ی  دس  ی 4٠ هم چ  ن  ی  ن ن  ی  س  ت. ارش  م  ی  دس  ی م  ی  ن  ی  م  م) هم  ان (ی  ا 4۵ t-ن  رم

ت  ع  ری  ف م  ث  لا ن  ی  س  ت. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ت  ع  ری  ف ج  زء پ  ی  وس  ت  گ  ی ش  رط ک  ت  ب ب  رخ  ی (در ن  ی  س  ت.

ب  ب  ی  ن  ی  د.) را [٢] م  رج  ع از ۵.١

ت  ع  ری  ف را م  ول  د ها ای  ن ادام  ه در هس  ت  ن  د. ض  رب  ی و ج  م  ع  ی م  ول  د های دارای ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

م  ی ک  ن  ی  م.

ض  رب  ی م  ول  دهای ٣. ١

اس  ت. ض  رب  ی م  ول  د م  ف  هوم از اس  ت  ف  اده ارش  م  ی  دس  ی، t-ن  رم های س  اخ  ت  ن راه ی  ک

ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک را f : [٠, ١] −→ [a, ١] ت  اب  ع .٠ ≤ a < ١ ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ ت  ع  ری  ف

آن گ  اه x ≤ y هرگ  اه ی  ع  ن  ی ب  اش  د؛ ت  رت  ی  ب ح  اف  ظ و ب  وده پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک هرگ  اه ن  ام  ن  د ت  رت  ی  ب  ی

.f(x) ≤ f(y)

واض  ح هم چ  ن  ی  ن اس  ت. ص  ع  ودی اک  ی  داً و دوس  وی  ی ت  اب  ع  ی ت  رت  ی  ب  ی، ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک دی  گ  ر، ب  ی  ان ب  ه

م  ی دهد. ن  ش  ان را ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک ک  ل  ی ش  م  ای ؟؟ ش  ک  ل .f(١) = ١ و f(٠) = a ک  ه اس  ت

f ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک f : [٠, ١] −→ [a, ١] ک  ن  ی  م ف  رض .۵ .٣ گ  زاره

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی



١٠ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ض  رب  ی) (=م  ول  د ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک ن  م  ودار :١ ش  ک  ل

□ .[١ ق  ض  ی  ه ،۵] اث  ب  ات.

t-ن  رم ی  ک 4 و ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک f : [٠, ١] −→ [a, ١] ک  ن  ی  م ف  رض .۶ .٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را 4f ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی

4f : [٠, ١]× [٠, ١] −→ [٠, ١]

4f (x, y) = x4fy = f−١((f(x)4f(y)) ∨ a). (٩)

داری  م. ن  ی  از زی  ر ل  م ب  ه م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای اس  ت. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4f م  ی دهی  م ن  ش  ان

ای  ن ص  ورت در .x, y, z, a ∈ [٠, ١] و ب  وده t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٧ ل  م

(x4((y4z) ∨ a)) ∨ a = (x4y4z) ∨ a. (١٠)

اگ  ر ب  ود. خ  واهد ب  رق  رار 4 ش  رک  ت پ  ذی  ری ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  س  اوی آن گ  اه a ≤ y4z اگ  ر اث  ب  ات.

داری  م: ،x4a ≤ ١4a = a ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه y4z ≤ a

(x4((y4z) ∨ a)) ∨ a = (x4a) ∨ a = a.
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ب  رق  رار ت  س  اوی و (x4y4z) ∨ a = a پ  س .x4y4z ≤ y4z ≤ a دی  گ  ر، س  وی از

□ اس  ت.

اس  ت. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک ۶ .٣ ت  ع  ری  ف در 4f .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

داری  م: هم چ  ن  ی  ن اس  ت. ج  اب  ج  ای  ی ن  ی  ز 4f ،4 ب  ودن ج  اب  ج  ای  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

١4fx = f−١((f(١)4f(x)) ∨ a) (f(١) = ١)

= f−١(f(x) ∨ a) (a ≤ f(x))

= f−١(f(x))

= x.

دهی  م ن  ش  ان ب  ای  د ش  رک  ت پ  ذی  ری، ب  رای

x4f (y4fz) = (x4fy)4fz.

داری  م: ٣. ٧ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا

x4f (y4fz) = x4f (f
−١((f(y)4f(z)) ∨ a)

= f−١((f(x)4f(f−١((f(y)4f(z)) ∨ a))) ∨ a)

= f−١(((f(x)4(f(y)4f(z)) ∨ a)) ∨ a)

= f−١((f(x)4f(y)4f(z)) ∨ a).



١٢ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

دی  گ  ر، س  وی از

(x4fy)4fz = (f−١((f(x)4f(y)) ∨ a))4fz

= f−١((f(f−١((f(x)4f(y)) ∨ a))4f(z)) ∨ a)

= f−١(((f(x)4(f(y)4f(z)) ∨ a)) ∨ a)

= f−١((f(x)4f(y)4f(z)) ∨ a).

ص  ع  ودی f ک  ه آن ج  ا از .y ≤ z و w ≤ x ک  ن  ی  م ف  رض م  ول  ف  ه: هر ب  ه ن  س  ب  ت 4f ب  ودن ص  ع  ودی

پ  س اس  ت t-ن  رم ی  ک 4 چ  ون .f(y) ≤ f(z) و f(w) ≤ f(x) اس  ت،

.(f(w)4f(y)) ∨ a ≤ (f(x)4f(z)) ∨ a ن  ت  ی  ج  ه، در .f(w)4f(y) ≤ f(x)4f(z)

داری  م: اس  ت ص  ع  ودی ن  ی  ز f−١ ک  ه آن ج  ا از ح  ال

w4fy = f−١((f(w)4f(y)) ∨ a) ≤ f−١((f(x)4f(z)) ∨ a) = x4fz.

اس  ت. t-ن  رم ی  ک 4f ب  ن  اب  رای  ن

x ∈ (٠, ١) ک  ن  ی  م ف  رض خ  ل  ف، ب  رهان ب  ا .x ∈ (٠, ١) هر ب  رای x4fx < x م  ی دهی  م ن  ش  ان ح  ال

ل  ذا .f−١((f(x)4f(x)) ∨ a) = x ن  ت  ی  ج  ه، در .x4fx = x ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود

آن گ  اه f(x)4f(x) ≤ a ص  ورت  ی ک  ه در .(f(x)4f(x)) ∨ a = f(x)

اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه x = ٠ پ  س .f(x) = a = f(٠) ن  ت  ی  ج  ه، در و (f(x)4f(x)) ∨ a = a

ارش  م  ی  دس  ی ب  ا ت  ن  اق  ض در ک  ه f(x)4f(x) = f(x) ای  ن ج  ا، از و .a < f(x)4f(x) ب  ن  اب  رای  ن

□ م  ی ش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م و اس  ت 4 ب  ودن

ی  ک و 4 ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ک  ه م  ی دهد را ام  ک  ان ای  ن م  ا ب  ه ف  وق ق  ض  ی  ه

ب  س  ازی  م. را زی  ادی ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ،f ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی

• ب  ا را آن ک  ه اس  ت م  ع  م  ول  ی ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم ارش  م  ی  دس  ی، t-ن  رم های م  هم ت  ری  ن از ی  ک  ی
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ب  ن  اب  رای  ن م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش

x • y := xy, x, y ∈ [٠, ١]. (١١)

م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی ٣. ٨ ق  ض  ی  ه و ،۶ .٣ ت  ع  ری  ف ،4 = • گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا را م  ت  ف  اوت  ی t-ن  رم های ح  ال

داری  م. ن  ی  از زی  ر ل  م ب  ه م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک f : [٠, ١] −→ [a, ١] ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٩ ل  م

داری  م: x, y ∈ [a, ١] هر ب  رای و ب  وده ت  رت  ی  ب ح  اف  ظ f−١ : [a, ١] −→ [٠, ١]

f−١(x ∨ y) = f−١(x) ∨ f−١(y), f−١(x ∧ y) = f−١(x) ∧ f−١(y).

□ م  ی ش  ود. ح  اص  ل ت  ع  اری  ف از س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

ت  اب  ع .f(x) = ex−١ و 4 = • ک  ن  ی  م ف  رض .(۴ ل  وک  اس  وی  چ (t-ن  رم ٣. ١٠ م  ث  ال

f : [٠, ١] −→ [e−١, ١]

داری  م: ٣. ٩ ل  م ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن .f−١(x) = ١ + lnx و اس  ت ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک

f−١(f(x)f(y) ∨ f(٠)) = f−١(ex−١ey−١ ∨ e−١)

= f−١(ex−١ey−١) ∨ f−١(e−١)

= ١ + ((x+ y − ٢) ∨ (−١))

= (x+ y − ١) ∨ ٠.

4J. Lukasiewicz



١۴ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ت  اب  ع ،٣. ٨ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ل  ذا

x▲y = (x+ y − ١) ∨ ٠, x, y ∈ [٠, ١] (١٢)

م  ی ن  ام  ن  د. ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم را آن ک  ه اس  ت ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک

ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه .f(x) = e−
١−x
x و 4 = • ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ١١ م  ث  ال

f : [٠, ١] −→ [٠, ١]

.( f(٠) = e−∞ = ٠ ک  ه داری  م (ت  وج  ه f−١(x) = ١
١−lnx و اس  ت ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک

داری  م: ۶ .٣ ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن

x4fy = x •f y = f−١(f(x)f(y) ∨ ٠)

= f−١
(
e−

١−x
x e

− ١−y
y

)
=

١

١ − ln
(
e−

١−x
x e

− ١−y
y

)
=

(
١ +

١ − x

x
+

١ − y

y

)−١

=
xy

x+ y − xy
.

ی  ک و ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم روی از ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ت  م  ام ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان ادام  ه در

م  ی ش  ون  د. س  اخ  ت  ه ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی

ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ١٢ ت  ع  ری  ف

ع  ب  ارت ب  ه .4 = •f گ  اه هر ن  ام  ن  د 4 ب  رای ض  رب  ی م  ول  د ت  اب  ع ی  ک را f : [٠, ١] −→ [a, ١]
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هرگ  اه اس  ت 4 ض  رب  ی م  ول  د ت  اب  ع ی  ک f دی  گ  ر،

x4y = f−١(f(x)f(y) ∨ a). (١٣)

دارد. ض  رب  ی م  ول  د ت  اب  ع ارش  م  ی  دس  ی، t-ن  رم هر ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

و a ∈ [٠, ١) ع  ن  ص  ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ١٣ ق  ض  ی  ه

ک  ه ط  وری ب  ه دارن  د وج  ود f : [٠, ١] −→ [a, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی

x4y = f−١(f(x)f(y) ∨ a),

آن گ  اه ب  اش  د ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک k : [٠, ١] −→ [b, ١] اگ  ر هم چ  ن  ی  ن ,x؛ y ∈ [٠, ١] هر ب  رای

.r > ٠ ب  ع  ض  ی ب  رای f(x) = k(x)r اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر x4y = k−١(k(x)k(y) ∨ b)

□ [٣.٢.۵ ق  ض  ی  ه ،۶] اث  ب  ات.

ک  رد. ادغ  ام ق  ض  ی  ه ی  ک در و زی  ر ش  ک  ل ب  ه را ٣. ١٣ و ٣. ٨ ق  ض  ای  ای م  ی ت  وان

ک  ن  ی  م ف  رض

F = {f |f : [٠, ١] −→ [a, ١], اس  ت ض  رب  ی) (=م  ول  د ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی f}. (١۴)

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه F روی را ≈ راب  ط  ه

،f, k ∈ F هر ب  رای

.r > ٠ ب  ع  ض  ی ب  رای f(x) = k(x)r اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر f ≈ k (١۵)

اس  ت. F م  ج  م  وع  ه روی هم ارزی راب  ط  ه ی  ک ≈ ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه

م  ی دهی  م: ق  رار

A = {4| اس  ت ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4} (١۶)



١۶ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ای  ن در ب  اش  ن  د. (١۶) و (١۴) در ش  ده م  ع  رف  ی م  ج  م  وع  ه های A و F ک  ن  ی  م ف  رض .١۴ .٣ ق  ض  ی  ه

ت  اب  ع ص  ورت

φ :
F
≈

−→ A

[f ] 7−→ 4f

≈ هم ارزی راب  ط  ه ت  ح  ت F هم ارزی ک  لاس های م  ج  م  وع  ه F
≈ آن در ک  ه اس  ت. ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک

اس  ت. ۶ .٣ ت  ع  ری  ف در t-ن  رم هم  ان 4f و

□ م  ی ب  اش  د. ٣. ١٣ و ٣. ٨ ق  ض  ی  ه دو ت  رک  ی  ب واق  ع در م  ط  ل  ب ای  ن اث  ب  ات.

م  ی ش  ون  د. ت  ق  س  ی  م م  ج  زا دس  ت  ه دو ب  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های م  ی دهی  م ن  ش  ان ادام  ه در

را 4 ب  اش  د. t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .١۵ .٣ ت  ع  ری  ف

ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود n م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ،x ∈ [٠, ١) هر ب  رای اگ  ر ن  ام  ن  د پ  وچ ت  وان .١

ج  ای  ی ک  ه x[n]؛ = ٠

x[n] = x4x4 . . .4x︸ ︷︷ ︸
ب  ار n

.

.n م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد هر ب  رای x[n] > ٠ ،x ∈ (٠, ١] هر ب  رای هرگ  اه ن  ام  ن  د اک  ی  د .٢

▲ ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. (١٢) در ش  ده ت  ع  ری  ف ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ▲ ک  ن  ی  م ف  رض .١۶ .٣ م  ث  ال

وج  ود n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد x ∈ [٠, ١) هر ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  وج  ه م  ط  ل  ب ای  ن اث  ب  ات ب  رای اس  ت. پ  وچ ت  وان

ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در زی  را .x ≤ n
n+١ ط  وری ک  ه ب  ه دارد

x ≥ lim
n→∞

n

n+ ١
= ١.

x[n+١] = ((n+١)x−n)∨٠ = ب  ن  اب  رای  ن .(n+١)x−n ≤ ٠ ن  ت  ی  ج  ه، در اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه

.٠
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4۵(= min) و (١١) در ش  ده ت  ع  ری  ف ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم هم  ان • ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ١٧ م  ث  ال

هس  ت  ن  د. اک  ی  د 4۵ و • ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه ب  اش  د. ۶ .٢ م  ث  ال در ش  ده ت  ع  ری  ف t-ن  رم هم  ان

اک  ی  د. ن  ه و هس  ت  ن  د پ  وچ ت  وان ن  ه ک  ه س  اخ  ت را t-ن  رم های  ی م  ی ت  وان

ت  اب  ع .٣. ١٨ م  ث  ال

x4y =


٠ (x, y) ∈ [٠, ١

٢ ]× [٠, ١
٢ ],

x ∧ y ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

اک  ی  د. ن  ه و اس  ت پ  وچ ت  وان ن  ه ک  ه ب  وده t-ن  رم ی  ک

ی  ک م  ی دهی  م ن  ش  ان ادام  ه در اس  ت. دی  گ  ری گ  ون  ه ب  ه وض  ع  ی  ت ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های م  ورد در

ن  ب  اش  د. پ  وچ ت  وان اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت اک  ی  د ارش  م  ی  دس  ی، t-ن  رم

در ب  اش  د. 4 ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم از ض  رب  ی م  ول  د ی  ک f : [٠, ١] −→ [a, ١] ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٩ ل  م

ای  ن ص  ورت

x[n] = f−١(f(x)n ∨ f(٠)), x ∈ [٠, ١].

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن f(٠) ≤ f(x) ک  ه آن ج  ا از م  ی دهی  م. ان  ج  ام n روی اس  ت  ق  راء ب  ا را اث  ب  ات اث  ب  ات.

f−١(f(x) ∨ f(٠)) = f−١(f(x)) = x = x[١].

ن  ش  ان ب  اش  د. ب  رق  رار n = k ب  رای ح  ک  م ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال اس  ت. ب  رق  رار n = ١ ازای ب  ه ح  ک  م ل  ذا

ل  م و اس  ت  ق  راء ف  رض ،(١٣) ت  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ود. خ  واهد ب  رق  رار ن  ی  ز n = k + ١ ب  رای م  ی دهی  م
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داری  م: ٣. ٧

x[k+١] = x[k]4x = f−١(f(x)k ∨ f(٠))4x

= f−١(f(f−١(f(x)k ∨ f(٠)))f(x) ∨ f(٠))

= f−١((f(x)k ∨ f(٠))f(x) ∨ f(٠))

= f−١(f(x)(f(x)k−١f(x) ∨ f(٠)) ∨ f(٠))

= f−١(f(x)k+١ ∨ f(٠)).

□ م  ی ش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م و

ض  رب  ی م  ول  دی f : [٠, ١] −→ [a, ١] و ب  وده ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه

ص  ورت، ای  ن در ب  اش  د. آن ب  رای

(٠)f؛ > ٠ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت پ  وچ ت  وان 4 .١

.f(٠) = ٠ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت اک  ی  د 4 .٢

ع  دد آن گ  اه f(٠) > ٠ اگ  ر .٠ < f(x) < ١ ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ (٠, ١) ک  ن  ی  م ف  رض (١) اث  ب  ات.

داری  م: ن  ت  ی  ج  ه در .f(x)n < f(٠) ط  وری ک  ه ب  ه دارد وج  ود n ط  ب  ی  ع  ی

x[n] = f−١(f(x)n ∨ f(٠)) = f−١(f(٠)) = ٠

اس  ت. پ  وچ ت  وان 4 ل  ذا و

ع  دد هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .f(٠) = ٠ گ  ی  ری  م خ  ل  ف ب  رهان ب  ا و ب  اش  د پ  وچ ت  وان 4 ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

،n ط  ب  ی  ع  ی

x[n] = f−١(f(x)n ∨ f(٠)) = f−١(f(x)n).
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اس  ت. 4 پ  وچ ت  وان  ی ب  ا ت  ن  اق  ض در ک  ه x[n] 6= ٠ ن  ت  ی  ج  ه، در و f(x)n 6= ٠ ام  ا

□ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه (١) م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ی ب  ا (٢)

و اگ  ر اس  ت اک  ی  د 4 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢١ ن  ت  ی  ج  ه

ن  ب  اش  د. پ  وچ ت  وان اگ  ر ت  ن  ها

f(٠) = ٠ ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. 4 ب  رای ض  رب  ی م  ول  دی f ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات.

از ح  ک  م ح  ال ب  ی  ف  ت  د. ات  ف  اق هم ب  ا ن  م  ی ت  وان  د ای  ن ها دوی هر و f(٠) > ٠ ي  ا

□ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ٣. ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه

و اگ  ر اس  ت اک  ی  د 4 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢٢ ن  ت  ی  ج  ه

ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود f : [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی اگ  ر ت  ن  ها

x4y = f−١(f(x)f(y)).

اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر م  ی ک  ن  د ص  دق ش  رط ای  ن در k : [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی هم چ  ن  ی  ن

.r > ٠ ب  ع  ض  ی ب  رای f(x) = k(x)r

□ م  ی ش  ود. ث  اب  ت ٣. ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه و ٣. ١٣ ق  ض  ی  ه از اث  ب  ات.

ب  ود. خ  واهد م  ا اس  ت  ف  اده م  ورد ب  ع  د ب  خ  ش در پ  وچ ت  وان، ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های م  ورد در زی  ر گ  زاره

و اگ  ر اس  ت پ  وچ ت  وان 4 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢٣ گ  زاره

.x4y = ٠ ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود x, y ∈ (٠, ١) ع  ن  اص  ر اگ  ر ت  ن  ها

ب  اش  د. دل  خ  واهی ع  ن  ص  ر x ∈ (٠, ١) و ب  وده پ  وچ ت  وان 4 ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات.

.x[n−١] 6= ٠ و x[n] = ٠ ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود n > ١ ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  ن  اب  رای  ن

.x4y = ٠ داری  م y = x[n−١] گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود x, y ∈ (٠, ١) ع  ن  اص  ر ک  ن  ی  م ف  رض ب  رع  ک  س،
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م  ول  دی ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن ن  ب  اش  د. پ  وچ ت  وان 4 ک  ن  ی  م ف  رض و .x4y = ٠

پ  س .٠ = x4y = f−١(f(x)f(y) و f(٠) = ٠ ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود f م  ان  ن  د

ی  ا x = ٠ ن  ت  ی  ج  ه، در و .f(y) = ٠ ی  ا f(x) = ٠ ای  ن  ج  ا، از و .f(x)f(y) = ٠

□ .x, y ∈ (٠, ١) زی  را اس  ت ت  ن  اق  ض ک  ه y = ٠

ج  م  ع  ی م  ول  دهای ٣. ٢

گ  رف  ت. ص  ورت ج  م  ع  ی م  ول  دهای وس  ی  ل  ه ب  ه اب  ت  دا ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ن  م  ای  ش ت  اری  خ  ی،  ن  ظ  ر ن  ق  ط  ه از

ن  زول  ی اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٢۴ .٣ ت  ع  ری  ف

4 ب  رای ج  م  ع  ی م  ول  د ی  ک را g(١) = ٠ و ٠ < g(٠) ≤ ∞ ک  ه g : [٠, ١] −→ [٠,∞]

هرگ  اه م  ی ن  ام  ن  د

x4y = g−١((g(x) + g(y)) ∧ g(٠)).

م  ی ک  ن  د. م  ش  خ  ص را ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک ج  م  ع  ی و ض  رب  ی م  ول  دهای ب  ی  ن ارت  ب  اط زی  ر ق  ض  ی  ه

ب  ا ن  زول  ی اک  ی  داً پ  ی  وس  ت  ه، ت  اب  ع ی  ک g : [٠, ١] −→ [٠,∞] ک  ن  ی  م ف  رض .٢۵ .٣ ق  ض  ی  ه

م  ی دهی  م ق  رار ب  اش  د. g(١) = ٠ و ٠ < g(٠) ≤ ∞

f(x) = e−g(x)

x •f y = f−١(f(x)f(y) ∨ f(٠))

x4g+y = g−١((g(x) + g(y)) ∧ g(٠)).

.4g+ = •f و ب  وده ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک f : [٠, ١] −→ [٠,∞] ص  ورت، ای  ن در

.f−١(x) = g−١(− ln(x)) و ب  وده ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک f ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

ط  رف  ی  ن از ل  گ  اری  ت  م گ  ی  ری ب  ا آن گ  اه f(x)f(y) ≥ f(٠) اگ  ر .x, y ∈ [٠, ١] ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
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داری  م: ل  ذا .g(x) + g(y) ≤ g(٠) ک  ه داد ن  ش  اد م  ی ت  وان

x •f y = f−١(f(x)f(y))

= f−١(e−g(x)e−g(y))

= f−١(e−(g(x)+g(y)))

= g−١(− ln(e−(g(x)+g(y))))

= g−١(g(x) + g(y))

= x4g+y.

داری  م: و g(x) + g(y) > g(٠) آن گ  اه f(x)f(y) < f(٠) اگ  ر ام  ا

x •f y = f−١(f(٠)) = ٠

x4g+y = g−١(g(٠)) = ٠.

□ اس  ت. ث  اب  ت ح  ک  م و

ص  ورت: ای  ن در ب  اش  د. g ج  م  ع  ی م  ول  د ب  ا ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٢۶ .٣ ن  ت  ی  ج  ه

(٠)g؛ <∞ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت پ  وچ ت  وان 4 .١

.g(٠) = ∞ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت اک  ی  د 4 .٢

•f (= 4g+) t-ن  رم ب  رای ج  م  ع  ی م  ول  د ت  اب  ع g و ض  رب  ی م  ول  د ت  اب  ع f ،٢۵ .٣ ق  ض  ی  ه در اث  ب  ات.

□ م  ی ش  ود. ح  اص  ل ٣. ٢٠ از ن  ت  ی  ج  ه ب  ن  اب  رای  ن .g(x) = − ln f(x) و اس  ت

ک  رد: ب  ی  ان زی  ر ص  ورت ب  ه ج  م  ع  ی م  ول  د ح  ال  ت ب  رای را ٣. ١٣ و ٣. ٨ ق  ض  ای  ای م  ش  اب  ه م  ی ت  وان

و اگ  ر اس  ت ارش  م  ی  دس  ی 4 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. t-ن  رم ی  ک 4 م  ی ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢٧ ق  ض  ی  ه

ب  ه ب  اش  د م  وج  ود g(١) = ٠ ب  ا g : [٠, ١] −→ [٠,∞] ن  زول  ی اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک اگ  ر ت  ن  ها



٢٢ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ط  وری ک  ه

x4y = g−١((g(x) + g(y)) ∧ g(٠)).

آن گ  اه ب  اش  د داش  ت  ه را g خ  واص s : [٠, ١] −→ [٠,∞] هرگ  اه هم چ  ن  ی  ن

x4y = s−١((s(x) + s(y)) ∧ s(٠))

.r > ٠ ب  ع  ض  ی ب  رای g(x) = rs(x) اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر

□ م  ی ش  ود. اث  ب  ات س  ادگ  ی ب  ه ٢۵ .٣ و ٣. ١٣ ق  ض  ای  ای ک  م  ک ب  ه اث  ب  ات.

t-ن  رم ی  ک ج  م  ع  ی م  ول  دهای ،٣. ٢٧ ق  ض  ی  ه دوم ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت .٣. ٢٨ م  لاح  ظ  ه

در را ١۴ .٣ ق  ض  ی  ه م  ش  اب  ه م  ی ت  وان هم چ  ن  ی  ن هس  ت  ن  د. ی  ک  ت  ا م  ث  ب  ت، ض  رب  ی ث  اب  ت ی  ک ح  د ت  ا ارش  م  ی  دس  ی

ک  رد. اث  ب  ات و ب  ی  ان ج  م  ع  ی، م  ول  د های م  ورد

ک  ن  ی  م. ارائ  ه پ  وچ ت  وان ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های از دی  گ  ری ت  وص  ی  ف م  ی ت  وان  ی  م ٢۵ .٣ ق  ض  ی  ه ک  م  ک ب  ه

و اگ  ر اس  ت پ  وچ ت  وان 4 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ارش  ی  م  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٢٩ گ  زاره

ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د م  وج  ود φ : [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی اگ  ر ت  ن  ها

x4y = φ−١(φ(x)▲φ(y))

اس  ت. ١٢ در ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ▲ آن در ک  ه

ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. آن ج  م  ع  ی م  ول  د g : [٠, ١] −→ [٠,∞) و ب  وده پ  وچ ت  وان 4 ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات.

x4y = g−١((g(x) + g(y)) ∧ g(٠)).

م  ی دهی  م ق  رار

φ(x) = ١ − g(x)

g(٠)
, x ∈ [٠, ١].
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و اس  ت ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک φ ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه

g(x) = g(٠)− g(٠)φ(x),

g−١(x) = φ−١)١ − x

g(٠)
).

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن

x4y = g−١((g(x) + g(y)) ∧ g(٠))

= φ−١)١ − (g(٠)− g(٠)φ(x) + g(٠)− g(٠)φ(y)) ∧ g(٠)
g(٠)

)

= φ−١((φ(x) + φ(y)) ∨ ٠)

= φ−١(φ(x)▲φ(y)).

١۶ .٣ م  ث  ال در ام  ا .φ(x) ∈ [٠, ١) ب  ن  اب  رای  ن .x ∈ [٠, ١) ک  ن  ی  م ف  رض گ  زاره، ع  ک  س اث  ب  ات ب  رای

ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  وچ ت  وان t-ن  رم ی  ک ▲ ک  ه دادی  م ن  ش  ان

φ(x)[n] = φ(x)▲φ(x)▲ . . .▲φ(x)︸ ︷︷ ︸
ب  ار n

= ٠.

ک  ه م  ی ش  ود دی  ده اس  ت  ق  راء) ک  م  ک ب  ه (و س  ادگ  ی ب  ه دی  گ  ر س  وی از

4 ب  ن  اب  رای  ن .x[n] = ٠ ل  ذا .φ(x[n]) = ٠ ن  ت  ی  ج  ه، در .φ(x[n]) = φ(x)[n]

□ اس  ت. پ  وچ ت  وان

t-ن  رم های از م  هم م  ث  ال های از ب  رخ  ی ٢۵ .٣ و ٣. ١٣ ،٣. ٨ ق  ض  ای  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا .٣. ٣٠ م  لاح  ظ  ه

،٣. ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه ط  ب  ق آورده ای  م. ٢ ج  دول در را آن ها ج  م  ع  ی و ض  رب  ی م  ول  د ت  واب  ع هم  راه ب  ه را ارش  م  ی  دس  ی

t-ن  رم ها ب  ق  ی  ه و ب  وده اک  ی  د f(٠) = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه آن ها f ض  رب  ی م  ول  د ب  رای ک  ه t-ن  رم های  ی



٢۴ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

و (١) ۵ ش  وای  زر ح  اص  ل  ض  رب، t-ن  رم های ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  لاح  ظ  ه ٢ ج  دول در ب  ن  اب  رای  ن هس  ت  ن  د. پ  وچ ت  وان

هس  ت  ن  د. پ  وچ ت  وان ،(٢) ش  وای  زر و ٧ ی  اگ  ر ل  وک  اس  وی  چ، و ب  وده اک  ی  د ۶ هام  اش  ه

[۵ ف  ص  ل ،۶] م  ول  د ت  واب  ع هم  راه ب  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های از ب  رخ  ی :٢ ج  دول

g ج  م  ع  ی م  ول  د f ض  رب  ی م  ول  د (p > ٠) ، t-ن  رم ض  اب  ط  ه t-ن  رم ن  ام
− lnx x xy ح  اص  ل  ض  رب
١ − x ex−١ (x+ y − ١) ∨ ٠ ل  وک  اس  وی  چ

(١ − x)p e−(١−x)p
(

١ − p
√

(١ − x)p + (١ − y)p
)
∨ ٠ ی  اگ  ر

x−p e−x
−p

(x−p + y−p − ١)−
١
p (١) ش  وای  زر

١ − xp ex
p−١ (xp + yp − ١) ∨ ٠ (٢) ش  وای  زر

ln p+(١−p)x
x

x
p+(١−p)x

xy
p+(١−p)(x+y−xy) هام  اش  ه

t-ن  رم ها ی  ک  ری  خ  ت  ی ٣. ٣

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های س  اخ  ت  ن ب  رای راه ی  ک دی  دی  م ٣. ٨ ق  ض  ی  ه در ک  ه هم  ان ط  ور

ت  ع  ری  فِ (۴ .٣ (ت  ع  ری  ف f : [٠, ١] −→ [a, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی هر و a ∈ [٠, ١) هر ب  رای

x •f y = f−١(f(x)f(y) ∨ a) (١٧)

ب  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ت  م  ام ٣. ١٣ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق هم چ  ن  ی  ن م  ی دهد. م  ا ب  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک

هس  ت  ن  د. (١٧) ص  ورت

هس  ت  ن  د؟ ی  ک  ی اس  اس  اً t-ن  رم دو م  وق  ع چ  ه ک  ه اس  ت م  ط  رح س  وال ای  ن ح  ال

ت  ن  ها ی  ک  ری  خ  ت  ی، ح  د ت  ا م  ی دهی  م ن  ش  ان و ک  رده ت  ع  ری  ف را t-ن  رم ها ی  ک  ری  خ  ت  ی م  ف  هوم پ  اس  خ، ب  رای

ی  ک ت  ن  ها ی  ک  ری  خ  ت  ی، ح  د ت  ا و اس  ت. ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم هم  ان ک  ه داری  م اک  ی  د ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک

5B. Schweizer
6H. Hamacher
7R. R. Yager
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اس  ت. ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ک  ه داری  م پ  وچ ت  وان ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم

ت  م  ام م  ج  م  وع  ه هم چ  ن  ی  ن م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش I ن  م  اد ب  ا را ([٠, ١],≤) س  اخ  ت  ار ن  م  ادگ  ذاری.

م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش Aut(I) ب  ا را (a = ٠ ازای ب  ه ۴ .٣ (ت  ع  ری  ف I روی ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی های

ی  ک  ری  خ  ت را (I, �) و (I, ◦) س  ی  س  ت  م های ب  اش  ن  د. t-ن  رم دو � و ◦ ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٣١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م داش  ت  ه x, y ∈ [٠, ١] هر ب  رای ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود h ∈ Aut(I) ع  ض  و گ  اه هر ن  ام  ن  د

.h(x ◦ y) = h(x) � h(y)

ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت اک  ی  د ◦ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک ◦ ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٣٢ ق  ض  ی  ه

هر ب  رای ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود f ∈ Aut(I) ی  ع  ن  ی ب  اش  د؛ ی  ک  ری  خ  ت ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم ب  ا اگ  ر

ای  ن در k ∈ Aut(I) ع  ض  و هم چ  ن  ی  ن .f(x ◦ y) = f(x)f(y) ب  اش  ی  م داش  ت  ه x, y ∈ [٠, ١]

.r > ٠ ب  ع  ض  ی ب  رای f(x) = k(x)r اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر م  ی ک  ن  د ص  دق ش  رط

□ م  ی ش  ود. ح  اص  ل ٣. ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه از س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

اگ  ر اس  ت پ  وچ ت  وان 4 ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک 4 ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٣٣ ق  ض  ی  ه

ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د م  وج  ود φ ∈ Aut(I) ی  ع  ن  ی ب  اش  د؛ ی  ک  ری  خ  ت ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم ب  ا اگ  ر ت  ن  ها و

ش  ده ت  ع  ری  ف ١٢ در ک  ه اس  ت ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ▲ ک  ه ج  ای  ی φ(x4y) = φ(x)▲φ(y)

اس  ت.

□ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ٣. ٢٩ گ  زاره از س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق t-ن  رم های ۴

را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق t-ن  رم های س  پ  س و ک  رده ت  ع  ری  ف را ف  ازی ن  ف  ی م  ف  هوم اب  ت  دا ب  خ  ش ای  ن در

پ  وچ ت  وان ک  ن  ن  د ص  دق ق  ان  ون ای  ن در ک  ه ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ک  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان م  ی دهی  م. ق  رار م  دن  ظ  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ارائ  ه را t-ن  رم های  ی چ  ن  ی  ن از م  ث  ال های  ی پ  ای  ان در هس  ت  ن  د.



٢۶ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

،N(٠) = ١ اگ  ر ن  ام  ن  د ف  ازی ن  ف  ی ی  ک را N : [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  اب  ع .١ .۴ ت  ع  ری  ف

ن  ب  اش  د. ص  ع  ودی N و N(١) = ٠

ت  اب  ع .٢ .۴ م  ث  ال

N : [٠, ١] −→ [٠, ١], N(x) =


١ x = ٠,

٠ x > ٠.

اس  ت. ف  ازی ن  ف  ی ی  ک

ب  اش  د. ن  زول  ی اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه اگ  ر ن  ام  ن  د اک  ی  د را N ن  ف  ی .٣ .۴ ت  ع  ری  ف

ت  اب  ع .۴ .۴ م  ث  ال

N : [٠, ١] −→ [٠, ١], N(x) = ١ − x٢.

اس  ت. اک  ی  د ن  ف  ی ی  ک

.x ∈ [٠, ١] هر ب  رای N(N(x)) = x اگ  ر ن  ام  ن  د ق  وی را N اک  ی  د ن  ف  ی .۵ .۴ ت  ع  ری  ف

ت  اب  ع .۶ .۴ م  ث  ال

Nλ : [٠, ١] −→ [٠, ١], Nλ(x) =
١ − x

١ + λx
(λ > −١)

N٠(x) = ١ − x خ  اص ح  ال  ت در ک  ه م  ی ن  ام  ن  د ٨ س  وگ  ی  ن  و ن  ف  ی را ن  ف  ی ای  ن اس  ت. ق  وی ن  ف  ی ی  ک

اس  ت. زاده ن  ف  ی

ق  ان  ون در (T,N) زوج گ  وی  ی  م ب  اش  د. ف  ازی ن  ف  ی ی  ک N و t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  د ف  رض .٧ .۴ ت  ع  ری  ف

،x ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه اگ  ر م  ی ک  ن  د ص  دق ٩ ت  ن  اق  ض

T (N(x), x) = ٠. (١٨)
8M. Sugeno
9Law of Contradiction
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م  ی پ  ردازی  م. ٧ .۴ ت  ع  ری  ف در ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ب  ررس  ی ب  ه ح  ال

ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د ف  ازی ن  ف  ی ی  ک N و ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  د ف  رض .٨ .۴ ق  ض  ی  ه

T آن گ  اه ک  ن  د ص  دق ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در (T,N) اگ  ر .N(x) 6= ٠ ک  ه ب  اش  د م  وج  ود x ∈ (٠, ١)

اس  ت. پ  وچ ت  وان

□ م  ی ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ٣. ٢٣ گ  زاره از س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

ب  ه ب  اش  د ۶ .۴ م  ث  ال در س  وگ  ی  ن  و ن  ف  ی Nλ و ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  م ف  رض .٩ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

،x ∈ [٠, ١] هر ب  رای ط  وری ک  ه

T (x,Nλ(x)) = ٠. (١٩)

اس  ت. پ  وچ ت  وان T ص  ورت ای  ن در

ص  دق ٨ .۴ ق  ض  ی  ه ش  رط در ک  ه اس  ت ن  ف  ی ی  ک ۶ .۴ م  ث  ال در Nλ ت  اب  ع اث  ب  ات.

□ م  ی ک  ن  د.

،x ∈ [٠, ١] هر ب  رای ط  وری ک  ه ب  ه ب  اش  د ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  م ف  رض .١٠ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

T (x, ١ − x) = ٠. (٢٠)

اس  ت. پ  وچ ت  وان T ص  ورت ای  ن در

□ اس  ت. λ = ٠ ازای ب  ه ٩ .۴ ن  ت  ی  ج  ه هم  ان ای  ن اث  ب  ات.

و ب  ی  ان ک  ن  د ص  دق ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در (T,N) زوج ک  ه ای  ن ب  رای را ک  اف  ی و لازم ش  رط ی  ک ادام  ه، در

داری  م. ن  ی  از زی  ر ل  م ب  ه م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات



٢٨ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

(T,N) ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د اک  ی  د ف  ازی ن  ف  ی ی  ک N و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  م ف  رض .١١ .۴ ل  م

اس  ت. ارش  م  ی  دس  ی T ص  ورت ای  ن در ک  ن  د. ص  دق ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در

ب  ه ب  اش  د م  وج  ود x ∈ (٠, ١) ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د؛ ارش  م  ی  دس  ی T ک  ن  ی  م ف  رض خ  ل  ف ب  رهان ب  ا اث  ب  ات.

آن گ  اه x ≤ N(x) اگ  ر .T (x, x) = x ک  ه ط  وری

x = T (x, x) ≤ T (N(x), x) = ٠.

پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا گ  اه آن x > N(x) اگ  ر .x ∈ (٠, ١) زی  را اس  ت ت  ن  اق  ض ک  ه x = ٠ پ  س

ت  اب  ع ،T

Tx : [٠, ١] −→ [٠, ١], Tx(y) = T (x, y),

ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود y ∈ [٠, ١] م  ی  ان  ی، م  ق  دار ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ب  وده پ  ی  وس  ت  ه

N(x) = Tx(y) = T (x, y).

آن گ  اه y > x اگ  ر زی  را .y ≤ x ط  رف  ی، از

N(x) = T (x, y) ≥ T (x, x) = x

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه

N(x) = T (x, y) = T (T (x, x), y) = T (x, T (x, y)) = T (x,N(x)) = ٠.

N(x) = ٠ = N(١) از پ  س اس  ت). ن  زول  ی اک  ی  داً (زی  را اس  ت ی  ک ب  ه ی  ک N ام  ا

□ .x ∈ (٠, ١) زی  را اس  ت ت  ن  اق  ض ای  ن و x = ١ ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. اک  ی  د ف  ازی ن  ف  ی ی  ک N و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک T ک  ن  ی  م ف  رض .١٢ .۴ ق  ض  ی  ه
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φ : [٠, ١] −→ [٠, ١] ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر م  ی ک  ن  د ص  دق ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در (T,N)

،x, y ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د م  وج  ود

T (x, y) = φ−١(φ(x)▲φ(y))

و اس  ت ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ،▲ آن در ک  ه

N(x) ≤ φ−١)١ − φ(x)).

،١١ .۴ ل  م ط  ب  ق T ل  ذا ک  ن  د. ص  دق ٧ .۴ ت  ع  ری  ف در ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در (T,N) ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات.

ت  رت  ی  ب  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ٣. ٢٩ گ  زاره ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  وچ ت  وان ٨ .۴ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق و اس  ت ارش  م  ی  دس  ی

ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود φ : [٠, ١] −→ [٠, ١]

T (x, y) = φ−١(φ(x)▲φ(y)).

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن

T (N(x), x) = ٠ ⇐⇒ φ−١(φ(N(x))▲φ(x)) = ٠

⇐⇒ φ(N(x))▲φ(x) = ٠

⇐⇒ (φ(N(x)) + φ(x)− ١) ∨ ٠ = ٠

⇐⇒ φ(N(x)) ≤ ١ − φ(x)

⇐⇒ N(x) ≤ φ−١)١ − φ(x)).

□

م  ی س  ازی  م. م  ی ک  ن  ن  د ص  دق (٢٠) ش  رط در ک  ه را ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های ادام  ه در



٣٠ ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ص  ورت، ای  ن در ب  اش  د. ن  زول  ی اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک h : [−١
٢ ,

١
٢ ] −→ R ک  ن  ی  م ف  رض .١٣ .۴ ل  م

g : [٠, ١] −→ [٠,∞), g(t) = h(t− ١
٢
)− h(

١
٢
)

.g(١) = ٠ و ٠ < g(٠) <∞ ب  وده، ن  زول  ی اک  ی  داً و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی

□ م  ی ش  ود. ث  اب  ت س  ادگ  ی ب  ه اث  ب  ات.

ی  ک T ع  لاوه ب  ه و ف  رد ت  اب  ع  ی h هم چ  ن  ی  ن ،١٣ .۴ ل  م در ش  ده م  ع  رف  ی ت  واب  ع g و h اگ  ر .١۴ .۴ ق  ض  ی  ه

زوج ن  ت  ی  ج  ه در و ب  وده ب  رق  رار (٢٠) ش  رط آن گ  اه ب  اش  د، g ج  م  ع  ی م  ول  د ت  اب  ع ب  ا ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم

م  ی ک  ن  د. ص  دق ٧ .۴ ت  ع  ری  ف در ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در (T,N(x) = ١ − x)

در .g(x) + g(١ − x) = g(٠) ک  ه م  ی ش  ود دی  ده س  ادگ  ی ب  ه .x ∈ [٠, ١] ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات.

داری  م: ٢۵ .٣ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ن  ت  ی  ج  ه

T (x, ١ − x) = g−١((g(x) + g(١ − x)) ∧ g(٠)) = g−١(g(٠)) = ٠.

□

را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق t-ن  رم های از م  ث  ال های  ی ،٢۵ .٣ ق  ض  ی  ه و ف  وق م  ف  اهی  م ک  م  ک ب  ه ح  ال

آورد. خ  واهی  م

دی  ده س  ادگ  ی ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف h(x) = −x ض  اب  ط  ه ب  ا را h ت  اب  ع ١٣ .۴ ل  م در .١۵ .۴ م  ث  ال

اس  ت. ل  وک  اس  وی  چ t-ن  رم هم  ان ک  ه T (x, y) = (x+ y − ١) ∨ ٠ و g(x) = ١ − x ک  ه م  ی ش  ود

س  ادگ  ی ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف h(x) = −١
٢ tan(

πx
٢ ) ض  اب  ط  ه ب  ا را h ت  اب  ع ١٣ .۴ ل  م در .١۶ .۴ م  ث  ال

و g(x) = ١
٢ + tan(πx٢ − π

۴ ) ک  ه م  ی ش  ود دی  ده

T (x, y) = (
١
٢
+

٢
π
arctan(

١
٢
+ tan(

πx

٢
− π

۴
) + tan(

πy

٢
− π

۴
))) ∨ ٠.
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ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۵

اس  ت. ب  رخ  وردار خ  اص  ی اهم  ی  ت از گ  زاره ها ب  ی  ن راب  ط  ی ع  ن  وان ب  ه م  ن  ط  ق، و ری  اض  ی  ات در «و» ع  م  ل  گ  ر

(م  ط  اب  ق ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر و ی  ک  ت  ا ص  ورت ب  ه م  ع  م  ول  ی، ری  اض  ی  ات ق  ال  ب در ع  م  ل  گ  ر، ای  ن ارزش ج  دول

ام  ا اس  ت. ری  اض  ی دان  ان و م  ن  ط  ق دان  ان ت  واف  ق م  ورد ت  ع  ری  ف، ای  ن و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف ( ١ ش  م  اره ج  دول

ن  ی  ز t-ن  رم ها از م  ی  ن  ی  م  م ع  م  ل  گ  ر ب  ر ع  لاوه م  ی ت  وان  ی  م ف  ازی، ری  اض  ی  ات در ع  م  ل  گ  ر ای  ن م  دل س  ازی ب  رای

ع  ن  وان ت  ح  ت t-ن  رم ها از خ  اص رده ی  ک ب  ررس  ی ب  ه س  پ  س و ک  رده ت  ع  ری  ف را م  ف  هوم ای  ن ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده

ج  م  ع  ی ن  ی  ز و ض  رب  ی م  ول  د های دارای رده ای  ن ک  ه دادی  م ن  ش  ان پ  رداخ  ت  ی  م. ارش  م  ی  دس  ی t-ن  رم های

ک  ردی  م. ارائ  ه ٢ ش  م  اره ج  دول در را م  ول  دهای  ش  ان هم  راه ب  ه t-ن  رم ها از م  ت  ن  وع  ی م  ث  ال های م  ی ب  اش  د.

t-ن  رم دو ت  ن  ها ی  ک  ری  خ  ت  ی ح  د ت  ا ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت t-ن  رم ها ی  ک  ری  خ  ت  ی م  ف  هوم م  ع  رف  ی ب  ا س  پ  س

ق  ان  ون در ص  ادق t-ن  رم های ل  وک  اس  وی  چ. t-ن  رم دی  گ  ری و ح  اص  ل  ض  رب t-ن  رم ی  ک  ی داری  م. ارش  م  ی  دس  ی

ن  ف  ی م  ف  اهی  م هس  ت  ن  د. ب  رخ  وردار خ  اص  ی اهم  ی  ت از ث  ال  ث، ش  ق ط  رد خ  اص  ی  ت ح  ف  ظ دل  ی  ل ب  ه ت  ن  اق  ض،

در ک  ردی  م. ارائ  ه ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق زوج های از ت  وص  ی  ف  ی و ک  رده ت  ع  ری  ف را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون و ف  ازی

آورده ای  م. ح  س  اب  ان، از م  ف  اهی  م  ی ک  م  ک ب  ه را ت  ن  اق  ض ق  ان  ون در ص  ادق t-ن  رم های از م  ث  ال های  ی ان  ت  ها
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