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١٨٨ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

ع  دم ب  ا م  واج  هه ب  رای ک  ه ش  دن  د م  ع  رف  ی ن  اهم  وار م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های

ن  ظ  ری  ه های ب  رای اش  ک  الات  ی ١٩٩٩ س  ال در [٢٠] ١ م  ول  ودس  وف ش  دن  د. گ  رف  ت  ه ب  ک  ار ق  ط  ع  ی  ت ها

و س  ر ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا ک  ه م  س  ائ  ل  ی ح  ل ب  رای را نَ  رم م  ج  م  وع  ه های م  ف  هوم و ک  رد ب  ی  ان ی  ادش  ده

ت  ا دارد پ  ارام  ت  ر ک  اف  ی ان  دازه ب  ه نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ک  رد اع  لام او ن  م  ود. ارائ  ه دارن  د ک  ار

و ن  دارد را ق  ب  ل  ی ن  ظ  ری  ه های م  ش  ک  ل ل  ذا و ک  ن  د ارائ  ه ش  یء از اول  ی  ه ت  ق  ری  ب  ی ت  وص  ی  ف ب  ت  وان  د

م  ش  ک  لات از ع  اری ن  ی  ز ن  ظ  ری  ه ای  ن اس  ت ذک  ر ب  ه لازم اس  ت. اج  را ق  اب  ل و آس  ان ع  م  ل در

م  ط  ال  ع  ه آن از پ  س ک  رده ان  د. ت  ک  م  ی  ل را آن ج  دی  دت  ری ن  ظ  ری  ه های و ن  ی  س  ت ق  ب  ل  ی روش های

ای  ن ک  ارب  رد [١٨] هم  ک  اران و ٢ م  اج  ی ک  رد. پ  ی  ش  رف  ت س  رع  ت ب  ه نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه

ج  ب  ری ع  م  ل چ  ن  د [١٧] دی  گ  ر م  ق  ال  ه ای در و ک  رد ت  وص  ی  ف ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  س  ائ  ل در را ن  ظ  ری  ه

و نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ب  ی  ن راب  ط  ه [٢٢] هم  ک  اران و ٣ پ  ی ک  رد. ت  ع  ری  ف نَ  رم م  ج  م  وع  ه های روی

٢٠٠٧ س  ال در [٢] ۵ ک  اگ  م  ن و ۴ اک  ت  اس داد. ق  رار ب  ح  ث م  ورد را اط  لاع  ات  ی س  ی  س  ت  م های

آن ها ک  ردن  د. م  ق  ای  س  ه ن  اهم  وار م  ج  م  وع  ه های و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ب  ا را نَ  رم م  ج  م  وع  ه های

ت  رت  ی  ب ب  دی  ن و ک  ردن  د ب  ررس  ی را آن اص  ل  ی وی  ژگ  ی های و ک  رده م  ع  رف  ی را نَ  رم گ  روه های هم  چ  ن  ی  ن

ح  ل  ق  ه های ن  م  ون  ه ع  ن  وان ب  ه راس  ت  ا ای  ن در گ  ردی  د. آغ  از ج  ب  ری دی  دگ  اه از نَ  رم م  ج  م  وع  ه های م  ط  ال  ع  ه

ش  ده ان  د. م  ط  ال  ع  ه [٢٨] ٧ س  زگ  ی  ن ت  وس  ط نَ  رم ب  رداری ف  ض  اهای و [١] ۶ ک  ار آ ت  وس  ط نَ  رم

اب  رع  م  ل ب  ه · : S × S → S ع  م  ل م  ف  هوم ت  ع  م  ی  م ب  ا ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه

ع  م  ل هر ش  د. ب  ن  ی  ان گ  ذاری ١٩٣۴ س  ال در [١٩] ٨ م  ارت  ی ت  وس  ط ◦ : S × S → P ∗(S)

ن  س  ب  ت را آن از ع  ض  وی S ع  ض  و دو هر ب  ه ک  ه اس  ت دوت  ای  ی ت  اب  ع  ی S م  ج  م  وع  ه روی دوت  ای  ی

ی  ک S ع  ض  و دو هر ب  ه ک  ه اس  ت دوت  ای  ی ت  اب  ع  ی S روی اب  رع  م  ل ی  ک ک  ه ح  ال  ی در م  ی دهد

م  ن  ج  ر ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای روی ای  ده ای  ن ت  أث  ی  ر م  ی دهد. ن  س  ب  ت را S از ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه

ک  ه اس  ت ش  ده ک  ارب  ردی و م  ح  ض زم  ی  ن  ه های در ک  ت  اب چ  ن  د و م  ت  ع  دد م  ق  الات ت  ول  ی  د ب  ه
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دهق  ان ر. ا. ١٨٩

ک  رد. م  ش  اهده [١١] و [١٠] دواز و [٧] ٩ ک  رس  ی  ن  ی ک  ت  اب های در م  ی ت  وان را آن ها از ب  خ  ش  ی

ت  وس  ط ١٩٩٠ س  ال در دارن  د) وج  ود ن  ی  ز دی  گ  ری (ان  واع ب  رداری اب  رف  ض  اهای از ن  وع ی  ک

ک  ارب  ردها و ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای ب  ی  ن ال  م  ل  ل  ی ک  ن  گ  ره چ  هارم  ی  ن در [٢۵] ١٠ اس  ک  اف  ات  ی-ت  ال  ی  ن  ی

ص  دق  ی ،[١٣] و [١٢] ن  وی  س  ن  ده ،[۵] و [۴] ،[٣] ع  ام  ری ،[٢۶] وی س  پ  س و گ  ردی  د ارائ  ه

ن  م  ودن  د. ب  ررس  ی م  خ  ت  ل  ف ج  ن  ب  ه های از را ب  رداری اب  رف  ض  اهای [٢٩] ت  ق  وی و [٢٣] رج  ا ،[٢٧]

م  ورد ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای روی نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ت  أث  ی  ر م  ط  ال  ع  ه اخ  ی  ر دهه در

[٣٠] و [٢١] ،[١۶] ،[۶] م  راج  ع ن  م  ون  ه (ب  رای اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار ب  س  ی  اری پ  ژوهش گ  ران ت  وج  ه

ب  رداری اب  رف  ض  ای و نَ  رم ب  رداری اب  رف  ض  ای [٢۴] هم  ک  اران و رن  ج  ب  ر وی  ژه ب  ه ب  ب  ی  ن  ی  د). را

اخ  ی  را [١۴] ن  وی  س  ن  ده ک  ردن  د. ب  ررس  ی را آن اول  ی  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی و م  ع  رف  ی را ف  ازی نَ  رم

اش  ت  راک، ش  ن  اخ  ت  ه ش  ده اع  م  ال ح  س  ب ب  ر را نَ  رم ب  رداری اب  رف  ض  اهای از دی  گ  ری وی  ژگ  ی های

م  ورد خ  ط  ی ت  ب  دی  لات ت  ح  ت را آن ها رف  ت  ار و ک  رده م  ط  ال  ع  ه ج  م  ع و ض  رب ،OR ،AND اج  ت  م  اع،

اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردار م  ف  هوم از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ق  ال  ه ای  ن در ح  ال اس  ت. داده ق  رار پ  ژوهش

روی نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ج  ب  ری س  اخ  ت  ار اس  ت، ش  ده م  ع  رف  ی [١۵] ن  وی  س  ن  ده ت  وس  ط ک  ه ب  رداری،

م  ج  م  وع  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان ٣ ب  خ  ش در و م  ی دهی  م ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ب  رداری اب  رف  ض  اهای

ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  ن  اس  ب اب  رع  م  ل ی  ک ب  ا هم  راه ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک روی نَ  رم ب  ردارهای ت  م  ام

نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ت  م  ام گ  ردای  ه ک  ل  ی ح  ال  ت در اس  ت ذک  ر ب  ه لازم م  ی دهد. ب  رداری اب  رف  ض  ای

اب  رف  ض  ای ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  ت  ن  اظ  ر خ  ارج  ی اب  رع  م  ل و ج  م  ع ع  م  ل ب  ا ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی

م  ج  م  وع  ه و ب  رداری اب  رف  ض  اهای ب  ی  ن ارت  ب  اط م  خ  ت  ص  ر ط  ور ب  ه هم  چ  ن  ی  ن ن  م  ی دهد. ب  رداری

۴ ب  خ  ش در م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی خ  ط  ی ت  ب  دی  ل م  ف  هوم از اس  ت  ف  اده ب  ا را آن ها م  ت  ن  اظ  ر نَ  رم ب  ردارهای

و ک  رده م  ع  رف  ی را نَ  رم ب  ردارهای از م  ت  ش  ک  ل SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم م  ف  هوم

روی نَ  رم نُ  رم ی  ک V ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نُ  رم ها از پ  ارام  ت  ری خ  ان  واده هر م  ی دهی  م ن  ش  ان

روی نَ  رم نُ  رم ی  ک V روی نُ  رم هر ک  ه ط  وری هم  ان م  ی ک  ن  د، ال  ق  ا SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای

ط  ور ب  ه نَ  رم نُ  رم دار ب  رداری اب  رف  ض  ای هر م  ی ک  ن  ی  م ث  اب  ت پ  ای  ان در م  ی ک  ن  د. ال  ق  ا SE(V )

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ١ ش  ک  ل اس  ت. نَ  رم م  ت  ری  ک ف  ض  ای ی  ک ط  ب  ی  ع  ی
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١٩٠ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

اول  ی  ه ت  ع  اری  ف ٢

ن  ی  از م  ورد م  ق  ال  ه ادام  ه در ک  ه ق  ب  ل  ی اث  ب  ات ش  ده ق  ض  ای  ای و م  ث  ال ها اول  ی  ه، ت  ع  اری  ف ب  خ  ش ای  ن در

اس  ت. ش  ده آورده اس  ت،

پ  ارام  ت  رهای از م  ج  م  وع  ه ای E م  رج  ع، م  ج  م  وع  ه U ک  ن  ی  د ف  رض [٢٠] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ت  م  ام م  ج  م  وع  ه P (U)) ب  اش  د ن  گ  اش  ت ی  ک F : E → P (U) و U ب  ه ن  س  ب  ت م  م  ک  ن

ن  ام  ی  ده U روی نَ  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک (F,E) ج  ف  ت ص  ورت ای  ن در اس  ت). U زی  رم  ج  م  وع  ه های

زی  رم  ج  م  وع  ه های از پ  ارام  ت  ری ش  ده خ  ان  واده ی  ک (F,E) نَ  رم م  ج  م  وع  ه دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  ی ش  ود؛

و اس  ت U

(F,E) = {(e, F (e)) : e ∈ E,F (e) ⊆ U}.

و خ  ان  ه ش  ش از م  ج  م  وع  ه ای U = {h١, h٢, h٣, h۴, h۵, h۶} ک  ن  ی  د ف  رض [٢٠] .٢. ٢ م  ث  ال

گ  ران، ش  ام  ل خ  ان  ه خ  ری  د ب  ا م  رت  ب  ط پ  ارام  ت  رهای از م  ج  م  وع  ه ی  ک E = {e١, e٢, e٣, e۴, e۵}

،F (e٢) = {h١, h٣} ،F (e١) = {h٢, h۴} ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. وی  لای  ی و ارزان چ  وب  ی، زی  ب  ا،

ص  ورت ای  ن در .F (e۵) = {h١} و F (e۴) = {h١, h٣, h۵} ،F (e٣) = {h٣, h۴, h۵}

نَ  رم م  ج  م  وع  ه

(F,E) = {(e١, {h٢, h۴}), (e٢, {h١, h٣}), (e٣, {h٣, h۴, h۵})

, (e۴, {h١, h٣, h۵}), (e۵, {h١})}

م  ی ک  ن  د. ک  م  ک خ  ان  ه خ  ری  د ب  ه ک  ه اس  ت ت  ق  ری  ب  ی ت  وص  ی  ف های از م  ج  م  وع  ه ای

از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ای E و دل  خ  واه ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک U ک  ن  ی  د ف  رض [٨] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده U از نَ  رم ع  ن  ص  ر ی  ک f : E → U ت  اب  ع ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها

،f(e) ∈ F (e) اگ  ر اس  ت U از (F,E) نَ  رم م  ج  م  وع  ه ب  ه م  ت  ع  ل  ق U از f نَ  رم ع  ن  ص  ر گ  وی  ی  م

ب  ه ب  اش  د نَ  رم م  ج  م  وع  ه ی  ک (F,E) اگ  ر .f ∈̃F م  ی ن  وی  س  ی  م ح  ال  ت ای  ن در .e ∈ E هر ب  رای

(F,E) ب  ه م  ت  ع  ل  ق نَ  رم ع  ن  ص  رهای ت  م  ام گ  ردای  ه آن گ  اه ،e ∈ E هر ب  رای F (e) ̸= ∅ ک  ه ط  وری

ب  ه م  ی ت  وان را U از (F,E) نَ  رم م  ج  م  وع  ه ح  ال  ت ای  ن در م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش SE(F,E) ب  ا



دهق  ان ر. ا. ١٩١

ک  رد: ب  ی  ان زی  ر ص  ورت

F (e) = {f(e); f ∈̃F}, ∀e ∈ E.

ت  ک ع  ض  وی (F,E) نَ  رم (م  ج  م  وع  ه U روی ت  ک ع  ض  وی نَ  رم م  ج  م  وع  ه هر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ب  اش  د) U از {ue} ت  ک ع  ض  وی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک F (e) ،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده

ب  ا را {ue} ت  ک ع  ض  وی م  ج  م  وع  ه هرگ  اه گ  رف  ت، ن  ظ  ر در U از نَ  رم ع  ن  ص  ر ی  ک م  ی ت  وان را

ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ی  ک  س  ان ue ع  ن  ص  رش

از (م  س  ت  ق  ل E پ  ارام  ت  ر م  ج  م  وع  ه ب  ا U م  ج  م  وع  ه روی نَ  رم ع  ن  اص  ر ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ن  م  ادگ  ذاری.

ب  رای ب  اش  د ن  داش  ت  ه اب  هام ک  ه ج  ای  ی در و ،SEE(U) ب  ا را ((F,E) نَ  رم م  ج  م  وع  ه ب  ه ت  ع  ل  ق

م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش SE(U) ب  ا س  ادگ  ی

هر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E ک  ن  ی  د ف  رض [٨] .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی م  ج  م  وع  ه ی  ک ،F : E → P (R) ت  اب  ع ی  ع  ن  ی ،R روی (F,E) نَ  رم م  ج  م  وع  ه

ب  اش  د. R از ک  ران  دار ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک F (e) ،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده

ی  ک هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک R روی (F,E) نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی م  ج  م  وع  ه

در ی  ک  س  ان م  ت  ن  اظ  رش نَ  رم ع  ن  ص  ر ب  ا (F,E) ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د؛ ت  ک ع  ض  وی نَ  رم م  ج  م  وع  ه

اس  ت. نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک F : E → R ت  اب  ع هر دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  ی ش  ود، گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر

اع  داد ب  ی  ن ≤ راب  ط  ه م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش r ∈ R ازای ب  ه ،r̃ ب  ا م  ع  م  ولا نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی اع  داد

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه s̃ و r̃ نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی

r̃ ≤ s̃ ⇔ r̃(e) ≤ s̃(e), ∀e ∈ E.

.e ∈ E هر ب  رای ،r(e) = r آن در ک  ه اس  ت نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از خ  اص ن  وع ی  ک r

.e ∈ E هر ب  رای ،r̃(e) ≥ ٠ اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ن  ام  ن  ف  ی r̃ نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی ع  دد

R+(E) و R(E) ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه ن  ام  ن  ف  ی نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی اع  داد و نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ت  م  ام م  ج  م  وع  ه

در نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی اع  داد و نَ  رم ح  ق  ی  ق  ی م  ج  م  وع  ه های از م  ت  ن  وع  ی م  ث  ال های م  ی ش  ون  د. داده ن  م  ای  ش

اس  ت. ش  ده آورده [٨] م  رج  ع



١٩٢ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E و دل  خ  واه ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض [٩] .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

ت  اب  ع ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها

d : SE(X)× SE(X) → R+(E)

زی  ر ش  رای  ط x̃, ỹ, z̃ ∈ SE(X) هر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده SE(X) روی نَ  رم م  ت  ر ی  ک

ب  اش  ن  د: ب  رق  رار

,d(x̃؛ ỹ) ≥ ٠ .١

,d(x̃؛ ỹ) = ٠ ⇔ x̃ = ỹ .٢

,d(x̃؛ ỹ) = d(ỹ, x̃) .٣

.d(x̃, z̃) ≤ d(x̃, ỹ) + d(ỹ, z̃) .۴

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده نَ  رم م  ت  ری  ک ف  ض  ای ی  ک (SE(X), d) ح  ال  ت ای  ن در

از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E و ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض .١ [٩] .۶ .٢ م  ث  ال

دهی  د ق  رار ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها

d(x̃, ỹ) =

 ٠ x̃ = ỹ,

١ x̃ ̸= ỹ.

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده گ  س  س  ت  ه نَ  رم م  ت  ر ک  ه اس  ت SE(X) روی نَ  رم م  ت  ر ی  ک d ص  ورت ای  ن در

روی م  ت  رها از خ  ان  واده ای {de}e∈E و پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E ک  ن  ی  د ف  رض .٢

دهی  د ق  رار ب  اش  د. X م  ج  م  وع  ه

d(x̃, ỹ)(e) = de(x̃(e), ỹ(e)), ∀e ∈ E.

اس  ت. SE(X) روی نَ  رم م  ت  ر ی  ک d ص  ورت ای  ن در

در ب  اش  د. آب  ل  ی گ  روه ی  ک (V,+) و م  ی  دان ی  ک K ک  ن  ی  د ف  رض [٢۵] .٢. ٧ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده K روی ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (V,+, ◦,K) چ  هارت  ای  ی ص  ورت ای  ن



دهق  ان ر. ا. ١٩٣

ت  م  ام م  ج  م  وع  ه P ∗(V )) ب  اش  د خ  ارج  ی اب  رع  م  ل ی  ک ◦ : K × V → P ∗(V ) هرگ  اه

زی  ر ش  رای  ط a, b ∈ K و x, y ∈ V هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت) V ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های

ب  اش  ن  د: ب  رق  رار

a؛ ◦ (x+ y) ⊆ a ◦ x+ a ◦ y .١

+a)؛ b) ◦ x ⊆ a ◦ x+ b ◦ x .٢

a؛ ◦ (b ◦ x) = (ab) ◦ x .٣

a؛ ◦ (−x) = (−a) ◦ x = −(a ◦ x) .۴

.x ∈ ١ ◦ x .۵

راس  ت س  م  ت م  ج  م  وع .a◦x+a◦y = {p+q : p ∈ a◦x, q ∈ a◦y} ،(١) در ک  ه ج  ای  ی

.a ◦ (b ◦ x) =
⋃

t∈b◦x
a ◦ t ،(٣) در هم  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ط  ور (٢) ت  س  اوی

ب  رق  رار ت  س  اوی (١) در هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ق  وی راس  ت ت  وزی  ع پ  ذی  ر V ب  رداری اب  رف  ض  ای

ب  رداری اب  رف  ض  ای م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ط  ور ق  وی چ  پ ت  وزی  ع پ  ذی  ر ب  رداری اب  رف  ض  ای ب  اش  د.

ب  اش  د. ق  وی راس  ت و چ  پ ت  وزی  ع پ  ذی  ر هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ق  وی ت  وزی  ع پ  ذی  ر V

اب  رف  ض  ای ی  ک (Kn,+, ◦,K) آن گ  اه ب  اش  د، م  ی  دان ی  ک K اگ  ر [١۵] .٢. ٨ م  ث  ال

ض  اب  ط  ه ب  ا ◦ : K × Kn → P ∗(Kn) خ  ارج  ی اب  رع  م  ل آن در ک  ه اس  ت ب  رداری

اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف a ◦ x = {ax,−ax}

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در آب  ل  ی گ  روه ی  ک ع  ن  وان ب  ه را (R٢,+) اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای [٣] .٢. ٩ م  ث  ال

و a ∈ R هر ب  ه ک  ه ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف چ  ن  ی  ن را ◦ : R × R٢ → P ∗(R٢) خ  ارج  ی اب  رع  م  ل

ای  ن در دهد. ن  س  ب  ت را R٢ در (ax, ay) ن  ق  ط  ه و م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ب  ی  ن پ  اره خ  ط (x, y) ∈ R٢

اس  ت. ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (R٢,+, ◦,R) ص  ورت

و (V١+,١, ◦١,K) ب  رداری اب  رف  ض  اهای ب  ی  ن خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک [٣] .٢. ١٠ ت  ع  ری  ف

و x, y ∈ V١ هر ب  رای ک  ه T : V١ → V٢ ت  اب  ع ی  ک از اس  ت ع  ب  ارت (V٢+,٢, ◦٢,K)

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در a ∈ K

T؛ (x+١ y) = T (x) +٢ T (y) .١



١٩۴ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

.T (a ◦١ x) ⊆ a ◦٢ T (x) .٢

و ب  اش  د ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (V,+, ◦,K) ک  ن  ی  د ف  رض [١٣] .٢. ١١ م  ث  ال

V n =



x١
...

xn

 : xi ∈ V

 .

ب  ا “⊙n ” خ  ارج  ی اب  رع  م  ل و “⊕n ” ع  م  ل ب  ا هم  راه (V n,⊕n,⊙n,K) ص  ورت ای  ن در

اس  ت: ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک زی  ر ت  ع  اری  ف


x١
...

xn

⊕n


y١
...

yn

 =


x١ + y١

...

xn + yn


و

a⊙n


x١
...

xn

 =



x′١
...

x′n

 : x′i ∈ a ◦ xi, ١ ≤ i ≤ n

 .

پ  ذی  ر ت  وزی  ع ب  رداری اب  رف  ض  ای دو (V n,⊕n,⊙n,K) و (V m,⊕m,⊙m,K) اگ  ر ح  ال

زی  ر ض  اب  ط  ه ب  ا T : V m −→ V n گ  اه آن ،m < n ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  ن  د ف  وق ت  ع  ری  ف ب  ا ق  وی

اس  ت: خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک

T



x١
...

xm


 =



x١ + x٢

x٢ + x٣
...

xm−١ + xm

x١ + x٢
...

x١ + x٢
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ی  ک روی نَ  رم ب  ردارهای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ٣

ب  رداری اب  رف  ض  ای

ت  وس  ط نَ  رم ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک ب  ه م  ت  ع  ل  ق ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک روی نَ  رم ب  ردار م  ف  هوم

را ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم ب  ردار ب  خ  ش ای  ن در اس  ت. ش  ده م  ع  رف  ی [١۵] ن  وروزی و دهق  ان

م  ج  م  وع  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف نَ  رم ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک ب  ه ت  ع  ل  ق از م  س  ت  ق  ل

ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  ن  اس  ب اب  رع  م  ل ی  ک ب  ا هم  راه ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک روی نَ  رم ب  ردارهای ت  م  ام

ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه و ب  رداری اب  رف  ض  اهای ب  ی  ن ارت  ب  اط هم  چ  ن  ی  ن م  ی دهد. ب  رداری اب  رف  ض  ای

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی خ  ط  ی ت  ب  دی  ل م  ف  هوم از اس  ت  ف  اده ب  ا را آن ها م  ت  ن  اظ  ر نَ  رم

م  ج  م  وع  ه ای E و K م  ی  دان روی ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک V ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١ ت  ع  ری  ف

V روی نَ  رم ب  ردار ی  ک V روی نَ  رم ع  ن  ص  ر هر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی

ک  ه f : E → V ت  اب  ع ی  ک از اس  ت ع  ب  ارت نَ  رم ب  ردار ی  ک دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه م  ی ش  ود؛ ن  ام  ی  ده

z̃ و ỹ ،x̃ ب  ا م  ع  م  ولا را نَ  رم ب  ردارهای م  ی دهد. ن  س  ب  ت V از ب  رداری e ∈ E پ  ارام  ت  ر هر ب  ه

هر ب  رای ،x(e) = x آن در ک  ه اس  ت نَ  رم ب  ردار ی  ک ن  م  ای  ش  گ  ر x هم  چ  ن  ی  ن م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش

٠ آن در ک  ه ،e ∈ E هر ب  رای ،x(e) = ٠ اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده پ  وچ x̃ نَ  رم ب  ردار .e ∈ E

م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش θ ب  ا پ  وچ نَ  رم ب  ردار اس  ت. V ب  رداری اب  رف  ض  ای ص  ف  ر

ن  ظ  ر در را ٢. ٨ م  ث  ال در ت  ع  ری  ف ش  ده اب  رع  م  ل ب  ا (Rn,+, ◦,R) ب  رداری اب  رف  ض  ای .٣. ٢ م  ث  ال

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از م  ج  م  وع  ه ای E = {١, . . . , n} ک  ن  ی  د ف  رض و ب  گ  ی  ری  د

ب  رای tj = ١ و ti = ٠ آن در ک  ه ،f(i) = (t١, . . . , tn) ض  اب  ط  ه ب  ا f : E → Rn ت  اب  ع

اس  ت. Rn روی نَ  رم ب  ردار ی  ک ،j ∈ E\{i}

پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E و ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (V,+, ◦,K) اگ  ر .٣. ٣ ق  ض  ی  ه

اب  رف  ض  ای ی  ک زی  ر خ  ارج  ی اب  رع  م  ل و ع  م  ل ب  ا هم  راه (SE(V ),⊕,⊙,K) آن گ  اه ب  اش  د،

اس  ت: ب  رداری ⊕ : SE(V )× SE(V ) → SE(V )

(x̃⊕ ỹ)(e) = x̃(e) + ỹ(e),



١٩۶ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

و ⊙ : K × SE(V ) → P ∗(SE(V ))

a⊙ x̃ = {ỹ ∈ SE(V ); ỹ(e) ∈ a ◦ x̃(e), ∀e ∈ E} .

آن در ک  ه اس  ت آب  ل  ی گ  روه ی  ک (SE(V ),⊕) م  ی ش  ود دی  ده آس  ان  ی ب  ه اث  ب  ات.

و ٠SE(V ) = θ −x̃ : E → V

(−x̃)(e) = −x̃(e).

در .a, b ∈ K و x̃, ỹ ∈ SE(V ) ک  ن  ی  د ف  رض م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ٢. ٧ ت  ع  ری  ف ش  رای  ط ح  ال

ص  ورت ای  ن

آن گ  اه ،e ∈ E و z̃ ∈ a⊙ (x̃⊕ ỹ) اگ  ر .١

z̃(e) ∈ a ◦ (x̃⊕ ỹ)(e)

= a ◦ (x̃(e) + ỹ(e))

⊆ a ◦ x̃(e) + a ◦ ỹ(e).

دهی  د ق  رار .se ∈ a ◦ ỹ(e) و te ∈ a ◦ x̃(e) ب  رخ  ی ب  رای z̃(e) = te + se ل  ذا z̃٢ : E → V

z̃٢(e) = se,
و

 z̃١ : E → V

z̃١(e) = te.

ک  ه ط  وری ب  ه هس  ت  ن  د V روی نَ  رم ب  ردارهای z̃٢ و z̃١ ص  ورت ای  ن در

z̃(e) = z̃١(e) + z̃٢(e) = (z̃١ ⊕ z̃٢)(e),

z̃ = z̃١⊕ z̃٢ رو ای  ن از .e ∈ E هر ب  رای ،z̃٢(e) ∈ a◦ ỹ(e) و z̃١(e) ∈ a◦ x̃(e)

.z̃ ∈ (a⊙ x̃)⊕(a⊙ ỹ) م  ی دهد ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ،z̃٢ ∈ a⊙ỹ و z̃١ ∈ a⊙x̃ ک  ه ط  وری ب  ه

ب  ن  اب  رای  ن

a⊙ (x̃⊕ ỹ) ⊆ (a⊙ x̃)⊕ (a⊙ ỹ) .

.(a+ b)⊙ x̃ ⊆ (a⊙ x̃)⊕ (b⊙ x̃) م  ی ش  ود ث  اب  ت (١) ق  س  م  ت م  ش  اب  ه .٢
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زی  را a⊙ (b⊙ x̃) = (ab)⊙ x̃ .٣

ỹ ∈ a⊙ (b⊙ x̃) ⇔ ∃ z̃ ∈ b⊙ x̃, ỹ ∈ a⊙ z̃

⇔ ∀e ∈ E, z̃(e) ∈ b ◦ x̃(e), ỹ(e) ∈ a ◦ z̃(e)

⇔ ∀e ∈ E, ỹ(e) ∈ a ◦ (b ◦ x̃(e)) = (ab) ◦ x̃(e)

⇔ ỹ ∈ (ab)⊙ x̃.

،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ỹ ∈ a⊙ (−x̃) .۴

ỹ(e) ∈ a ◦ (−x̃)(e) = a ◦ (−x̃(e)) = (−a) ◦ x̃(e),

اگ  ر ح  ال .a ⊙ (−x̃) = (−a) ⊙ x̃ ل  ذا .ỹ ∈ (−a) ⊙ x̃ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر

آن گ  اه ،ỹ ∈ −(a⊙ x̃)

∃z̃ ∈ a⊙ x̃, ỹ = −z̃,

⇒ ∀e ∈ E, z̃(e) ∈ a ◦ x̃(e), ỹ = −z̃,

⇒ ∀e ∈ E, ỹ(e) = (−z̃)(e) = −z̃(e) ∈ −(a ◦ x̃(e)) = (−a) ◦ x̃(e),

⇒ ỹ ∈ (−a)⊙ x̃.

آن گ  اه ،ỹ ∈ (−a)⊙ x̃ اگ  ر دی  گ  ر ط  رف از .−(a⊙ x̃) ⊆ (−a)⊙ x̃ ل  ذا

ỹ(e) ∈ (−a) ◦ x̃(e) = −(a ◦ x̃(e)),

ط  وری ب  ه دارد وج  ود te ∈ a ◦ x̃(e) ،e ∈ E هر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .e ∈ E هر ب  رای

دهی  د ق  رار .ỹ(e) = −te ک  ه

 z̃ : E → V

z̃(e) = te,

رو ای  ن از .e ∈ E هر ب  رای ỹ(e) = −z̃(e) و z̃(e) ∈ a ◦ x̃(e) ص  ورت ای  ن در



١٩٨ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

.(−a) ⊙ x̃ ⊆ −(a ⊙ x̃) ل  ذا و ỹ ∈ −(a ⊙ x̃) پ  س .ỹ = −z̃ و z̃ ∈ a ⊙ x̃

.(−a)⊙ x̃ = −(a⊙ x̃) ب  ن  اب  رای  ن

.x̃ ∈ ١⊙ x̃ ن  ت  ی  ج  ه در .x̃(e) ∈ ١ ◦ x̃(e) ،e ∈ E هر ب  رای .۵

□

{Te : V١ → V٢}e∈E و پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ ق  ض  ی  ه

و (V١+,١, ◦١,K) ب  رداری اب  رف  ض  اهای ب  ی  ن خ  ط  ی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری گ  ردای  ه ی  ک

خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک T : SE(V١) → SE(V٢) ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. (V٢+,٢, ◦٢,K)

هرگ  اه: اس  ت T (x̃) : E → V٢

T (x̃)(e) = Te(x̃(e)).

هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. ت  ع  ری  ف خ  وش T م  ی ش  ود دی  ده آس  ان  ی ب  ه اث  ب  ات.

،e ∈ E و x̃, ỹ ∈ SE(V١) هر ب  رای .١

T (x̃⊕١ ỹ)(e) = Te ((x̃⊕١ ỹ)(e))

= Te (x̃(e) +١ ỹ(e))

= Te (x̃(e)) +٢ Te (ỹ(e))

= T (x̃)(e) +٢ T (ỹ)(e)

= (T (x̃)⊕٢ T (ỹ)) (e).

.T (x̃⊕١ ỹ) = T (x̃)⊕٢ T (ỹ) رو ای  ن از

وج  ود t̃ ∈ a⊙١ x̃ آن گ  اه ،ỹ ∈ T (a⊙١ x̃) اگ  ر ،a ∈ K و x̃ ∈ SE(V١) هر ب  رای .٢
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داری  م: ،e ∈ E هر ب  رای ل  ذا .ỹ = T (t̃) ک  ه ط  وری ب  ه دارد

ỹ(e) = T (t̃)(e)

= Te(t̃(e))

∈ Te(a⊙١ x̃(e))

⊆ a⊙٢ Te(x̃(e))

= a⊙٢ T (x̃)(e).

.T (a⊙١ x̃) ⊆ a⊙٢ T (x̃) ب  ن  اب  رای  ن .ỹ ∈ a⊙٢ T (x̃) ن  ت  ی  ج  ه در

□

ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E ،K م  ی  دان روی ب  رداری اب  رف  ض  ای W و V ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٣ ق  ض  ی  ه

هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک T : SE(V ) → SE(W ) و پ  ارام  ت  رها از

،e ∈ E و v ∈ V

{T (x̃)(e); x̃ ∈ SE(V ), x̃(e) = v}

ی  ک {Te : V → W}e∈E ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. W از ت  ک ع  ض  وی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک

ب  رای ،Te(v) = T (x̃)(e) ،e ∈ E هر ب  رای آن در ک  ه اس  ت خ  ط  ی ت  ب  دی  لات از خ  ان  واده

.x̃(e) = v ک  ه x̃ ∈ SE(V هر(

خ  وش Te : V → W ن  گ  اش  ت ،e ∈ E هر ب  رای ق  ض  ی  ه، ف  رض  ی  ات ط  ب  ق اث  ب  ات.

x̃(e) = vک  ه١ ط  وری ب  ه x̃, ỹ ∈ SE(V ) و v١, v٢ ∈ V ،e ∈ E اگ  ر ح  ال اس  ت. ت  ع  ری  ف

ل  ذا و (x̃⊕ ỹ)(e) = x̃(e) + ỹ(e) = v١ + v٢ آن گ  اه ،ỹ(e) = v٢ و

Te(v١ + v٢) = T (x̃⊕V ỹ)(e)

= (T (x̃)⊕W T (ỹ)) (e)

= T (x̃)(e) +W T (ỹ)(e)

= Te(v١) + Te(v٢).



٢٠٠ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

ک  ه ط  وری ب  ه x̃ ∈ SE(V ) و y ∈ Te(a ◦V v) ،v ∈ V ،a ∈ K ،e ∈ E اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن

ب  ه x̃′ ∈ SE(V ) ک  ن  ی  د ف  رض .v′ ∈ a ◦V v ب  رخ  ی ب  رای y = Te(v
′) آن گ  اه ،x̃(e) = v

ن  ت  ی  ج  ه در و x̃′(e) ∈ a ◦V x̃(e) ص  ورت ای  ن در .x̃′(e) = v′ ک  ه ط  وری

T
(
x̃′
)
∈ T (a⊙V x̃) ⊆ a⊙W T (x̃) .

پ  س

y = Te(v
′) = T

(
x̃′
)
(e) ∈ a ◦W T (x̃) (e) = a ◦W Te(v).

□ اس  ت. ک  ام  ل اث  ب  ات و Te(a ◦V v) ⊆ a ◦W Te(v) ب  ن  اب  رای  ن

نَ  رم نُ  رم دار ب  رداری اب  رف  ض  اهای ۴

SE(V ) = (SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم م  ف  هوم ب  خ  ش ای  ن در

ب  رداری اب  رف  ض  ای روی م  ع  م  ول  ی نُ  رم ب  ا آن م  ت  ق  اب  ل ارت  ب  اط و م  ع  رف  ی نَ  رم ب  ردارهای از م  ت  ش  ک  ل

اب  رف  ض  ای هر ط  ب  ی  ع  ی ط  ور ب  ه م  ی ش  ود ث  اب  ت هم  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ود. ب  ررس  ی V = (V,+, ◦,K)

اس  ت. نَ  رم م  ت  ری  ک ف  ض  ای ی  ک نَ  رم نُ  رم دار ب  رداری

،a, b ∈ K هر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده K م  ی  دان روی ارزی  اب  ی ی  ک |·| : K → R ت  اب  ع

در .|ab| ≤ |a| |b| و |a+ b| ≤ |a| + |b| ،a = ٠ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر |a| = ٠ ،|a| ≥ ٠

م  ی ن  ام  ن  د. ارزی  اب  ی م  ی  دان ی  ک را K ح  ال  ت ای  ن

و K ارزی  اب  ی م  ی  دان روی ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (V,+, ◦,K) ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ت  ع  ری  ف

ن  گ  اش  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E

∥·∥ : SE(V ) → R+(E)

هر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده (SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک

ب  اش  ن  د: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط a ∈ K و x̃, ỹ ∈ SE(V )

x̃؛ = θ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ∥x̃∥ = ٠ و ،∥x̃∥ ≥ ٠ .١
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⊕x̃∥؛ ỹ∥ ≤ ∥x̃∥+ ∥ỹ∥ .٢

ی  ع  ن  ی ،sup ∥a⊙ x̃∥ = sup
ỹ∈a⊙x̃

∥ỹ∥ = |a| ∥x̃∥ .٣

∀e ∈ E; sup
ỹ(e)∈a◦x̃(e)

∥ỹ∥ (e) = |a| ∥x̃∥ (e).

ی  ک E ،٢. ٩ م  ث  ال در م  ع  رف  ی ش  ده ب  رداری اب  رف  ض  ای (R٢,+, ◦,R) ک  ن  ی  د ف  رض .٢ .۴ م  ث  ال

ارزی  اب  ی ع  ن  وان ب  ه م  ط  ل  ق ق  در ت  اب  ع |·| : R → R+ و پ  ارام  ت  رها از دل  خ  واه ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه

ت  ع  ری  ف زی  ر ض  اب  ط  ه ب  ا را ∥·∥ : SE(R٢) → R+(E) ن  گ  اش  ت ب  اش  د. R روی م  ع  م  ول  ی

م  ی ک  ن  ی  م: ∥x̃∥ : E → R+

∥x̃∥ (e) = ∥x̃(e)∥ ,

روی نَ  رم نُ  رم ی  ک ∥·∥ ص  ورت ای  ن در اس  ت. R٢ روی اق  ل  ی  دس  ی نُ  رم ∥x̃(e)∥ آن در ک  ه

اس  ت. (SE(R٢),⊕,⊙,R) ب  رداری اب  رف  ض  ای

ن  ظ  ر در را ٢. ٨ م  ث  ال در ت  ع  ری  ف ش  ده اب  رع  م  ل ب  ا (R,+, ◦,R) ب  رداری اب  رف  ض  ای .٣ .۴ م  ث  ال

ب  ه م  ط  ل  ق ق  در ت  اب  ع |·| : R → R+ و پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ای E ک  ن  ی  د ف  رض و ب  گ  ی  ری  د

زی  ر ض  اب  ط  ه ب  ا را ∥·∥ : R(E) → R+(E) ن  گ  اش  ت ب  اش  د. R روی م  ع  م  ول  ی ارزی  اب  ی ع  ن  وان

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف ∥x̃∥ : E → R+

∥x̃∥ (e) = |x̃(e)| .

اس  ت. (R(E),⊕,⊙,R) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک ∥·∥ ص  ورت ای  ن در

ب  اش  د، (SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک ∥·∥ اگ  ر .۴ .۴ ق  ض  ی  ه

آن گ  اه

∀a ∈ K, ∀x̃ ∈ a⊙ θ, ∥x̃∥ = ٠.



٢٠٢ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

داری  م: ،١ .۴ ت  ع  ری  ف ط  ب  ق اث  ب  ات.

sup ∥a⊙ θ∥ = sup
ỹ(e)∈a◦θ(e)

∥ỹ∥ (e) = |a| ∥θ∥ (e) = ٠.

آن گ  اه ،x̃ ∈ a⊙ θ اگ  ر ل  ذا

∀e ∈ E, ∥x̃∥ (e) ≤ sup
ỹ(e)∈a⊙θ(e)

∥ỹ∥ (e) = ٠,

□ .∥x̃∥ = ٠ رو ای  ن از .∥x̃∥ (e) = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و

ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک روی نُ  رم ها از پ  ارام  ت  ری خ  ان  واده هر م  ی دهی  م ن  ش  ان ب  ع  د ق  ض  ی  ه در

م  ی ک  ن  د. ال  ق  ا (SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک (V,+, ◦,K)

ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک E ب  رداری، اب  رف  ض  ای ی  ک (V,+, ◦,K) ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۴ ق  ض  ی  ه

ن  گ  اش  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. V روی نُ  رم ها از خ  ان  واده ای {∥·∥e}e∈E و پ  ارام  ت  رها از

(SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک ∥·∥ : SE(V ) → R+(E)

هرگ  اه اس  ت ∥x̃∥ : E → R+

∥x̃∥ (e) = ∥x̃(e)∥e .

م  ی ک  ن  ی  م: ب  ررس  ی را ١ .۴ ت  ع  ری  ف ش  رای  ط اث  ب  ات.

هم  چ  ن  ی  ن ∥x̃∥؛ ≥ ٠ پ  س ،∥x̃∥ (e) = ∥x̃(e)∥e ≥ ٠ = ٠(e) ،e ∈ E هر ب  رای .١

،∥x̃∥ (e) = ∥x̃(e)∥e = ٠ = ٠(e) ،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ∥x̃∥ = ٠

.x̃ = θ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ،x̃(e) = ٠ ،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر
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م  ی ش  ود: ن  ت  ی  ج  ه ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نُ  رم دوم ش  رط از اس  ت  ف  اده ب  ا ،e ∈ E هر ب  رای .٢

∥x̃⊕ ỹ∥ (e) = ∥(x̃⊕ ỹ)(e)∥e
= ∥x̃(e) + ỹ(e)∥e
≤ ∥x̃(e)∥e + ∥ỹ(e)∥e
= ∥x̃∥ (e) + ∥ỹ∥ (e)

= (∥x̃∥+ ∥ỹ∥) (e).

.∥x̃⊕ ỹ∥ ≤ ∥x̃∥+ ∥ỹ∥ ل  ذا

داری  م: ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نُ  رم س  وم ش  رط ب  ه ت  وج  ه ب  ا .٣

sup
ỹ∈a⊙x̃,e∈E

∥ỹ∥ (e) = sup
ỹ(e)∈a◦x̃(e),e∈E

∥ỹ(e)∥e

= |a| ∥x̃(e)∥e
= |a| ∥x̃∥ (e).

□ اس  ت. (SE(V ),⊕,⊙,K) روی نَ  رم نُ  رم ی  ک ∥·∥ ب  ن  اب  رای  ن

ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک (V,+, ◦,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک روی نُ  رم هر

م  ی ک  ن  د: ال  ق  ا (SE(V ),⊕,⊙,K)

ی  ک E و (V,+, ◦,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نُ  رم ی  ک ∥·∥V ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  ا ∥·∥ : SE(V ) → R+(E) ن  گ  اش  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. پ  ارام  ت  رها از ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه

اس  ت: (SE(V ),⊕,⊙,K) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم ی  ک زی  ر ض  اب  ط  ه

 ∥x̃∥ : E → R+

∥x̃∥ (e) = ∥x̃(e)∥V .

□ اس  ت. ۵ .۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات م  ش  اب  ه اث  ب  ات.

اس  ت: نَ  رم م  ت  ری  ک ف  ض  ای ی  ک نَ  رم نُ  رم  دار ب  رداری اب  رف  ض  ای هر



٢٠۴ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

|·| و نَ  رم نُ  رم دار ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (SE(V ),⊕,⊙,K, ∥·∥) ک  ن  ی  د ف  رض .٧ .۴ ق  ض  ی  ه

دهی  د ق  رار ب  اش  د. K م  ی  دان روی ارزی  اب  ی ی  ک

 d : SE(V )× SE(V ) → R+(E)

d(x̃, ỹ) = ∥x̃− ỹ∥ .

اس  ت. SE(V ) روی نَ  رم م  ت  ر ی  ک d ص  ورت ای  ن در

م  ی ک  ن  د: ص  دق ۵ .٢ ت  ع  ری  ف ش  رای  ط در d م  ی دهی  م ن  ش  ان اث  ب  ات.

,d(x̃؛ ỹ) = ∥x̃− ỹ∥ ≥ ٠ .١

.x̃ = ỹ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر ∥x̃− ỹ∥ = ٠ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d(x̃, ỹ) = ٠ .٢

ل  ذا .|−١| = |١| = ١ ارزی  اب  ی م  ی  دان هر در م  ی دان  ی  م .٣

d(x̃, ỹ) = ∥x̃− ỹ∥

= |−١| ∥x̃− ỹ∥

= sup ∥(−١)⊙ (x̃− ỹ)∥

= sup ∥١⊙ (ỹ − x̃)∥

= |١| ∥ỹ − x̃∥

= ∥ỹ − x̃∥ .

.d(x̃, ỹ) + d(ỹ, z̃) = ∥x̃− ỹ∥+ ∥ỹ − z̃∥ ≥ ∥x̃− z̃∥ = d(x̃, z̃) .۴

□

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ∥·∥ نَ  رم نُ  رم ت  وس  ط ال  ق  اش  ده نَ  رم م  ت  ر ،٧ .۴ ق  ض  ی  ه در d نَ  رم م  ت  ر

م  ی ک  ن  د. ال  ق  ا آن روی م  ع  م  ول  ی م  ت  ر ی  ک SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم م  ت  ر هر

آن گ  اه ب  اش  د، نَ  رم م  ت  ری  ک ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک (SE(V ), d) اگ  ر .٨ .۴ ق  ض  ی  ه

d′ : SE(V )× SE(V ) → R+
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ض  اب  ط  ه ب  ا

d′(x̃, ỹ) = sup
e∈E

d(x̃, ỹ)(e)

اس  ت. SE(V ) روی م  ت  ر ی  ک

م  ی ک  ن  د: ص  دق م  ع  م  ول  ی م  ت  ر ش  رای  ط در d′ م  ی دهی  م ن  ش  ان اث  ب  ات.

,d′(x̃؛ ỹ) ≥ ٠ ک  ه اس  ت واض  ح .١

اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d(x̃, ỹ)(e) = ٠ ،e ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d′(x̃, ỹ) = ٠ .٢

.x̃ = ỹ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d(x̃, ỹ) = ٠

.٣
d′(x̃, ỹ) = sup

e∈E
d(x̃, ỹ)(e)

= sup
e∈E

d(ỹ, x̃)(e)

= d′(ỹ, x̃).

.۴
d′(x̃, z̃) = sup

e∈E
d(x̃, z̃)(e)

≤ sup
e∈E

(d(x̃, ỹ)(e) + d(ỹ, z̃)(e))

=

(
sup
e∈E

d(x̃, ỹ)(e)

)
+

(
sup
e∈E

d(ỹ, z̃)(e)

)
= d′(x̃, ỹ) + d′(ỹ, z̃).

□

ای  ن در ب  اش  د. SE(V ) روی ∥·∥ نَ  رم نُ  رم ت  وس  ط ال  ق  اش  ده نَ  رم م  ت  ر d ک  ن  ی  د ف  رض .٩ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  رق  رارن  د: زی  ر ش  رای  ط a, b ∈ K و x̃, ỹ ∈ SE(V ) هر ب  رای ص  ورت

+d(x̃؛ z̃, ỹ + z̃) = ∥x̃− ỹ∥ .١

.d(a⊙ x̃, b⊙ ỹ) ≤ |a| ∥x̃∥+ |b| ∥ỹ∥ .٢



٢٠۶ ب  رداری اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه وی  ژگ  ی های ب  رخ  ی

.d(x̃+ z̃, ỹ + z̃) = ∥(x̃+ z̃)− (ỹ + z̃)∥ = ∥x̃− ỹ∥ = d(x̃, ỹ) (١ اث  ب  ات.

(٢
d(a⊙ x̃, b⊙ ỹ) = sup

x̃′∈a⊙x̃,ỹ′∈a⊙ỹ

d(x̃′, ỹ′)

= sup∥∥∥x̃′∥∥∥ ≤ sup ∥a⊙ x̃∥ ,∥∥∥ỹ′∥∥∥ ≤ sup
∥∥∥a⊙ ỹ′

∥∥∥

∥∥∥x̃′ − ỹ′
∥∥∥

≤ sup
∥x̃′∥≤|a|∥x̃∥,∥ỹ′∥≤|a|∥ỹ∥

∥∥∥x̃′∥∥∥+
∥∥∥ỹ′∥∥∥

≤ |a| ∥x̃∥+ |b| ∥ỹ∥ .

□

اس  ت: ش  ده داده ن  م  ای  ش ١ ش  ک  ل در ب  خ  ش ای  ن در م  ط  ال  ع  ه ش  ده م  ف  اهی  م ب  ی  ن ارت  ب  اط

نَ  رم م  ت  ر و نَ  رم نُ  رم م  ت  ر، نُ  رم، م  ف  اهی  م ب  ی  ن راب  ط  ه :١ ش  ک  ل

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

از ب  رخ  ی ن  اهم  وار، م  ج  م  وع  ه های و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های نَ  رم، م  ج  م  وع  ه های م  ف  اهی  م از اس  ت  ف  اده

نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ای  ده ت  أث  ی  ر دارن  د. ک  ار و س  ر ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ا ک  ه هس  ت  ن  د م  س  ائ  ل  ی راه ح  ل های

ک  ه اس  ت ش  ده نَ  رم ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای م  خ  ت  ل  ف ان  واع پ  ی  دای  ش ب  ه م  ن  ج  ر ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای ب  ر

ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای اخ  ی  ر دهه در وی  ژه، ب  ه گ  رف  ت  ه ان  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد زی  ادی اف  راد ت  وس  ط

اس  ت. ش  ده اش  اره م  راج  ع در آن ها از ت  ع  دادی ب  ه ک  ه ب  وده پ  ژوهش گ  ران ب  رخ  ی ت  وج  ه م  ورد نَ  رم
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اب  رف  ض  اهای روی نَ  رم ب  ردار م  ف  هوم ک  ارب  رد ب  ا م  ق  ال  ه ای  ن در ق  ب  ل  ی، م  ط  ال  ع  ات ادام  ه در

ای  ن ب  رای ش  ده ان  د. م  ط  ال  ع  ه ج  ب  ری دی  دگ  اه از ف  ض  اها ای  ن روی نَ  رم م  ج  م  وع  ه های ب  رداری،

نَ  رم ب  ردارهای ت  م  ام از م  ت  ش  ک  ل ،SE(V ) ب  ه م  ن  اس  ب اب  رع  م  ل ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا اب  ت  دا م  ن  ظ  ور

ط  ور ب  ه س  پ  س اس  ت. ش  ده داده ب  رداری اب  رف  ض  ای ی  ک س  اخ  ت  ار ،V ب  رداری اب  رف  ض  ای روی

از اس  ت  ف  اده ب  ا آن ها م  ت  ن  اظ  ر نَ  رم ب  ردارهای م  ج  م  وع  ه و ب  رداری اب  رف  ض  اهای ب  ی  ن ارت  ب  اط م  خ  ت  ص  ر

اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم م  ف  هوم م  ع  رف  ی ب  ا ادام  ه در ش  ده اس  ت. ب  ررس  ی خ  ط  ی ت  ب  دی  ل م  ف  هوم

ب  ررس  ی V روی م  ع  م  ول  ی نُ  رم ب  ا SE(V ) روی نَ  رم نُ  رم م  ت  ق  اب  ل ارت  ب  اط آم  ده، دس  ت ب  ه ب  رداری

ی  ک V ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نُ  رم ها از پ  ارام  ت  ری خ  ان  واده هر خ  اص ط  ور ب  ه اس  ت. ش  ده

ی  ک V روی نُ  رم هر ک  ه ط  وری هم  ان م  ی ک  ن  د، ال  ق  ا SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم نُ  رم

ف  ض  ای ی  ک نَ  رم نُ  رم دار ب  رداری اب  رف  ض  ای هر هم  چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  د. ال  ق  ا SE(V ) روی نَ  رم نُ  رم

آن روی م  ع  م  ول  ی م  ت  ر ی  ک SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای روی نَ  رم م  ت  ر هر و اس  ت نَ  رم م  ت  ری  ک

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ١ ش  ک  ل م  ی ک  ن  د. ال  ق  ا

اب  رع  م  ل ب  ا ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ار ی  ک ع  ن  وان ب  ه SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای داش  ت  ن ب  ا ح  ال

از را ف  ض  ا ای  ن ب  ا م  رت  ب  ط اس  اس  ی م  ف  اهی  م از ب  س  ی  اری م  ی ت  وان خ  وش رف  ت  ار، و م  ش  خ  ص خ  ارج  ی

پ  ی  ش  ن  هاد زی  ر م  وارد م  ط  ال  ع  ه ن  م  ون  ه ع  ن  وان ب  ه داد. ق  رار پ  ژوهش م  ورد م  خ  ت  ل  ف دی  دگ  اه های

م  ی  ش  ود:

،SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای ب  ع  د و پ  ای  ه .١

،SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای در آن ها هم  گ  رای  ی و دن  ب  ال  ه ها .٢

،SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای م  ح  دب زی  رم  ج  م  وع  ه های .٣

.SE(V ) ب  رداری اب  رف  ض  ای از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های .۴
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