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٣١۶ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

م  ق  دم  ه ١

گ  ردي  د، م  ط  رح ١٩۶۵ س  ال در [١٢] ١ زاده ت  وس  ط آن ك  ه از پ  س ف  ازي م  ج  م  وع  ه هاي ن  ظ  ري  ه

ع  ل  وم هم  ه ت  ا آن دام  ن  ه هاي ك  ه ك  رد اي  ج  اد م  ن  ط  ق و ري  اض  ي  ات پ  اي  ه هاي در ع  ظ  ي  م  ي ت  ح  ول

م  ع  ت  ق  د و ک  رد ت  وص  ی  ف ن  ادق  ی  ق را زی  رم  ج  م  وع  ه ها ای  ن در ع  ض  وی  ت او رف  ت. پ  ي  ش ن  ي  ز م  رت  ب  ط

ای  ن ن  وع  ن  د. ای  ن از داری  م، ک  ار و س  ر آن ها ب  ا واق  ع  ی  ت در ک  ه م  ج  م  وع  ه های  ی از ب  س  ی  اری ک  ه ب  ود

ت  ص  م  ی  م ن  ظ  ی  ر ک  ارب  ردهای  ش و م  ج  م  وع  ه ها م  ورد در ج  دی  د ت  ح  ق  ی  ق  ات ب  رای ت  ازه ای ف  ص  ل م  ق  ال  ه

آورد. پ  دی  د ت  ق  ری  ب  ی واس  ت  دلال ن  ادق  ی  ق س  ی  س  ت  م های ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه م  ب  هم، ف  ض  اهای در گ  ی  ری

ت  ع  ل  ق  ات ی  ا اب  هام از ن  اش  ی اط  م  ی  ن  ان های ع  دم ع  هده از ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه چ  ن  د هر

اط  م  ی  ن  ان ع  دم ح  الات هم  ه ن  م  ی ت  وان  د ول  ی اس  ت، ک  رده ع  م  ل م  وف  ق ب  ط  ور م  ج  م  وع  ه ی  ک ب  ه ج  زئ  ی

اط  لاع  ات ب  ا ک  ه م  س  ائ  ل  ی م  خ  ص  وص  اً دارد، وج  ود م  خ  ت  ل  ف و واق  ع  ی زن  دگ  ی م  س  ائ  ل در غ  ال  ب  اً ک  ه

ف  ازی م  ج  م  وع  ه های از ت  ع  م  ی  م  ی [٣] آت  ان  اس  وف٢ ک  ن  د. س  ازی م  دل را دارن  د ک  ار و س  ر ن  اک  اف  ی

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع از دی  گ  ری ب  ع  د م  ی ت  وان  د ک  ه ن  م  ود م  ع  رف  ی ش  هودی ف  ازی های م  ج  م  وع  ه ن  ام ب  ه را

اس  ت. ک  رده ب  ی  ان را ف  ازی م  ج  م  وع  ه های از ت  ع  م  ی  م های  ی [١] اس  لام  ی٣ س  ازد. ن  م  ای  ان را

م  ی ب  اش  د. گ  روه ها ن  ظ  ری  ه در ش  هودی ف  ازی و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه ک  ارب  ردهای از ی  ک  ی

ري  اض  ي  ات ب  ی  ن ارت  ب  اط در ج  دي  دي س  رف  ص  ل ف  ازي زي  رگ  روه هاي م  ع  رف  ی ب  ا [١٠] روزن  ف  ل  د۴

را پ  ای  ه دار پ  رچ  م های م  ف  هوم [٨ ،٧] م  اک  ام  ب  ا۶ و م  ورال  ی۵ گ  ش  ود. ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای و ف  ازي

[۶] دواز٨ و ک  م  ال  ی٧ اخ  ی  را ک  ردن  د. اس  ت  ف  اده ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش در آن از و ک  ردن  د ارائ  ه

هم  ک  اران و هور٩ داده ان  د. ان  ج  ام را گ  روه ها از خ  اص  ی دس  ت  ه از ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش

ک  ردن  د. م  ع  رف  ی ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ک  م  ک ب  ه را ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های م  ف  هوم [۵]

ک  ارب  ردهای و پ  ژوهش  گ  ران ب  رای زی  ادی اهم  ی  ت م  ت  ن  اهی گ  روه های ش  م  ارش و رده ب  ن  دی

ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش و رده ب  ن  دی ب  ن  اب  رای  ن دارد. دی  گ  ر ع  ل  وم و گ  روه ها ن  ظ  ری  ه در ف  راوان  ی
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پ  ژوهش  گ  ران ب  رای ج  ال  ب  ی م  وض  وع گ  روه ها ن  ظ  ری  ه از ت  ع  م  ی  م  ی ع  ن  وان ب  ه م  ت  ن  اهی گ  روه ی  ک

ح  اک  م ش  هودی ف  ازی و ف  ازی زی  رگ  روه های و م  ج  م  وع  ه ها ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه ض  م  ن در م  ی ب  اش  د.

م  ش  خ  ص ل  ذا اس  ت، گ  رف  ت  ه ق  رار پ  ژوهش  گ  ران از ت  ع  دادی ت  وج  ه م  ورد ط  ب  ی  ع  ی پ  دی  ده های ب  ر

ب  هت  ر ش  ن  اخ  ت ب  رای ش  هودی ف  ازی و ف  ازی س  اخ  ت  ارهای ای  ن س  اخ  ت  اری ش  ک  ل و ت  ع  داد ش  دن

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ط  رف  ی از ب  ود. خ  واهن  د م  ف  ی  د ب  ررس  ی، م  ورد ط  ب  ی  ع  ی پ  دی  ده های ب  ر ح  اک  م رواب  ط

ق  رار ت  وج  ه م  ورد ت  ازگ  ی ب  ه ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش و رده ب  ن  دی م  وض  وع ای  ن  ک  ه

ان  ج  ام را ش  م  ارش ای  ن ک  وچ  ک گ  روه های زم  ی  ن  ه در ت  ا ش  ده داده م  ا ب  ه ای  ده ای  ن اس  ت، گ  رف  ت  ه

م  ع  رف  ی [٩] ش  ارم  ا١١ و ن  راج١٠ ت  وس  ط ش  هودی ف  ازی زی  ر گ  روه های روی هم ارزی راب  ط  ه ب  دهی  م.

ب  رخ  ی روی پ  ای  ه دار پ  رچ  م های ک  م  ک ب  ا ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش آن ها ش  ده ان  د.

م  ش  ب  ک  ه ت  وس  ط ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش داده ان  د. ان  ج  ام م  ت  ن  اهی آب  ل  ی گ  روه های

ش  م  ارش ب  ه آن هاس  ه ن  م  ودار رس  م و ای  ده ای  ن ک  م  ک ب  ه م  ا و اس  ت ن  ش  ده ان  ج  ام آن زی  رگ  روه های

م  ی پ  ردازی  م. آب  ل  ی غ  ی  ر و آب  ل  ی م  ت  ن  اهی گ  روه های ب  رخ  ی ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه

روی ش  ارم  ا و ن  راج ت  وس  ط ش  ده م  ع  رف  ی هم ارزی راب  ط  ه ک  م  ک ب  ه ن  ام  ه پ  ای  ان اي  ن در

ن  م  ودار و ك  ل  ي  دي ق  ض  ي  ه ي  ك از اس  ت  ف  اده و ب  ا م  ت  ن  اهی گ  روه ی  ک ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های

م  ي پ  ردازي  م. ١٢ م  رت  ب  ه از دل  خ  واه گ  روه ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ش  م  ارش ب  ه زي  رگ  روه ها، هاس  ه

آب  ل  ی، گ  روه های ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ش  م  ارش ب  ر ع  لاوه ن  ام  ه پ  ای  ان ای  ن در واق  ع در

اس  ت. ش  ده ان  ج  ام آب  ل  ی غ  ی  ر گ  روه های ب  رخ  ی ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ش  م  ارش

Zpk و Zpk × Zq م  ت  ن  اهی گ  روه های ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش هم  چ  ن  ی  ن

ش  م  ارش ج  دول ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری، ق  س  م  ت در م  ی آوری  م. ب  دس  ت زی  رگ  روه ها م  ش  ب  ک  ه از ب  ااس  ت  ف  اده

اس  ت. ش  ده ارائ  ه ١۶ ک  م  ت  ر م  رت  ب  ه از گ  روه های روی ب  ر ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روهای ت  م  ام

ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ٢

ک  رد: ت  ع  ری  ف را ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه م  ف  هوم ب  ار اول  ی  ن ب  رای آت  ان  اس  وف

X م  ج  م  وع  ه روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک را µ : X → [٠, ١] ن  گ  اش  ت [٣] .٢. ١ ت  ع  ری  ف
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٣١٨ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

ک  ه م  ی ش  ود ب  ی  ان A ب  ا X در (IFS) ١٢ ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه گ  وی  ن  د.

A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩|x ∈ X}

را ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه اس  ت X روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک µA : X → [٠, ١] ت  اب  ع آن در ک  ه

ع  دم ت  اب  ع ک  ه ب  وده X روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ن  ی  ز νA : X → [٠, ١] ت  اب  ع و م  ی دهد ن  ش  ان

و µA ی  ک  ی ک  ه ت  اب  ع دو ت  وس  ط ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه واق  ع در م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ع  ض  وی  ت

را A در x ع  ض  وی  ت درج  ه µA(x) م  ق  دار م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص X در x هر ب  رای νA دی  گ  ری

ی  ک و ص  ف  ر ب  ی  ن آن ها م  ج  م  وع و اس  ت A در x ع  ض  وی  ت ع  دم درج  ه νA(x) و م  ی دهد ن  ش  ان

داری  م: X در x هر ب  رای ی  ع  ن  ی دارن  د ق  رار

٠ ≤ µA(x) + νA(x) ≤ ١

x ع  ض  وی  ت درج  ه اس  ت. X روی ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک A ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ٢ م  لاح  ظ  ه

[٠, ١] ف  اص  ل  ه از [µA(x), ١ − νA(x)] ف  اص  ل  ه زی  ر وس  ی  ل  ه ب  ه A ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه در

ف  ازی م  ج  م  وع  ه ت  ع  ری  ف آن  گ  اه ب  اش  د، µA(x) = ١ − νA(x) ک  ه ح  ال  ت  ی در م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص

م  ی ش  ود. ف  ازی م  ج  م  وع  ه ت  ع  ری  ف ب  ر م  ن  ط  ب  ق ش  هودی

ع  ض  وی  ت ع  دم ت  اب  ع و µA ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  ا ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه A ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ٣ م  ث  ال

ای  ن در [muA(x), ١ − νA(x)] = [٠٫۵, ٠٫٧] ب  اش  ی  م داش  ت  ه x ∈ X ب  رای اگ  ر اس  ت. νA
اس  ت. م  ت  ع  ل  ق A ب  ه ٠٫٧ ان  دازه ب  ه ح  داک  ث  ر و ٠٫۵ ان  دازه ب  ه ح  داق  ل x گ  ف  ت م  ی ت  وان ص  ورت

از A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩|x ∈ X} ن  م  اد ج  ای ب  ه ن  ش  ود ای  ج  اد اب  هام ج  ای  ی اگ  ر

م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده A = (µA, νA) ن  م  اد

ش  د: م  ع  رف  ی ،[۵] هم  ک  اران و هور ت  وس  ط ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه م  ف  هوم

ف  ازی زی  رن  ی  م گ  روه S روی ن  ی  م گ  روه A = (µA, νA) ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر دوش  رط در x, y ∈ S هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده S روی ش  هودی

µA(xy) ≥ µA(x) ∧ µA(y), νA(xy) ≤ νA(x) ∧ νA(y).

12Intuitionistic fuzzy set
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ش  هودی ف  ازی زی  ر گ  روه G روی گ  روه A = (µA, νA) ش  هودی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ب  ه ع  لاوه،

ش  رای  ط در x ∈ G هر ب  رای و ب  اش  د ش  هودی ف  ازی زی  رن  ی  م گ  روه هرگ  اه م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده G روی

ک  ن  د: ص  دق زی  ر

µA(x
−١) ≥ µA(x), νA(x

−١) ≤ νA(x).

م  ي دهي  م. ن  م  اي  ش IF (G) ب  ا را G گ  روه از ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ت  م  ام م  ج  م  وع  ه

اس  ت. X روی ش  هودی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه A = (µA, νA) ک  ن  ی  د ف  رض [١١] .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه C(s,t)(A) ,s)-ب  رش t) م  ج  م  وع  ه

C(s,t)(A) = {x ∈ X|µA(x) ≥ s νA(x)و ≤ t}

.s+ t ≤ ١ و ٠ ≤ s, t ≤ ١ آن در ک  ه

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت را µA ف  ازی م  ج  م  وع  ه ت  ک  ی  ه گ  اه

Supp (µA) = {x ∈ X|µA(x) > ٠},

در Supp (١ − νA) ب  راب  ر Supp∗ (νA) ی  ع  ن  ی νA ف  ازی م  ج  م  وع  ه ت  ک  ی  ه گ  اه پ  اد هم  چ  ن  ی  ن،

واق  ع در م  ی گ  ی  رن  د. ن  ظ  ر

Supp∗ (νA) = {x ∈ X|νA(x) < ١}.

Supp (A) = Supp (µA) ∩ Supp (١ − ب  راب  ر را A ش  هودی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ت  ک  ی  ه گ  اه

داری  م: درواق  ع م  ی گ  ی  رن  د. ن  ظ  ر در νA)

Supp (A) = {x ∈ X|µA(x) > ٠ و νA(x) < ١}.

A(x) > A(y) م  ی گ  وی  ی  م ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را A = (µA, νA) ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه



٣٢٠ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

هرگ  اه

µA(x) > µA(y) و νA(x) < νA(y),

ب  اش  د. ب  رق  رار µA(x) = ٠ و νA(x) = ١ اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر A(x) = ٠ ب  ه ع  لاوه،

ش  دن  د. م  ع  رف  ی [٩] ش  ارم  ا و ن  راج ت  وس  ط ف  ازی زی  رگ  روه های روی هم ارزی راب  ط  ه

را G گ  روه از B = (µB, νB) و A = (µA, νA) ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه دو .۶ .٢ ت  ع  ری  ف

هرگ  اه م  ي دهن  د، ن  م  ای  ش A ∼ B ب  ا و م  ی ن  ام  ن  د هم ارز

،x, y ∈ G هر ازاي ال  ف) ب  ه

A(x) > A(y) ⇔ B(x) > B(y). (١)

،x ∈ G هر ازاي ب) ب  ه

µA(x) = ٠ ⇔ µB(x) = ٠. (٢)

،x ∈ G هر ازاي ب  ه ج)

A(x) = ٠ ⇔ B(x) = ٠. (٣)

م  ي ك  ن  د. ت  ع  ري  ف IF (G) روي ب  ر هم ارزي راب  ط  ه ي  ك ف  وق راب  ط  ه ك  ه م  ي ش  ود م  لاح  ظ  ه س  ادگ  ي ب  ه

خ  ن  ث  ي ع  ض  و ت  ص  وي  ر ك  ه G گ  روه از ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ت  م  ام م  ج  م  وع  ه .٢. ٧ م  لاح  ظ  ه

روي ∼ هم ارزي رده هاي ت  ع  داد م  ي دهي  م. ن  م  اي  ش IF ∗(G) ب  ا را ب  اش  د، (١, ٠) ب  ا ب  راب  ر آن ها

م  ت  م  اي  ز ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ت  ع  داد ت  ع  ي  ي  ن ك  ن  ن  ده ك  ه را ( IF ∗(G)/ ∼ (ی  ع  ن  ی IF ∗(G)

م  ي دهي  م. ن  م  اي  ش r(G) ب  ا م  ي ب  اش  د، G گ  روه هم ارز) (غ  ی  ر

م  ت  ن  اهی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض داری  م. پ  رچ  م م  ف  هوم م  ع  رف  ی ب  ه ن  ی  از ب  ع  دی ت  ع  ری  ف ب  رای

اس  ت: زی  ر ف  رم ب  ه G زی  رگ  روه های از م  اک  س  ی  م  ال زن  ج  ی  ر ی  ک پ  رچ  م ص  ورت ای  ن در اس  ت.

G٠ ⊆ G١ ⊆ . . . ⊆ Gn,



دهق  ان  ی زاده ع. م. و ن  راق  ی ح. م  ی  روک  ی  ل  ی، س. ٣٢١

م  ی ن  ام  ن  د. پ  رچ  م م  ول  ف  ه ی  ک را Gi زی  رگ  روه هر .G٠ = {e} آن در ک  ه

و αi + βi ≤ ١ ک  ه (αi, βi) ح  ق  ی  ق  ی اع  داد زوج های از م  ج  م  وع  ه ای [٩] .٢. ٨ ت  ع  ری  ف

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در i = ٠, ١, . . . , n

ن  ام  ی  ده دوگ  ان  ه ک  ل  ی  دی زن  ج  ی  ر ی  ک (α٠, β٠) ≥ (α١, β١) ≥ . . . ≥ (αn, βn) زن  ج  ی  ر

.٠ = β٠ ≤ β١ ≤ . . . ≤ βn و ١ = α٠ ≥ α١ ≥ . . . ≥ αn اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر م  ی ش  ود

دوگ  ان  ه پ  رچ  م آن ب  ه ک  ه داری  م را زی  ر زن  ج  ی  ر دوگ  ان  ه ک  ل  ی  دی زن  ج  ی  ر و پ  رچ  م ی  ک ت  رک  ی  ب ب  ا

م  ی گ  وی  ی  م. پ  ای  ه دار

P (α٠,β٠)
٠ ⊆ P

(α١,β١)
١ ⊆ . . . ⊆ P (αn,βn)

n

هس  ت  ن  د. G زی  رگ  روه های Pها (αi,βi)
i آن در ک  ه

ش  ده ان  ج  ام ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های روی ش  م  ارش های  ی پ  ای  ه دار، پ  رچ  م م  ف  هوم ک  م  ک ب  ا

م  ی ک  ن  ی  م: اش  اره آن ها از ب  ع  ض  ی ب  ه زی  ر در ک  ه اس  ت

داری  م: زی  ر گ  روه های ب  رای هس  ت  ن  د. م  ت  م  ای  ز اول ع  دد دو q و p ک  ن  ی  د ف  رض [٩] .٢. ٩ ق  ض  ی  ه

.r(G) =
∑k

i=٠ ٢٢i آن  گ  اه G = Zpk اگ  ر (ال  ف.)

.r(G) = (k + ٢٢(١(k+١) +
∑k

i=٠ ٢٢i آن  گ  اه G = Zpk × Zq اگ  ر (ب.)

.r(G) = ٣٧ آن  گ  اه G = Zpq اگ  ر (ج.)

م  ش  ب  ک  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ٣

زی  رگ  روه ها

زی  رگ  روه ها هاس  ه(م  ش  ب  ک  ه) ن  م  ودار ک  م  ک ب  ا ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ب  خ  ش ای  ن در

م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام

اس  ت، ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه A = (µA, νA) و م  ت  ن  اهي گ  روه ي  ك G ك  ن  ي  د ف  رض .٣. ١ ل  م

آن  گ  اه

|R١(G)| = |R٢(G)| = |R٣(G)| = |R۴(G)|. (۴)



٣٢٢ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

آن در ک  ه

R١(G) = {A/ ∼∈ IF ∗(G)/ ∼ |Supp (µA) ̸= G, Supp (νA) = G}

R٢(G) = {A/ ∼∈ IF ∗(G)/ ∼ |Supp (µA) = G, Supp (νA) ̸= G}

R٣(G) = {A/ ∼∈ IF ∗(G)/ ∼ |Supp (µA) ̸= G, Supp (νA) ̸= G}

R۴(G) = {A/ ∼∈ IF ∗(G)/ ∼ |Supp (µA) = G, Supp (νA) = G}

[٢] م  رج  ع ٣ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات م  ش  اب  ه و ٢. ٨ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات.

□ م  ی آی  د. ب  دس  ت

ص  ورت اي  ن در اس  ت، آن از زي  رگ  روهي H و م  ت  ن  اهي گ  روه ي  ك G ك  ن  ي  د ف  رض .٣. ٢ ق  ض  ی  ه

ب  ا اس  ت ب  راب  ر اس  ت H دق  ي  ق  اً ت  ك  ي  ه گ  اهش  ان ك  ه G م  ت  م  اي  ز ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي  ت  ع  داد

ن  ي  ز ع  دد اي  ن و اس  ت H دق  ي  ق  اً ت  ك  ي  ه گ  اهش  ان ك  ه H م  ت  م  اي  ز ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ت  ع  داد

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر

r′(H) =
٣r(H) + ١

۴
. (۵)

ب  ه ع  لاوه

r′′(H) =
r(H)− ١

۴
. (۶)

r′′(H) و اس  ت H دق  ی  ق  ا ت  ك  ي  ه گ  اهش  ان ك  ه G زي  رگ  روه هاي ف  ازي ت  ع  داد r′(H) آن در ک  ه

اس  ت. H از زي  رم  ج  م  وع  ه اي م  ح  ض ت  ك  ي  ه گ  اهش  ان ك  ه G زي  رگ  روه هاي ف  ازي ت  ع  داد

داری  م: ۴ ف  رم  ول و r′′(H) و r(H) ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

r′′(H) = |R١(H)| = |R٢(H)| = |R٣(H)| = |R۴(H)|,

r(H) = |R١(H)|+ |R٢(H)|+ |R٣(H)|+ |R۴(H)|+ ١.



دهق  ان  ی زاده ع. م. و ن  راق  ی ح. م  ی  روک  ی  ل  ی، س. ٣٢٣

پ  س .r(H) = ۴r′′(H) + ١ ن  ت  ی  ج  ه در

r′′(H) =
r(H)− ١

۴

داری  م ۶ ف  رم  ول و r(H) = r′(H) + r′′(H) از هم  چ  ن  ی  ن

r(H) = r′(H) +
r(H)− ١

۴

ن  ت  ی  ج  ه در

r′(H) = r(H)− r(H)− ١
۴

=
٣r(H) + ١

۴
.

□

داش  ت: خ  واهي  م آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ي  ك  ري  خ  ت G٢ و G١ گ  روه دو اگ  ر .٣. ٣ ق  ض  ی  ه

r(G١) = r(G٢).

دارد. وج  ود f : G١ → G٢ م  ان  ن  د ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک پ  س ،G١ ∼= G٢ ک  ه آن  ج  ا از اث  ب  ات.

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را f∗ ت  اب  ع

f∗ : IF ∗(G١)/ ∼→ IF ∗(G٢)/ ∼

f∗(µ/ ∼) = f(µ)/ ∼,

.r(G١) ≤ r(G٢) پ  س اس  ت، ی  ک ب  ه ی  ک ت  اب  ع ای  ن ک  ه آن  ج  ا از

م  ی گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  ر ض  اب  ط  ه ب  ا را g∗ ت  اب  ع اک  ن  ون

g∗ : IF ∗(G٢)/ ∼→ IF ∗(G١)/ ∼

g∗(µ/ ∼) = f−١(µ)/ ∼,



٣٢۴ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

ن  ام  س  اوی دو از ب  ن  اب  رای  ن .r(G١) ≥ r(G٢) م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ن  ی  ز ت  اب  ع ای  ن ب  ودن ی  ک ب  ه ی  ک از

م  ی گ  ردد. ن  ت  ی  ج  ه ق  ض  ی  ه ح  ک  م اخ  ی  ر

□

ن  ی  س  ت. درس  ت ٣. ٣ ق  ض  ی  ه ع  ک  س ک  ه دهد م  ی ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال

گ  روه ب  رای و r(Q٨) = ٢١٣ داری  م Q٨ آب  ل  ی غ  ی  ر گ  روه ب  رای ،١ ج  دول ب  ه ت  وج  ه ب  ا .۴ .٣ م  ث  ال

ی  ک  ری  خ  ت گ  روه دو ای  ن ول  ی r(Q٨) = r(Z١٢) ب  ن  اب  رای  ن .r(Z١٢) = ٢١٣ داری  م Z١٢ آب  ل  ی

ن  ی  س  ت. درس  ت ٣. ٣ ق  ض  ی  ه ع  ک  س ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن ن  ی  س  ت  ن  د.

i-م  ی  ن ،Hj
i از م  ن  ظ  ور ب  ع  دی ق  ض  ای  ای و م  ث  ال ها در هاس  ه ن  م  ودارهای در .۵ .٣ م  لاح  ظ  ه

از G گ  روه ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در اع  دادی را J ان  دی  س م  ج  م  وع  ه اس  ت. گ  روه j م  رت  ب  ه از زی  رگ  روه

م  رت  ب  ه از زی  رگ  روه های ت  ع  داد را nj ع  دد و دارد خ  ودش) از م  ح  ض(ب  غ  ی  ر زی  رگ  روه م  رت  ب  ه آن

داری  م: n م  رت  ب  ه از گ  روه ب  رای ص  ورت ای  ن در م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در j ∈ J

r′′(G) =
r(G)− ١

۴
=

∑
j∈J

nj∑
i=١

r′(Hj
i ). (٧)

.r′(H١
١ ) = ١ هم  چ  ن  ی  ن

.r(G) = ۵٣ ص  ورت ای  ن در اس  ت، ک  لای  ن چ  هارت  ای  ی گ  روه G = K۴ ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ م  ث  ال

واق  ع در

H١
١ = {٠}, H٢

١ = {e, a}, H٢
٢ = {e, ab}, H٢

٣ = {e, b}, H۴
١ = K۴.

٧ و ۶ ،۵ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و (١ (ش  ک  ل ک  لای  ن چ  هارت  ای  ی گ  روه زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار ب  ر ب  ن  ا

داری  م:

r′′(H) = ١ + r′(H٢
١ ) + r′(H٢

٢ ) + r′(H٢
٣ )

= ١ +
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ۵ + ١

۴
= ١٣.
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K۴

{e, a} {e, ab} {e, b}

{e}

K۴ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :١ ش  ک  ل

ن  ت  ی  ج  ه در

r′′(G) =
r(G)− ١

۴
= ١٣

.r(G) = ۵٣ پ  س

ج  ای  گ  ش  ت  ی گ  روه هاس  ه ن  م  ودار ب  ه ت  وج  ه ب  ا .r(S٣) = ۶٩ آن  گ  اه G = S٣ اگ  ر .٣. ٧ م  ث  ال

داری  م: ( ٢ S٣(ش  ک  ل

H٢
١ = Z٢, H

٢
٢ = Z٢, H

٢
٣ = Z٢, H

٣
١ = Z٣.

داری  م: ٧ و ۶ ،۵ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و S٣ هاس  ه ن  م  ودار ب  ا ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

r′′(S٣) = ١ + r′(H٢
١ ) + r′(H٢

٢ ) + r′(H٢
٣ ) + r′(H٣

١ )

= ١ +
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵ + ١
۴

= ١٧.

.r(S٣) = ۶٩ ب  ن  اب  رای  ن

p) .r(G) = ١۶p+ ٢١ آن  گ  اه ب  اش  د، ٢p م  رت  ب  ه از وج  هي دو گ  روه ي  ك G اگ  ر .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

اول) ع  دد



٣٢۶ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

S٣

⟨(١٢٣)⟩

⟨(١٢)⟩ ⟨(١٣)⟩ ⟨(٢٣)⟩

⟨(١)⟩

S٣ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :٢ ش  ک  ل

م  ی ب  اش  د. p+ ١ ب  ا ب  راب  ر G وج  هی دو گ  روه p و ٢ م  رت  ب  ه از زی  رگ  روه های ت  ع  داد اث  ب  ات.

ب  راب  ر ب  اش  د، p م  رت  ب  ه از آن ها ت  ک  ی  ه گ  اه ک  ه م  ت  م  ای  زی ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن

داری  م: و ب  ود خ  واهد ۴(p+ ١) ب  ا

r′′(G) =
r(G)− ١

۴
= ۴(p+ ١) + ١ = ۴p+ ۵

□ .r(G) = ١۶p+ ٢١ ب  ن  اب  رای  ن

ش  م  ارش ب  ه ،١٢ م  رت  ب  ه از گ  روه های هم  ه زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار رس  م ق  س  م  ت ب  ا ای  ن در

م  ی پ  ردازی  م. آن ها ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه های 

.r(G) = ٢١٣ آن  گ  اه G = Z١٢ اگ  ر .٣. ٩ ق  ض  ی  ه

اث  ب  ات.

داری  م ( ٣ Z١٢(ش  ک  ل دوری گ  روه هاس  ه ن  م  ودار ب  ه ت  وج  ه ب  ا

H٢
١ = ۶Z١٢, H

٣
١ = ۴Z١٢, H

۴
١ = ٣Z١٢, H

۶
١ = ٢Z١٢.
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Z١٢

٢Z١٢

٣Z١٢

۴Z١٢

۶Z١٢

⟨٠⟩

Z١٢ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :٣ ش  ک  ل

داری  م: ٧ و ۶ ،۵ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

r′′(Z١٢) =
r(Z١٢)− ١

۴
= r′(H٢

١ ) + r′(H٣
١ ) + r′(H۴

١ ) + r′(H۶
١ ) + ١

= ١ +
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ٢١ + ١

۴
+

٣ × ٣٧ + ١
۴

= ۵٣.

□ .r(G) = ٢١٣ داری  م ن  ت  ی  ج  ه در و

[٩] م  رج  ع در دار پ  ای  ه پ  رچ  م های ک  م  ک ب  ه و س  خ  ت  ت  ری روش ب  ه ق  ض  ی  ه ای  ن .٣. ١٠ م  لاح  ظ  ه

،p = ٢ دهی  م ق  رار ٢. ٩ ق  ض  ی  ه (ب) ق  س  م  ت در اس  ت ک  اف  ی واق  ع در اس  ت. ش  ده اث  ب  ات

ف  هم ت  ر ق  اب  ل روش ب  ا ٣. ٩ ق  ض  ی  ه در ع  دد ای  ن .r(G) = ٢١٣ ن  ت  ی  ج  ه در .q = ٣ و n = ٢

اس  ت. ش  ده م  ح  اس  ب  ه وآس  ان  ت  ر

.r(G) = ۵۶۵ آن  گ  اه G = Z٢ × Z٢ × Z٣ اگ  ر .٣. ١١ ق  ض  ی  ه



٣٢٨ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

اث  ب  ات.

Z٢ × Z٢ × Z٣

⟨(١, ٠, ١)⟩

⟨(١, ٠, ٠), (٠, ١, ٠)⟩

⟨(٠, ١, ١)⟩ ⟨(١, ١, ١)⟩

⟨(١, ٠, ٠)⟩ ⟨(٠, ١, ٠)⟩

⟨(٠, ٠, ١)⟩

⟨(١, ١, ٠)⟩

⟨(٠, ٠, ٠)⟩

Z٢ × Z٢ × Z٣ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :۴ ش  ک  ل

داری  م ،۴ ش  ک  ل ب  ه ب  ات  وج  ه

H٢
i
∼= Z٢, i = ١, ٢, ٣;

H٣
i
∼= Z٣, i = ١;

H۴
i
∼= Z٢ × Z٢, i = ١;

H۶
i
∼= Z۶, i = ١, ٢, ٣.
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ب  ن  اب  رای  ن
r′′(G) =

r(G)− ١
۴

=
∑
j∈J

nj∑
i=١

r′(Hj
i )

= ١ + ٣ × ٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵٣ + ١
۴

+ ٣ × ٣ × ٣٧ + ١
۴

= ١۴١.

□ .r(G) = ۵۶۵ داری  م ن  ت  ی  ج  ه در

.r(G) = ٢٧٧ آن  گ  اه G = A۴ اگ  ر .٣. ١٢ ق  ض  ی  ه

داری  م ،۵ ش  ک  ل ب  ه ب  ات  وج  ه اث  ب  ات.

A۴

⟨(١٢٣)⟩ ⟨(١٢۴)

⟨(١٢)(٣۴), (١٣)(٢۴)⟩

⟨(١٣۴)⟩⟨(٢٣۴)⟩

⟨(١٢)(٣۴)⟩ ⟨(١٣)(٢۴)⟩ ⟨(١۴)(٢٣)⟩

⟨(١)⟩

A۴ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :۵ ش  ک  ل



٣٣٠ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

H٢
١
∼= Z٢, i = ١, ٢, ٣;

H٣
i
∼= Z٣, i = ١, ٢, ٣, ۴;

H۴
i
∼= Z٢ × Z٢, i = ١.

ب  ن  اب  رای  ن
r′′(A۴) =

r(A۴)− ١
۴

=
∑
j∈J

nj∑
i=١

r′(Hj
i )

= ١ + ٣ × ٣ × ۵ + ١
۴

+۴ × ٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ۵٣ + ١

۴
= ۶٩.

□ .r(G) = ٢٧٧ داری  م ن  ت  ی  چ  ه در و

.r(T ) = ٣۴١ آن  گ  اه T =< a, b|a۶ = e, a٣ = b٢, ab = ba−١ > اگ  ر .٣. ١٣ ق  ض  ی  ه

داری  م ،۶ ش  ک  ل ب  ه ب  ات  وج  ه اث  ب  ات.

H٢
١
∼= Z٢, i = ١;

H٣
i
∼= Z٣, i = ١;

H۴
i
∼= Z۴, i = ١, ٢, ٣;

H۶
i
∼= Z۶, i = ١.
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T = ⟨a, b⟩

⟨b⟩ ⟨ab⟩ ⟨a٢b⟩

⟨a⟩

⟨a٣⟩

⟨a٢⟩

⟨e⟩

T زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :۶ ش  ک  ل

ب  ن  اب  رای  ن
r′′(T ) =

r(T )− ١
۴

=
∑
j∈J

nj∑
i=١

r′(Hj
i )

= ١ +
٣ × ۵ + ١

۴
+

٣ × ۵ + ١
۴

+٣ × ٣ × ٢١ + ١
۴

+
٣ × ٣٧ + ١

۴
= ٨۵.

□ .r(G) = ٣۴١ داری  م ن  ت  ی  چ  ه در و



٣٣٢ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

.r(G) = ١١۴١ آن  گ  اه D۶ = ⟨a, b|a۶ = b٢ = ١, ab = ba−١⟩ اگ  ر .١۴ .٣ ق  ض  ی  ه

داری  م: ١٢ م  رت  ب  ه از وج  هي دو گ  روه زي  رگ  روه هاي م  ورد در ،٧ ش  ک  ل ب  ه ب  ات  وج  ه اث  ب  ات.

D۶ = ⟨a, b⟩

⟨a٢, b⟩⟨a٢, ba⟩⟨b⟩

⟨a٣, b⟩ ⟨a٣, ba⟩ ⟨a٣, ba٢⟩

⟨a٢⟩

⟨ba⟩ ⟨ba۵⟩ ⟨a٣⟩ ⟨b⟩ ⟨ba۴⟩ ⟨ba٢⟩⟨ba٣⟩

⟨e⟩

D۶ زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :٧ ش  ک  ل

H٢
i
∼= Z٢, i = ١, ٢, . . . , ٧;

H٣
i
∼= Z٣, i = ١;

H۴
i
∼= Z٢ × Z٢, i = ١, ٢, ٣;

H۶
i
∼= Z۶, i = ١;

H۶
i
∼= S٣, i = ٢, ٣;
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داری  م: D۶ زی  رگ  روه های ن  وع و هاس  ه ن  م  ودار ب  ه ت  وج  ه ب  ا

r′′(D۶) =
r(D۶)− ١

۴

=
∑
j∈J

nj∑
i=١

r′(Hj
i )

= ١ + ٧ × ٣ × ۵ + ١
۴

+
٣ × ۵ + ١

۴
+٣ × ٣ × ۵٣ + ١

۴
+

٣ × ٣٧ + ١
۴

+ ٢ × ٣ × ۶٩ + ١
۴

= ٢٨۵.

□ .r(G) = ١١۴١ آن  گ  اه

ک  ه: م  ی دان  ی  م گ  روه ها ن  ظ  ری  ه از

ی  ا D۶ ،A۴ ،Z٢ ×Z٢ ×Z٣ ،Z١٢ گ  روه های از ی  ک  ی ب  ا ١٢ م  رت  ب  ه از گ  روه هر .١۵ .٣ ق  ض  ی  ه

اس  ت. ی  ک  ری  خ  ت T

آن  گ  اه ب  اش  د، ١٢ م  رت  ب  ه از گ  روهی G اگ  ر .١۶ .٣ ق  ض  ی  ه

.r(G) ∈ {٢١٣, ٢٧٧, ٣۴١, ۵۶۵, ١١۴١}

و Zpk × Zq گ  روه های ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ۴

زی  رگ  روه ها م  ش  ب  ک  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا Zpk

ش  ده ان  ج  ام ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های روی ش  م  ارش های  ی پ  ای  ه دار، پ  رچ  م م  ف  هوم ک  م  ک ب  ا

ب  ه [٩] م  رج  ع در ۴ .٢ و ۴ .١ ق  ض  ای  ای م  ق  ال  ه ای  ن در های روش ک  م  ک ب  ا ب  خ  ش ای  ن در اس  ت.

م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات ج  دی  دی روش

اس  ت. اول ع  دد p ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ق  ض  ی  ه

.r(G) =
∑k

i=٠ ٢٢i آن  گ  اه G = Zpk اگ  ر

دارد، pk−١ م  رت  ب  ه از زی  رگ  روه ی  ک ت  ن  ها pk م  رت  ب  ه از دوری گ  روه هر آن  ج  ای  ی  ک  ه از اث  ب  ات.



٣٣۴ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

داری  م: را زی  رگ  روه ها از زی  ر ی  ک  ت  ای زن  ج  ی  ر ب  ن  اب  رای  ن

{٠} ⊂ Zp ⊂ Zp٢ ⊂ . . . ⊂ Zpn−١ ⊂ Zpn

.r(G) =
∑k

i=٠ ٢٢i = ۴n+١−١
٣ م  ی دهی  م ن  ش  ان اس  ت  ق  را ک  م  ک ب  ه

داری  م r′′(G) = r(G)−١
۴ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و r′′(G) = r′({٠}) = ١ داری  م n = ١ ب  رای

ای  ن در ب  اش  د درس  ت ح  ک  م n از ک  م  ت  ر K هر ب  رای ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال .r(G) = ۵ = ٢٠ + ٢٢

ص  ورت

r′(Zpk) =
٣r(G) + ١

۴
=

٣ ۴k+١−١
٣ + ١

۴
= ۴k.

هر از ای  ن  ک  ه و ۵ .٣ م  لاح  ظ  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. درس  ت ح  ک  م ن  ی  ز n ب  رای دهی  م م  ی ن  ش  ان ح  ال

داری  م اس  ت، م  وج  ود زی  رگ  روه ی  ک دق  ی  ق  ا pk م  رت  ب  ه

r(G)− ١
۴

= r′′(G) =
n−١∑
i=٠

r′(Zpi) =
n−١∑
i=٠

۴i

□ .r(G) =
∑n

i=٠ ۴i =
∑n−١

i=٠ ٢٢i ن  ت  ی  ج  ه در

آن  گ  اه G = Zpk × Zq اگ  ر هس  ت  ن  د. م  ت  م  ای  ز اول ع  دد دو q و p ک  ن  ی  د ف  رض .٢ .۴ ق  ض  ی  ه

.r(G) = (k + ٢٢(١(k+١) +
∑k

i=٠ ٢٢i

داری  م م  لاح  ظ  ه٣. ۵ و ٨ ش  ک  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

r′′(G) =
n∑

i=٠
r′(Zpi) +

n∑
i=٠

r′(Zpi × Zq).
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Zpn × Zq

Zpn

Zpn−١ × Zq

Zpn−١

Zpn−٢ × Zq

Zp٢

Zp × Zq

Zp

Zq

⟨٠⟩

Zpn × Zq زی  رگ  روه های هاس  ه ن  م  ودار :٨ ش  ک  ل

داری  م: ١ .۴ ق  ض  ی  ه و n روی ق  وی اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

r′′(G) =
∑n

i=٠ ۴i +
∑n−١

i=٠
٣[(i+١)٢٢(i+١)+ ۴i+١−١

٣ ]+١
۴

=
∑n

i=٠ ۴i +
∑n−١

i=٠
٣(i+١)٢٢(i+١)+۴i+١+١−١

۴

=
∑n

i=٠ ۴i +
∑n−١

i=٠ ٣(i+ ١)۴i +
∑n−١

i=٠ ۴i

=
∑n

i=٠ ۴i + ٣
∑n−١

i=٠ i۴i +
∑n−١

i=٠ ۴i+١

= ۴n+١−١
٣ + ۴−n۴n+(n−١)۴n+١−١

٣ + ۴n+١−۴
٣

= ۴n+١−١
٣ + n۴n.



٣٣۶ ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد ش  م  ارش

داری  م r′′(G) = r(G)−١
۴ راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

r(G)− ١
۴

=
۴n+١ − ١

٣
+ n۴n

ن  ت  ی  ج  ه در

r(G) = (n+ ١)۴n+١ +
۴n+١ − ١

٣
.

□

گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه ۵

از اس  ت  ف  اده واس  ط  ه ب  ه م  ق  ال  ه درای  ن ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ب  رای م  وج  ود روش

،[٩] م  رج  ع در ش  ده ارائ  ه ح  ج  ي  م اث  ب  ات هاي ب  ع  ض  ی ب  ا م  ق  اي  س  ه در ،۶ ق  ض  ی  ه و هاس  ه ن  م  ودار

م  رت  ب  ه هاي از گ  روه هاي  ي ش  هودی ف  ازي زي  رگ  روه هاي ص  ری  ح ش  م  ارش ب  راي روش  ن ت  ری اي  ده هاي

ای  ن ح  ل ش  ي  وه هاي ح  ال ع  ی  ن در م  ی دهد. ب  دس  ت م  ن  اس  ب هم ارزي راب  ط  ه هاي ت  ح  ت ب  الات  ر

م  ی ب  اش  ن  د. ن  ي  ز ق  ض  اي  ا و م  ث  ال ها دي  گ  ر در اس  ت  ف  اده ب  راي ت  ع  م  ی  م ق  اب  ل ک  ه اس  ت گ  ون  ه ای ب  ه م  ث  ال ها

ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ١ .۴ و ٢ .۴ ق  ض  ی  ه دو و م  ق  ال  ه ای  ن در ق  ض  ای  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا

اس  ت. ش  ده ارائ  ه ١ ج  دول در را ١۶ از ک  م  ت  ر م  رت  ب  ه از گ  روه ی  ک روی ش  هودی

اس  ت  ف  اده ب  ا ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش م  ی ت  وان ج  دی  د، پ  ژوهش  ی ک  ارهای ب  رای

دو و م  ت  ن  اوب م  ت  ق  ارن، گ  روه های ب  خ  ص  وص دی  گ  ر، م  ت  ن  اهی گ  روه های ب  رای هاس  ه ن  م  ودار از

ی  ا ن  رم  ال ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ش  م  ارش ب  رای ای  ده ای  ن هم  چ  ن  ی  ن آورد. ب  دس  ت وج  هی،

ج  ب  رهای در را ای  ده ای  ن م  ی ت  وان هم  چ  ن  ی  ن، اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ش  ده ت  ع  ری  ف زی  رگ  روه های س  ای  ر

ک  رد. پ  ی  اده ش  رای  ط ب  رخ  ی ب  ا ف  ازی ش  ده م  رت  ب

م  راج  ع

و ف  ازی های س  ی  س  ت  م آن. های ت  ع  م  ی  م و ف  ازی های م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ری  ه (١٣٩٧) ا. اس  لام  ی، [١]

.٢٢ ت  ا ١ ص  ص. ،١ ش  م  اره ،١ ج  ل  د ک  ارب  ردها،
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١۶ ک  م  ت  ر م  رت  ب  ه از ش  هودی ف  ازی زی  رگ  روه های ت  ع  داد :١ ج  دول

گ  روه م  رت  ب  ه گ  روه ت  ع  داد گ  روه م  رت  ب  ه گ  روه ت  ع  داد
١ < ١ > ١ ٩ Z٩ ٢١
٢ Z٢ ۴ ٩ Z٣ × Z٣ ۶٩
٣ Z٣ ۴ ١٠ Z١٠ ٣٧
۴ Z۴ ٢١ ١٠ D۵ ١٠١
۴ Z٢ × Z٢ ۵٣ ١١ Z١١ ۴
۵ Z۵ ۴ ١٢ Z١٢ ٢١٣
۶ Z۶ ٣٧ ١٢ Z٢ × Z٢ × Z٣ ۵۶۵
۶ S٣ ۶٩ ١٢ A۴ ٢٧٧
٧ Z٧ ۴ ١٢ D۶ ١١۴١
٨ Z٨ ٨۵ ١٢ T ٣۴١
٨ Z٢ × Z۴ ٣۴١ ١٣ Z١٣ ۴
٨ Z٢ × Z٢ × Z٢ ١٢٣٧ ١۴ Z١۴ ٣٧
٨ Q٨ ٢١٣ ١۴ D٧ ١٣٣
٨ D۴ ۴۶٩ ١۵ Z١۵ ٣٧
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