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م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های هم  ه ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه، t-ن  رم ی  ک ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی م  ن  ط  ق  در
[٠, ٢[١ و [٠, ١] م  ج  م  وع  ه های روی ت  وپ  ول  وژی دو اخ  ی  راً ن  م  ی ب  اش  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ل  زوم  اً
پ  ی  وس  ت  ه ت  وپ  ول  وژی ها ای  ن ت  ح  ت م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ک  ه ش  ده ان  د م  ع  رف  ی
ای  ده ب  ا ت  وپ  ول  وژی ها، ای  ن خ  واص ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه از ب  ع  د م  ق  ال  ه ای  ن در م  ی ب  اش  ن  د.
ی  ک ب  ر م  ب  ت  ن  ی پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه ف  ازی م  ن  ط  ق اول، م  رت  ب  ه پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق از گ  رف  ت  ن
ای  ن در ف  رم  ول  هر ت  ع  ب  ی  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان و م  ی ك  ن  ی  م م  ع  رف  ی را پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم
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٢۴ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های اک  ث  ر ب  رای ت  ق  ری  ب  اً ف  ازی م  ن  ط  ق واژه ای  ن  ک  ه ب  ر ع  لاوه ب  ودن  د، م  ن  اس  ب

ان  واع م  ت  داول ت  ری  ن از ی  ک  ی ع  ن  وان ب  ه ن  ی  ز [٠, ١] واح  د ب  س  ت  ه ب  ازه ش  د، گ  رف  ت  ه ک  ار ب  ه ن  ی  ز دی  گ  ر

گ  رف  ت. ق  رار ت  وج  ه م  ورد درس  ت  ی ارزش های م  ج  م  وع  ه 

ح  ال  ت در چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های ب  رای درس  ت  ی ارزش های م  ج  م  وع  ه م  ت  داول ت  ری  ن گ  رچ  ه

س  اخ  ت  ارهای و م  ش  ب  ک  ه ها از م  خ  ت  ل  ف  ی ان  وع ول  ی اس  ت، [٠, ١] م  ج  م  وع  ه ارزش  ی، ن  ام  ت  ن  اهی

در ح  ال ع  ی  ن در گ  رف  ت. ن  ظ  ر در درس  ت  ی ارزش های م  ج  م  وع  ه ع  ن  وان ب  ه م  ی ت  وان را م  رت  ب

م  ن  ط  ق خ  لاف ب  ر (و ك  لاس  ی  ك م  ن  ط  ق م  ش  اب  ه چ  ن  دارزش  ی، م  ن  ط  ق های هم  ه م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی

م  ش  خ  ص ك  ام  لا م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های درس  ت  ی ت  اب  ع ک  ه م  ی ش  ود ف  رض وج  هی) م  ن  ط  ق ی  ا و اح  ت  م  ال  ی

ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف و

م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی را چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های ب  رای [٠, ١] ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی

از گ  س  ت  رده ای ب  س  ی  ار ط  ی  ف پ  ی  دای  ش م  وج  ب م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های ت  ن  وع م  ی ن  ام  ن  د. «اس  ت  ان  دارد»

م  ث  ل م  ن  ط  ق های  ی اس  ت. ش  ده چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های ب  رای اس  ت  ان  دارد م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی های

ب  ن ی  اک  وف پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق و پ  اول  ک  ا گ  وی  ای ح  اص  ل ض  رب  ی، گ  ودل، ل  وک  اس  ی  وی  چ، پ  س  ت، م  ن  ط  ق

هس  ت  ن  د. اس  ت  ان  دارد چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های از ن  م  ون  ه های

م  ب  ت  ن  ی چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق های ب  رای اس  ت  ان  دارد م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ی  ک های  ک ١٩٩٨ س  ال در

م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی های ب  رگ  ی  رن  ده در ک  ه ک  رد ارائ  ه (continuous triangular norm) پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ب  ر

ش  ده م  ع  رف  ی چ  ن  دارزش  ی م  ن  ط  ق .[٢ ب  خ  ش ،١٠] ب  ود ن  ی  ز ح  اص  ل ض  رب  ی و گ  ودل ل  وک  اس  ی  وی  چ،

اس  ت، م  م  ک  ن ت  اک  ی  د ب  رای ال  ب  ت  ه و م  ی ن  ام  ن  د BL ی  ا (Basic logic) پ  ای  ه م  ن  ط  ق را های  ک ت  وس  ط

س  ال در دهن  د. ن  م  ای  ش BL∀ ب  ا را آن اول م  رت  ب  ه ح  ال  ت در و BL ب  ا را آن گ  زاره ای ح  ال  ت در

.[٩] ک  رد م  ع  رف  ی ن  ی  ز (monoidal t-norm logic) MTL ب  ن  ام BL از ت  وس  ی  ع  ی گ  ودو ٢٠٠١

پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های م  ن  ط  ق و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های م  ن  ط  ق م  ی ت  وان ت  رت  ی  ب ب  ه را MTL و BL

.[٩ ،٧] ن  ام  ی  د چ  پ از

ت  ع  ب  ی  ر م  ی ش  ود، م  ح  س  وب MTL ن  ی  ز و BL از خ  اص  ی ح  ال  ت ک  ه ل  وک  اس  ی  وی  چ م  ن  ط  ق در

م  ی ش  ود ب  اع  ث م  وض  وع ای  ن هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه اس  ت  ان  دارد م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ب  ا م  ن  ط  ق  ی رواب  ط هم  ه

ق  ض  ی  ه ی  ا و ف  ش  ردگ  ی ق  ض  ی  ه ن  ظ  ی  ر ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق در م  دل ن  ظ  ری  ه م  ف  اهی  م از ب  ع  ض  ی ک  ه

.[١٨ ،١۶ ،٨] گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان م  ن  ط  ق ای  ن ب  رای را دی  گ  ر ن  ت  ای  ج ب  س  ی  اری و ت  ای  پ ح  ذف

ب  ا ب  ن ی  اک  وف پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق و پ  اول  ک  ا گ  وی  ای م  ن  ط  ق ن  ظ  ی  ر ل  وک  اس  ی  وی  چ م  ن  ط  ق از ت  وس  ی  ع های  ی



خ  ات  م  ی ا. م. س. ٢۵

ک  ه ش  ده ان  د م  ع  رف  ی ن  ی  ز پ  ی  وس  ت  ه ت  ع  اب  ی  ر دارای م  ن  ط  ق  ی راب  ط های از غ  ن  ی ت  ری م  ج  م  وع  ه های

اب  ت  دای  ی ق  ض  ای  ای م  هم  ت  ری  ن از ب  ع  ض  ی م  ن  ط  ق  ی، راب  ط های ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  دل  ی  ل م  ج  دداً

ل  وک  اس  ی  وی  چ، م  ن  ط  ق از گ  رف  ت  ن ای  ده .[١٧ ،۵] هس  ت  ن  د ب  رق  رار ن  ی  ز ت  وس  ی  ع ها ای  ن در م  دل ن  ظ  ری  ه

ک  ه ش  د ك  ی  س  ل  ر و چ  ن  گ ت  وس  ط پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق ب  ه م  وس  وم م  ن  ط  ق  ی م  ع  رف  ی ب  ه م  ن  ج  ر هم  چ  ن  ی  ن

ع  ن  وان ب  ه م  ی ت  وان را ب  ن ی  اک  وف پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق و پ  اول  ک  ا گ  وی  ای م  ن  ط  ق ل  وک  اس  ی  وی  چ، م  ن  ط  ق

.[۶] گ  رف  ت ن  ظ  ر در ک  ی  س  ل  ر و چ  ن  گ پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق از خ  اص  ی ح  ال  ت

دارد وج  ود [٠, ٢[١ و [٠, ١] روی م  ت  ری  ک  ی ک  ه داده ان  د ن  ش  ان [١٢] در پ  ورم  هدی  ان و خ  ات  م  ی

s-ن  رم از ض  ع  ی  ف ت  ر ک  ه پ  ی  وس  ت  ه ای s-ن  رم  هر ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ب  ا ال  ب  ت  ه و BL در ک  ه

،[١٢] ای  ده  های ک  م  ک ب  ا ب  ع  لاوه هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه م  ن  ط  ق  ی رواب  ط هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ب  اش  د، ل  وک  اس  ی  وی  چ

.[١١ ،۴ ،٢] ی  اب  د ت  ع  م  ی  م ن  ی  ز BL∀ ب  ه پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  گ  اه ک  ه ش  د س  ع  ی ک  ن  ف  ران  س  ی م  ق  ال  ه چ  ن  د در

پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ب  ا BL در ک  ه داد ن  ش  ان [١٣] در خ  ات  م  ی ن  های  ت در

م  ن  ط  ق  ی رواب  ط هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ک  ه ک  رد ارائ  ه [٠, ٢[١ و [٠, ١] روی ت  وپ  ول  وژی های  ی م  ی ت  وان دل  خ  واه،

ک  رد. ارائ  ه ن  ی  ز [١۴] در م  ذک  ور ت  وپ  ول  وژی های از دق  ی  ق ت  ر ت  وص  ی  ف  ی ب  ع  لاوه و ب  اش  ن  د پ  ی  وس  ت  ه BL

اع  م  ال و ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ،BL∀ در ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان [١٣] هم  چ  ن  ی  ن

ک  ه ت  ش  اب  ه م  ی ش  ود. پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار ن  وع  ی ب  ه م  ن  ج  ر س  اخ  ت  ارها، روی ت  ش  اب  ه م  ص  داق  ی  ت اص  ول

ان  س  ان  ی ع  ل  وم ح  ت  ی و ک  ارب  ردی و م  ح  ض ع  ل  وم در م  هم ن  ق  ش  ی اس  ت، ت  س  اوی م  ف  هوم از ت  ع  م  ی  م  ی

ی  ا دس  ت  ه ب  ن  دی ام  ک  ان س  خ  ن، ع  ال  م ی  ک ع  ن  اص  ر ب  ی  ن م  ق  ای  س  ه ن  وع  ی ط  رح ب  ا ت  ش  اب  ه دارد.

و ت  ش  اب  ه م  س  ئ  ل  ه در ان  س  ان  ی ق  ض  اوت اش  ت  ب  اهات م  ی آورد. ف  راهم را خ  وش  ه ب  ن  دی ی  ا ط  ب  ق  ه ب  ن  دی

از ب  رخ  واس  ت  ه ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی م  ی ک  ن  د. ای  ج  اد م  وارد ب  ع  ض  ی در را ج  دی چ  ال  ش های دس  ت  ه ب  ن  دی،

اس  ت، ش  ده پ  رداخ  ت  ه آن ب  ه ن  ی  ز ای  ن  ج  ا در و اس  ت ش  ده م  ع  رف  ی [١٣] در ک  ه ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک

درواق  ع دارد، م  ق  ال  ه ای  ن در ب  ح  ث م  ورد پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای م  ع  رف  ی در ک  ه ک  ارب  ردی ب  ر ع  لاوه

م  ی ک  ن  د. م  ع  رف  ی ن  ی  ز را ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ک  م  ک ب  ه دس  ت  ه ب  ن  دی ب  رای دی  گ  ری راه ک  ار

ب  ر ک  وت  اه م  روری از ب  ع  د م  ی ش  ود، م  ح  س  وب [١٣] از ادام  ه  ای واق  ع در ک  ه م  ق  ال  ه ای  ن در

م  ی دهی  م ن  ش  ان ن  های  ت در و م  ی پ  ردازی  م [١٣] در ش  ده م  ع  رف  ی م  ف  اهی  م ب  رخ  ی ت  ع  م  ی  م ب  ه ،BL∀

ف  رم  ول ها و ت  رم  ها هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ش  ده ان  د، م  ع  رف  ی [١٣] در ک  ه پ  ی  وس  ت  ه ای س  اخ  ت  ارهای در ک  ه

هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی

ت  وپ  ول  وژی های ٣ ب  خ  ش در س  پ  س م  ی ش  ون  د. م  رور اول  ی  ه م  ف  اهی  م ٢ ب  خ  ش در راس  ت  ا ای  ن در



٢۶ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ح  اض  ر م  ق  ال  ه ج  دی  د ن  ت  ای  ج ب  ر م  ش  ت  م  ل ک  ه ۴ ب  خ  ش در م  ی گ  ردن  د. م  ع  رف  ی ت  ش  اب  ه و ب  از ∗-گ  وی

آم  ده [١۴] و [١٣] در ق  ب  لا آن  چ  ه ب  ه ن  س  ب  ت م  ذک  ور ت  وپ  ول  وژی های از ب  هت  ر ت  وص  ی  ف  ی اب  ت  دا اس  ت،

ن  های  ت در و م  ی گ  ردد م  ع  رف  ی BL∀ در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار م  ف  هوم س  پ  س م  ی ش  ود. ارائ  ه اس  ت

م  ذک  ور، ت  وپ  ول  وژی های ت  ح  ت پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار ی  ک ف  رم  ول های و ت  رم  ها هم  ه ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  گ  ی

م  ی گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی و ب  ح  ث م  ورد

آن اس  ت  ان  دارد م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی و پ  ای  ه م  ن  ط  ق ٢

گ  زاره ای پ  ای  ه م  ن  ط  ق دق  ی  ق ت  رِ م  ط  ال  ع  ه ب  رای پ  ای  ه. م  ن  ط  ق م  ع  رف  ی ب  ر داری  م م  روری ب  خ  ش ای  ن در

م  ن  ط  ق ب  رای و ب  ب  ی  ن  ی  د را [۴ .۵ .٣ و ٣ .۵ .٣ ب  خ  ش ،١] ی  ا [٢. ٢ و ٢. ١ ب  خ  ش ،١٠] م  ی ت  وان  ی  د

ب  ب  ی  ن  ی  د. را [١ .۵ ب  خ  ش ،١٠] م  ی ت  وان  ی  د هم اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه

{&,→,⊥} از ع  ب  ارت  ن  د اص  ل  ی م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های گ  زاره ای، پ  ای  ه م  ن  ط  ق هم  ان ی  ا BL در

در هس  ت  ن  د. دوت  ای  ی → و & م  ن  ط  ق  ی راب  ط دو و اس  ت ص  ف  رت  ای  ی م  ن  ط  ق  ی راب  ط ی  ک ⊥ ک  ه

م  ی ش  ود گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در درس  ت  ی ارزش های م  ج  م  وع  ه ع  ن  وان ب  ه [٠, ١] اس  ت  ان  دارد م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی

ارزش م  ق  ادی  ر ش  وی  م ن  زدی  ک ١ س  م  ت ب  ه ٠ از چ  ه هر و اس  ت «دروغ» ارزش داری ٠ ک  ه

راب  ط اس  ت  ان  دارد، م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی در م  ی ب  اش  د. «راس  ت» ارزش دارای هم ١ و م  ی ش  ون  د راس  ت ت  ر

t-ن  رم ی  ك ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه → و & راب  ط های و م  ی ش  ود ت  ع  ب  ی  ر ص  ف  ر ث  اب  ت ت  اب  ع ب  ا ⊥ ص  ف  رت  ای  ی

م  ی ش  ون  د. ت  ع  ب  ی  ر ∗ t-ن  رم م  ان  ده و ∗ پ  ی  وس  ت  ه

پ  ی  وس  ت  ه اس  ت ت  اب  ع  ی پ  ی  وس  ت  ه -ن  رم t ی  ک [٢. ١ ب  خ  ش ،١٠] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

هر ازای ب  ه ب  ع  لاوه و اس  ت ص  ع  ودی م  ول  ف  ه دو هر روی ك  ه ∗ : [٠, ٢[١ → [٠, ١] م  ث  ل

م  ان  ده .١ ∗ x = x و (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ،x ∗ y = y ∗ x ،x, y, z ∈ [٠, ١]

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر خ  اص  ی  ت ب  ا ک  ه ⇒∗ م  ث  ل اس  ت ت  اب  ع  ی ∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم

. z ∗ x ≤ y اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر z ≤ x⇒∗ y

ن  ت  ی  ج  ه اس  ت س  وپ  ری  م  م دارای [٠, ١] در ک  ران  دار ب  الا از م  ج  م  وع  ه هر ای  ن  ک  ه و ∗ پ  ی  وس  ت  گ  ی

.[۴ .٢. ١ ل  م ،١٠] x⇒∗ y = max{z : z ∗ x ≤ y} ک  ه م  ی دهد

م  ج  م  وع  ه از v ارزش ت  اب  ع های ک  م  ک ب  ه BL ب  رای پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی

:[٢. ٢. ١ ت  ع  ری  ف ،١٠] م  ی ش  ود ان  ج  ام هس  ت  ن  د، زی  ر خ  واص داری ک  ه [٠, ١] ب  ه گ  زاره ها هم  ه



خ  ات  م  ی ا. م. س. ٢٧

،v(⊥) = ٠ اولا

،v(p&q) = v(p) ∗ v(q) ث  ان  ی  اً

.v(p→ q) = v(p) ⇒∗ v(q) ث  ال  ث  اً

پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ك ل  زوم  اً ⇒∗ ت  اب  ع اس  ت، ش  ده گ  رف  ت  ه  ن  ظ  ر در پ  ی  وس  ت  ه ∗ ت  اب  ع ای  ن  ک  ه ع  ل  ی رغ  م

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ل  وك  اس  ی  وی  چ t-ن  رم م  ان  ده ف  ق  ط م  ش  هور، پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های ب  ی  ن در ن  ی  س  ت.

م  ی ب  ی  ن  ی  د: زی  ر در را م  ش  هور پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های

،max{٠, x+ y − ١} ل  وک  اس  ی  وی  چ: پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم •

،min{x, y} گ  ودل: ی  ا م  ی ن  ی م  م پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم •

.x.y ح  اص  ل ض  رب  ی: پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم •

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ب  الا t-ن  رم های م  ان  ده دی  د م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی

،

 ١ x ≤ y

١ + y − x x > y
ل  وک  اس  ی  وی  چ: t-ن  رم م  ان  ده •

،

 ١ x ≤ y

y x > y
گ  ودل: ی  ا م  ی ن  ی م  م t-ن  رم م  ان  ده •

.

 ١ x ≤ y

y/x x > y
ح  اص  ل ض  رب  ی: t-ن  رم م  ان  ده •

آن  ها از ب  ع  ض  اً م  ق  ال  ه ادام  ه در ک  ه آن ال  ح  اق  ی ج  ف  ت و ∗ t-ن  رم ت  اب  ع خ  واص از ب  رخ  ی

ش  ده ان  د. آورده زی  ر ل  م در م  ی ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده

آن ال  ح  اق  ی ج  ف  ت ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ک  ن  ی  د ف  رض [٢. ٢ ب  خ  ش ،١٠] .٢. ٢ ل  م

x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

، z ∗ x > y اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر z > x⇒∗ y .١

،[x ∗ (x⇒ y)] = min{x, y} .٢



٢٨ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

،[x⇒∗ (y ⇒∗ z)] = [(x ∗ y) ⇒∗ z] .٣

،[(x⇒∗ y) ∗ (y ⇒∗ z)] ≤ (x⇒∗ z) .۴

.x ≤ y اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر x⇒∗ y = ١ .۵

هس  ت  ن  د ت  ع  ری  ف ق  اب  ل اص  ل  ی م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های روی از ك  ه م  ت  داول ت  ری م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های

از: ع  ب  ارت  ن  د

،¬φ := φ→ ⊥ •

،⊤ := ¬⊥ •

،φ ∧ ψ := φ&(φ→ ψ) •

،φ ∨ ψ := ((φ→ ψ) → ψ) ∧ ((ψ → φ) → φ) •

.φ↔ ψ := (φ→ ψ)&(ψ → φ) •

هم  ی  ش  ه ت  رت  ی  ب ب  ه ∨ و ∧ م  ن  ط  ق  ی راب  ط دو ت  ع  ب  ی  ر ک  ه م  ی ک  ن  د ای  ج  اب ∗ t-ن  رم پ  ی  وس  ت  گ  ی

ب  ا را ↔ م  ن  ط  ق  ی راب  ط ت  ع  ب  ی  ر .[٢. ١. ١٠ ل  م ،١٠] ش  ود «م  اك  زی  م  م» و «م  ی ن  ی م  م» ت  واب  ع ب  راب  ر

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه م  ی دهی  م ن  م  ای  ش n∗ م  ت  غ  ی  ره ی  ک ت  اب  ع ب  ا را ¬ ت  ع  ب  ی  ر و e∗ م  ت  غ  ی  ره دو ت  اب  ع

t-ن  رم ی  ک ف  ق  ط ∗ ک  ه ح  ال  ت  ی در م  ی ش  ود. م  خ  ت  ل  ف  ی ت  واب  ع م  خ  ت  ل  ف، پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های

م  ن  ط  ق ک  ه MTL در .[٩] ن  ی  س  ت «م  ی ن  ی م  م» ت  اب  ع ل  زوم  اً ∧ ت  ع  ب  ی  ر اس  ت، چ  پ از پ  ی  وس  ت  ه

{&,∧,→,⊥} از ع  ب  ارت  ن  د اص  ل  ی م  ن  ط  ق  ی راب  ط های م  ی ب  اش  د، چ  پ از پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم های

و م  ی ن  ی م  م، ت  اب  ع ب  ا ∧ ،∗ ن  رم-t م  ان  ده ب  ا → ،∗ م  ان  ن  د چ  پ از پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ب  ا & ک  ه

رواب  ط ت  ع  ب  ی  ر ک  ه ت  واب  ع  ی از دی  گ  ر خ  اص  ی  ت چ  ن  د زی  ر ل  م م  ی ش  ود. ت  ع  ب  ی  ر ص  ف  ر ث  اب  ت ت  اب  ع ب  ا ⊥

م  ی دهد. ن  ش  ان را هس  ت  ن  د پ  ای  ه م  ن  ط  ق در م  ن  ط  ق  ی

آن ال  ح  اق  ی ج  ف  ت ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ک  ن  ی  د ف  رض [٢. ٢ ب  خ  ش ،١٠] .٢. ٣ ل  م

x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

،x = y اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر e∗(x, y) = ١ .١

،e∗(x, y) ∗ e∗(y, z) ≤ e∗(x, z) .٢



خ  ات  م  ی ا. م. س. ٢٩

.x ≤ n∗ (n∗(x)) .٣

زب  ان  ی ن  م  ادهای از اس  ت  ف  اده ب  ا گ  زاره ها آن در ک  ه BL ن  ح  و از اس  ت ت  ع  م  ی  م  ی BL∀ ن  ح  وِ

ب  ر ع  لاوه و م  ی ش  ون  د س  اخ  ت  ه ث  اب  ت ن  م  ادهای و م  ح  م  ول  ی، ن  م  ادهای ت  اب  ع  ی، ن  م  ادهای ش  ام  ل

م  ج  از گ  زاره ها س  اخ  ت  ن در ن  ی  ز وج  ودی و ع  م  وم  ی س  ورهای از اس  ت  ف  اده م  ن  ط  ق  ی، راب  ط های

م  ق  ادی  ر م  ج  م  وع  ه ب  ت  وی گ  زارها م  ج  م  وع  ه از ارزش ت  واب  ع ب  ر م  ب  ت  ن  ی BL م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی اس  ت.

در زب  ان  ی ن  م  ادهای ت  ع  ب  ی  ر و س  اخ  ت  ارها ب  ر م  ب  ت  ن  ی BL∀ م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ول  ی اس  ت درس  ت  ی

.[١. ٣ .۵ و ١. ١ .۵ ت  ع  ری  ف ،١٠] م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی ب  اش  د س  اخ  ت  ار

ت  ع  ب  ی  ر ب  اش  د، م  ح  م  ول  ی و ت  اب  ع  ی ث  اب  ت، ن  م  ادهای ش  ام  ل اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L اگ  ر

هر ت  ع  ب  ی  ر م  ی ش  ون  د. ت  ع  ب  ی  ر ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق م  ث  ل س  اخ  ت  ار ی  ک در ت  اب  ع  ی و ث  اب  ت ن  م  اد های

م  ت  ش  ك  ل M س  اخ  ت  ار .PM : Mn → [٠, ١] م  ث  ل اس  ت ت  اب  ع  ی ،P ت  ای  ی n م  ح  م  ول  ی ن  م  اد

(x١, · · · , xn) م  رت  ب nت  ای  ی اگ  ر زب  ان  ی. ن  م  ادهای ت  ع  اب  ی  ر هم  راه ب  ه M م  ج  م  وع  ه از اس  ت

م  ث  ل اس  ت ت  اب  ع  ی ،M س  اخ  ت  ار در φ(x̄) ف  رم  ول هر ت  ع  ب  ی  ر آن  گ  اه دهی  م، ن  م  ای  ش x̄ ب  ا را

φ(x̄) ف  رم  ول ش  دن س  اخ  ت  ه ن  وع ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت  ق  رای  ی ص  ورت ب  ه ك  ه φM : Mn → [٠, ١]

ی  ک M و ∗ م  ان  ده ⇒∗ پ  ی  وس  ت  ه، t-ن  رم ی  ک ∗ اگ  ر دق  ی  ق ت  ر ع  ب  ارت ب  ه م  ی آی  د. ب  دس  ت

آن  گ  اه: ب  اش  د، اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار

،⊥M = ٠ •

،P ت  ای  ی n م  ح  م  ول  ی ن  م  اد هر ب  رای •

،P (t١, ..., tn)
M(ā) = PM (

tM١ (ā), ..., tMn (ā)
)

،(φ&ψ)M(ā) = φM(ā) ∗ ψM(ā) •

،(φ→ ψ)M(ā) = φM(ā) ⇒∗ ψ
M(ā) •

،φM(ā) = inf
b∈M

{ψM(b, ā)} آن  گ  اه φ(x̄) = ∀y ψ(y, x̄) اگ  ر •

.φM(ā) = sup
b∈M

{ψM(b, ā)} آن  گ  اه φ(x̄) = ∃y ψ(y, x̄) اگ  ر •



٣٠ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی و ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی ٣

[٠, ١] درس  ت  ی م  ق  ادی  ر م  ج  م  وع  ه روی را ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی ب  خ  ش ای  ن اول ق  س  م  ت در

BL روی ک  ل  ی ت  ر ح  ال  ت در ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی [٠, ٢[١ روی ن  ی  ز و

ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ب  خ  ش، ای  ن دوم ق  س  م  ت در س  پ  س اس  ت. ش  ده م  ع  رف  ی [١۴] در -ج  ب  رها

م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ارهای روی را ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک از ب  رخ  واس  ت  ه

پ  ای  ه م  ن  ط  ق در م  ن  ط  ق  ی رواب  ط ب  ودن پ  ی  وس  ت  ه و ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی ٣. ١

وج  ود [٠, ٢[١ و [٠, ١] روی T∗ و T∗ ت  وپ  ول  وژی ِ دو ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ازای ب  ه

ای  ن ت  ح  ت BL اس  ت  ان  داردِ م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی در م  ن  ط  ق  ی رواب  ط هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ب  ط  وری  ک  ه دارن  د

و ش  دن  د م  ع  رف  ی [١٣] در ب  ار اول  ی  ن ت  وپ  ول  وژی ها ای  ن هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ای ت  واب  ع ت  وپ  ول  وژی ها

گ  رف  ت  ن  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد [١۴] در ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات ب  ا و ع  م  وم  ی ت  ر ش  ک  ل ب  ه س  پ  س

م  ج  م  وع  ه ،٠ ≤ r < ١ هر و x ∈ [٠, ١] هر و ∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای [١٣] .٣. ١ ت  ع  ری  ف

Br(x) = {y ∈ [٠, ١] : e∗(x, y) > r}

م  ج  م  وع  ه ی  ک را [٠, ١] از G زی  رم  ج  م  وع  ه م  ی ن  ام  ی  م. r ش  ع  اع و x م  رک  ز ب  ه ∗-ب  از گ  وی را

ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د م  وج  ود ٠ ≤ r < ١ ع  دد ،x ∈ G هر ب  رای هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م ∗-ب  از

.Br(x) ⊆ G

ت  ش  ک  ی  ل [٠, ١] روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک ∗-ب  از، م  ج  م  وع  ه های ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش T∗ ب  ا و م  ی ن  ام  ی  م [٠, ١] روی ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی را آن ک  ه م  ی دهن  د

[٠, ١] ∗-ب  ازِ زی  رم  ج  م  وع  ه های هم  ه گ  ردای  ه ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای [١٣] .٣. ٢ ق  ض  ی  ه

م  ی دهد. ت  ش  ک  ی  ل [٠, ١] روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک

گ  زاره ها ب  ی  ن م  ن  ط  ق  ی“ هم ارزیِ ”راب  ط  ه ،↔ م  ن  ط  ق  ی راب  ط ک  م  ک ب  ه ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق در

هم ارزی ک  لاس های ت  وس  ط م  ت  ف  اوت ارزش های ب  ا گ  زاره های س  پ  س و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف

ت  ع  ب  ی  ر واق  ع در T∗ ت  وپ  ول  وژی در م  ی ش  ون  د. م  ش  خ  ص م  ن  ط  ق  ی“ هم ارزی ”راب  ط  ه ت  ح  ت گ  زاره های



خ  ات  م  ی ا. م. س. ٣١

م  ق  ادی  ر م  ج  م  وع  ه روی گ  زاره ها ت  ع  اب  ی  ر ب  ی  ن م  ت  ر ی  ک ح  دودی ت  ا اس  ت، e∗ ت  اب  ع هم  ان ک  ه ↔

م  ی ک  ن  د. ت  ع  ری  ف درس  ت  ی

هم  ان ی  ا ل  وک  اس  ی  وی  چ ن  رم-t ب  ا پ  ای  ه م  ن  ط  ق [۶ .۴ م  ث  ال ی  اف  ت  ه ت  غ  ی  ی  ر ،١٣] .٣. ٣ م  ث  ال

،x, y ∈ [٠, ١] هر ب  رای دی  د م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ل  وک  اس  ی  وی  چ م  ن  ط  ق

دهی  م ق  رار اگ  ر ،٠ ≤ r < ١ هر و x ∈ [٠, ١] هر ب  رای ل  ذا و e∗(x, y) = ١ − |x − y|

آن  گ  اه ،s = ١ − r

Br(x) = [٠, ١] ∩ (x− s, x+ s)

در اس  ت ذک  ر ب  ه لازم اس  ت. [٠, ١] روی اق  ل  ی  دس  ی ت  وپ  ول  وژی هم  ان T∗ م  ی دهد ن  ش  ان ک  ه

اس  ت. [٠, ١] روی اق  ل  ی  دس  ی م  ت  ر هم  ان n∗(e∗(x, y)) = |x− y| ای  ن  ج  ا

اس  ت، گ  ودل t-ن  رم ب  ا پ  ای  ه م  ن  ط  ق هم  ان ک  ه گ  ودل م  ن  ط  ق های در [٧ .۴ م  ث  ال ،١٣] .۴ .٣ م  ث  ال

e∗(x, y) =

 min{x, y} x ̸= y

١ x = y

،٠ ≤ r < ١ هر و x ∈ [٠, ١] هر ب  رای ل  ذا و

.Br(x) = {y : e∗(x, y) > r} =

 (r, ١] x > r

{x} x ≤ r

(٠, ١] روی T∗ دی  د م  ی ت  وان .B(٠٫١)٠٫٢ = {٠٫١} و B٠٫٢(٠٫۵) = (٠٫٢, ١] ای  ن  ج  ا در م  ث  لا

گ  س  س  ت  ه ت  وپ  ول  وژی م  ع  ادل [٠, ١] روی T∗ ح  ال ع  ی  ن در اس  ت. گ  س  س  ت  ه ت  وپ  ول  وژی م  ع  ادل

ای  ن  ج  ا در n∗ ض  اب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ی  س  ت. T∗ در ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک {١} زی  را ن  ی  س  ت،

م  ی دهد. را گ  س  س  ت  ه م  ت  ر ف  ق  ط n∗(e∗(x, y))

در ول  ی م  ی ک  ن  د ت  وص  ی  ف را T∗ ت  وپ  ول  وژی ک  ه اس  ت م  ت  ری  ک  ی n∗(e∗(x, y)) اول م  ث  ال در

دق  ی  ق  اً را T∗ ت  وپ  ول  وژی ول  ی اس  ت م  ت  ری  ک ی  ک ای  ن  ک  ه ع  ی  ن در n∗(e∗(x, y)) دوم م  ث  ال

پ  ای  ه م  ن  ط  ق در م  ع  ک  وس م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ح  ال ع  ی  ن در ن  م  ی ک  ن  د. ت  وص  ی  ف

ح  الات ب  رخ  ی در را T∗ ت  وپ  ول  وژی م  ی ت  وان (& ت  ع  ب  ی  رِ ب  رای t-ن  رم ب  ج  ای s-ن  رم از (اس  ت  ف  اده

م  ی زن  ی  م ح  دس ک  ل  ی ح  ال  ت در .[١٢][۵ ب  خ  ش ،١۴] ک  رد ت  وص  ی  ف م  ت  ری  ک ی  ک ت  وس  ط خ  اص

ب  اش  د. م  ت  ری  ک پ  ذی  ر T∗ ت  وپ  ول  وژی



٣٢ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ت  ع  م  ی  م [٠, ٢[١ روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک ب  ه م  ی ت  وان را [٠, ١] روی ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی

م  ی ش  ود. ان  ج  ام e∗ ب  ج  ای e∗ ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ع  م  ی  م ای  ن داد.

ت  اب  ع و ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ک  ن  ی  د ف  رض [١٣] .۵ .٣ ت  ع  ری  ف

e∗(x̄, ȳ) = e∗(x١, y١) ∗ e∗(x٢, y٢) ض  اب  ط  ه ب  ا e∗ : [٠, ٢[١ × [٠, ٢[١ → [٠, ١]

هر و x̄ ∈ [٠, ١] هر ب  رای .ȳ = (y١, y٢) و x̄ = (x١, x٢) آن در ک  ه ب  اش  د ش  ده ت  ع  ری  ف

م  ج  م  وع  ه ،٠ ≤ r < ١

Br(x̄) = {ȳ ∈ [٠, ٢[١ : e∗(x̄, ȳ) > r}

م  ج  م  وع  ه ی  ک را [٠, ٢[١ از G زی  رم  ج  م  وع  ه م  ی ن  ام  ی  م. r ش  ع  اع و x̄ م  رک  ز ب  ه ∗-ب  از گ  وی را

ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د م  وج  ود ٠ ≤ r < ١ ع  دد ،x̄ ∈ G هر ب  رای هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م ∗-ب  از

م  ی دهی  م. ن  م  ای  ش T∗ ب  ا را [٠, ٢[١ ∗-ب  ازِ زی  رم  ج  م  وع  ه های هم  ه م  ج  م  وع  ه .Br(x̄) ⊆ G

ت  ش  ک  ی  ل [٠, ٢[١ روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک T∗ ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای [١٣] .۶ .٣ ق  ض  ی  ه

م  ی ن  ام  ی  م. [٠, ٢[١ روی ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی را آن ک  ه م  ی دهد

را [٠, ٢[١ و [٠, ١] روی T∗ و T∗ ت  وپ  ول  وژی های گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در م  زی  ت زی  ر ق  ض  ی  ه در

م  ی ک  ن  ی  د. م  ش  اهده

از پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی آن م  ان  ده هم و ∗ هم ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای [١٣] .٣. ٧ ق  ض  ی  ه

هس  ت  ن  د. ([٠, ١], T∗) ب  ت  وی ([٠, ٢[١,T∗)

ت  وپ  ول  وژیِ دو گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ص  ورت در ∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای ف  وق ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

م  ب  ت  ن  ی پ  ای  ه م  ن  ط  ق در → و & م  ن  ط  ق  ی راب  ط دو ت  ع  ب  ی  ر ،[٠, ٢[١ و [٠, ١] روی T∗ و T∗
ای  ن ک  م  ک ب  ه م  ن  ط  ق  ی رواب  ط س  ای  ر ک  ه آن  ج  ا از و ب  ود خ  واهن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم

ب  ود. خ  واهن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی م  ن  ط  ق  ی رواب  ط هم  ه ت  ع  ب  ی  ر م  ی ش  ون  د، س  اخ  ت  ه م  ن  ط  ق  ی راب  ط دو

اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ارهای در ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ٣. ٢

ش  ام  ل اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ك L =
{
{Pk}k∈K , {fj}j∈J , {ci}i∈I

}
ك  ن  ی  د ف  رض

ی  ک ∗ ک  ن  ی  د ف  رض هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ث  اب  ت ن  م  ادهای و ت  اب  ع  ی، ن  م  ادهای م  ح  م  ول  ی، ن  م  ادهای
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ب  اش  د دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ρ ک  ن  ی  د ف  رض ای  ن ب  ر ع  لاوه ب  اش  د. آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم

م  ی ك  ن  د. ص  دق زی  ر ص  ورت ب  ه ت  ش  اب  ه اص  ول در ک  ه

∀xρ(x, x) S١

∀x∀y
(
ρ(x, y) → ρ(y, x)

)
S٢

∀x∀y∀z
[(
ρ(x, y)&ρ(y, z)

)
→ ρ(x, z)

]
S٣

ق  ض  ی  ه در م  ی ن  ام  ن  د. ت  ش  اب  ه راب  ط  ه را س  اخ  ت  ار ی  ک در آن ت  ع  ب  ی  ر و ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول را ρ م  ح  م  ول

ش  ده م  ع  رف  ی هس  ت  ن  د، ρ ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول ی  ک دارای ک  ه س  اخ  ت  ارهای  ی روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی زی  ر،

اس  ت.

ب  اش  د ρ دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض [١٣] .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

ف  رض هم  چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  د. ص  دق ت  ش  اب  ه اص  ول در ک  ه ب  اش  د اول م  رت  ب  ه L-س  اخ  ت  ار ی  ک M و

ب  اش  د. آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ک  ن  ی  د

ص  ورت ب  ه را r ش  ع  اع ب  ه a ح  ول ρ-ب  از گ  وی ،٠ ≤ r < ١ هر و a ∈ M هر ب  رای •

ک  ن  ی  د ف  رض و ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف Bρ
r (a) = {b ∈M : ρM(a, b) > r}

.Tρ = {G ⊆M : Bρ
r (a) ⊆ G ک  ه دارد وج  ود ٠ ≤ r < ١ a ∈ G هر ب  رای }

ت  وپ  ول  وژی را آن ک  ه داد خ  واهد ت  ش  ک  ی  ل M روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک Tρ ص  ورت ای  ن در

را Tρ ع  ن  اص  ر و a ح  ول ρ-ب  از گ  وی را Bρ
r (a) م  ی ن  ام  ن  د. M روی ت  ش  اب  ه

م  ی ن  ام  ن  د. ρ-ب  از م  ج  م  وع  ه های

ب  ع  لاوه و ،ρn(x̄, ȳ) = ρ(x١, y١)&ρ(x٢, y٢)& · · ·&ρ(xn, yn) ک  ن  ی  د ف  رض •

Bρ
r (ā) = {b̄ ∈ M : ک  ن  ی  د ف  رض ٠ ≤ r < ١ هر و ā ∈ Mn هر ب  رای

هر ازای ب  ه هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م ρ-ب  از را Mn از G زی  رم  ج  م  وع  ه .ρMn (ā, b̄) > r}

م  ج  م  وع  ه ص  ورت ای  ن در .Bρ
r (ā) ⊆ G ک  ه ب  اش  د م  وج  ود ٠ ≤ r < ١ ع  دد ،ā ∈ G

آن ک  ه م  ی ک  ن  ن  د ت  ع  ری  ف Mn روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک Mn ρ-ب  ازِ زی  رم  ج  م  وع  ه های هم  ه

م  ی ش  ود. خ  وان  ده Mn روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژیِ و م  ی دهن  د ن  م  ای  ش Tn
ρ ب  ا را
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س  خ  ن ج  هان ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ل  وک  اس  ی  وی  چ t-ن  رم ب  ا پ  ای  ه م  ن  ط  ق .٣. ٩ م  ث  ال

دی  د م  ی  ت  وان ب  ه راح  ت  ی ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در M = [٠, ٢٠] م  ج  م  وع  ه را M س  اخ  ت  ار

هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. M روی ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک ρML (a, b) = ١ − |a/٢٠ − b/٢٠|

ρMG (a, b) =

 min{a/٢٠, b/٢٠} a ̸= b

١ a = b

ح  ول ρL-ب  از گ  وی هر TρL ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی در اس  ت. M روی دی  گ  ر ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک ن  ی  ز

ص  ورت ب  ه a = ١٠ ن  ق  ط  ه

BρL
r (١٠) = {b ∈ [٠, ٢٠] : ١ − |١٠/٢٠ − b/٢٠| > r}

= {b ∈ [٠, ٢٠] : |١٠ − b| < ١)٢٠ − r)}

= [٠, ٢٠] ∩ (١٠ − ١)٢٠ − r), ١٠ + ١)٢٠ − r))

ت  وپ  ول  وژی در ام  ا م  ی  ب  اش  د. ١٠ از ب  ی  ش  ت  ر و ١٠ از ک  م  ت  ر ن  ق  اط  ی ش  ام  ل هم  ی  ش  ه ل  ذا و اس  ت

ص  ورت ب  ه a = ١٠ ن  ق  ط  ه ح  ول ρG-ب  از گ  وی هر TρG ت  ش  اب  ه

BρG
r (١٠) = {b ∈ [٠, ٢٠] : ρMG (١٠, b) > r} =

 (٢٠r, ٢٠] r < ٠٫۵

{١٠} r ≥ ٠٫۵

.BρG
٠٫۶ (١٠) = {١٠} و BρG

٠٫٢ (١٠) = (۴, ٢٠] م  ث  لا م  ی دهد ن  ش  ان ک  ه اس  ت

BL ب  رای م  ع  ک  وس م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا م  ی ت  وان ن  ی  ز را ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی

ب  رخ  ی در م  ی ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ب  ج  ای پ  ی  وس  ت  ه s-ن  رم ی  ک ب  ا & ت  ع  ب  ی  ر ب  ر م  ب  ت  ن  ی ک  ه

م  ی ت  وان  ی  د ج  زئ  ی  ات م  ش  اهده ب  رای ک  رد. ت  وص  ی  ف ن  ی  ز م  ت  ر ش  ب  ه ی  ک ک  م  ک ب  ه خ  اص ح  الات

م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ب  ا ل  وک  اس  ی  وی  چ م  ن  ط  ق در ش  وی  م م  ت  ذک  ر اس  ت خ  وب ب  ب  ی  ن  ی  د. را [٢] ی  ا و [۴]

در ρ(x, y) ت  ع  ب  ی  ر ک  ه م  ی دهد را م  ت  ری هم  ان ¬ρ(x, y) ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه، t-ن  رم ب  ر م  ب  ت  ن  ی

و گ  ودل م  ن  ط  ق های در ام  ا پ  ی  وس  ت  ه، s-ن  رم ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ع  ن  ی ش  ن  اس  ی ب  ا ل  وک  اس  ی  وی  چ م  ن  ط  ق

ک  م  ک ب  ه ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ت  وص  ی  ف از ب  هت  ری درک داش  ت  ن ب  رای ن  ی  س  ت. ای  ن  ط  ور ح  اص  ل ض  رب  ی

ب  ب  ی  ن  ی  د. ن  ی  ز را [٣ .۶ .۵ م  ث  ال ،١٠] اس  ت خ  وب ،[٢] و [۴] ک  ن  ار در م  ت  ر، ش  ب  ه

در ت  س  اوی راب  ط  ه م  ش  اب  ه ن  ق  ش  ی ،BL∀ در ج  م  ل  ه از و ف  ازی م  ن  ط  ق های در ت  ش  اب  ه راب  ط  ه

س  خ  ن ج  هان ی  ک از b̄ و ā nت  ای  ی دو ب  رای وق  ت  ی ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق در دارد. ک  لاس  ی  ک م  ن  ط  ق
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fM ت  ح  تِ b̄ و ā ت  ص  وی  ر ،f م  ث  ل ت  ای  ی n ت  اب  ع  ی ن  م  اد هر ازای ب  ه آن  گ  اه ،ā = b̄ داری  م M

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ā ∈ PM ،P ت  ای  ی n م  ح  م  ول  ی ن  م  اد هر ب  رای ب  ع  لاوه و اس  ت، ی  ک  س  ان

.b̄ ∈ PM

درون  ی خ  واص م  ورد در ف  ق  ط ت  ش  اب  ه اص  ول ،BL∀ در ج  م  ل  ه از و ف  ازی م  ن  ط  ق های در

در ت  س  اوی راب  ط  ه ش  ب  ی  ه ك  اری ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ب  اش  د ق  رار اگ  ر ام  ا م  ی ک  ن  ن  د، ص  ح  ب  ت ت  ش  اب  ه راب  ط  ه

ب  ی  ان را ت  س  اوی ب  ی  رون  ی م  ص  داق های ك  ه دی  گ  ری اص  ول در ب  ای  د دهد، ان  ج  ام ك  لاس  ی  ك م  ن  ط  ق

ت  اب  ع  ی ن  م  اد هر و P م  ح  م  ول  ی ن  م  اد هر ب  ا م  رت  ب  ط ب  ی  رون  ی خ  واص ای  ن ب  اش  د. ص  ادق ن  ی  ز م  ی ك  ن  ن  د

از: ع  ب  ارت  ن  د و م  ی ن  ام  ی  م ت  ش  اب  ه» م  ص  داق  ی  ت «اص  ول را زم  ی  ن  ه اول م  رت  ب  ه زب  ان در f

،∀x̄, ∀ȳ
[
ρn(x̄, ȳ) →

(
P (x̄) ↔ P (ȳ)

)]
E١

.∀x̄,∀ȳ
[
ρn(x̄, ȳ) → ρ

(
f(x̄), f(ȳ)

)]
E٢

م  ص  داق  ی  ت اص  ول در م  ح  م  ول  ی و ت  اب  ع  ی ن  م  ادهای ت  ع  ب  ی  ر چ  ن  ان  چ  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

م  ش  اب  ه دق  ی  ق  اً ق  ض  ی  ه ای  ن اث  ب  ات ب  ود. خ  واهد پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی ت  ع  ب  ی  رش  ان ب  اش  ن  د، ص  ادق ت  ش  اب  ه

ن  ی  از آن ب  ه ب  ح  ث ادام  ه در چ  ون ول  ی م  ی ب  اش  د آم  ده، [١١ .۵ ق  ض  ی  ه ،١٣] در ک  ه آن از ن  گ  ارش  ی

م  ی آوری  م. را اث  ب  ات ن  ی  ز ای  ن  ج  ا در م  ج  دداً داری  م،

M ،ρ دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض [١٣] .٣. ١٠ ق  ض  ی  ه

آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ت  ش  اب  ه، اص  ول در ص  ادق اولِ م  رت  ب  ه L-س  اخ  ت  ار ی  ک

ب  رآورده را E١ ت  ش  اب  ه م  ص  داق  ی  ت اص  ل M س  اخ  ت  ار ،P ت  ای  ی n م  ح  م  ول  ی ن  م  اد ب  رای اگ  ر ب  اش  د.

PM : (Mn, Tn
ρ ) → ([٠, ١], T∗) م  ث  ل ت  اب  ع  ی ک  ه M س  اخ  ت  ار در P ت  ع  ب  ی  ر آن  گ  اه س  ازد،

س  اخ  ت  ار در E٢ اص  ل ،f ت  ای  ی n ت  اب  ع  ی ن  م  اد ب  رای اگ  ر هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ك اس  ت،

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ك ن  ی  ز fM : (Mn, Tn
ρ ) → (M,Tρ) ت  اب  ع آن  گ  اه ب  اش  د، ص  ادق M

ب  از زی  رم  ج  م  وع  ه هر ازای ب  ه اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه PM دهی  م ن  ش  ان ای  ن  ک  ه ب  رای اث  ب  ات.

هر ب  رای م  ی دهی  م ن  ش  ان ح  ک  م اث  ب  ات ب  رای .(PM)−١(G) ∈ Tn
ρ دهی  م ن  ش  ان ب  ای  د G ∈ T∗

.Bρ
r (ā) ⊆ (PM)−١(G) ک  ه دارد وج  ود ٠ ≤ r < ١ م  ث  ل ع  ددی ،ā ∈ (PM)−١(G)

م  ج  م  وع  ه های ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا اک  ن  ون .PM(ā) ∈ G ل  ذا ā ∈ (PM)−١(G) چ  ون

ازای ب  ه م  ی دهی  م ن  ش  ان .Br(P
M(ā)) ⊆ G ک  ه م  ی ش  ود پ  ی  دا ٠ ≤ r < ١ ع  دد ∗-ب  از،
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اک  ن  ون .ρMn (ā, b̄) > r آن  گ  اه b̄ ∈ Bρ
r (ā) اگ  ر .Bρ

r (ā) ⊆ (PM)−١(G) داری  م r هم  ی  ن

ل  ذا M |= E١ چ  ون

.inf ā,b̄∈Mn

(
ρMn (ā, b̄) ⇒∗ e∗

(
PM(ā), PM(b̄)

))
= ١

.PM(b̄) ∈ Br(P
M(ā)) ل  ذا .e∗

(
PM(ā), PM(b̄)

)
≥ ρMn (b̄, ā) > r ب  ن  اب  رای  ن

ل  ذا .b̄ ∈ (PM)−١(G) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه PM(b̄) ∈ G ب  ن  اب  رای  ن

.Bρ
r (ā) ⊆ (PM)−١(G)

زی  رم  ج  م  وع  ه هر ب  رای دهی  م ن  ش  ان ب  ای  د ،fM پ  ی  وس  ت  گ  ی اث  ب  ات ب  رای م  ش  اب  هاً

هر ب  رای م  ی دهی  م ن  ش  ان ح  ک  م اث  ب  ات ب  رای .(fM)−١(G) ∈ Tn
ρ ،G ∈ Tρ ب  از

.Bρ
r (ā) ⊆ (fM)−١(G) ک  ه دارد وج  ود ٠ ≤ r < ١ م  ث  ل ع  ددی ،ā ∈ (fM)−١(G)

ρ-ب  از م  ج  م  وع  ه های ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه fM(ā) ∈ G پ  س ā ∈ (fM)−١(G) چ  ون

م  ش  اب  ه م  ی ک  ن  د. ت  ض  م  ی  ن را Br(f
M(ā)) ⊆ G ک  ه خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ا ٠ ≤ r < ١ ع  دد وج  ود

اگ  ر واق  ع در .Bρ
r (ā) ⊆ (fM)−١(G) داری  م r هم  ی  ن ازای ب  ه ن  ی  ز ای  ن  ج  ا در اول ق  س  م  ت

ل  ذا M |= E٢ چ  ون اک  ن  ون .ρMn (ā, b̄) > r آن  گ  اه b̄ ∈ Bρ
r (ā)

.inf ā,b̄∈Mn

(
ρMn (ā, b̄) ⇒∗ ρ

M (
fM(ā), fM(b̄)

))
= ١

fM(b̄) ∈ پ  س .ρM
(
fM(ā), fM(b̄)

)
≥ ρMn (ā, b̄) > r ب  ن  اب  رای  ن

□ م  ی دهد. ن  ت  ی  ج  ه را ح  ک  م ک  ه fM(b̄) ∈ G ل  ذا .Bρ
r

(
fM(ā)

)

ج  دی  د ن  ت  ای  ج ۴

ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه ب  اش  د. ρ ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض

از ب  رخ  ی م  ط  ال  ع  ه از ب  ع  د ب  خ  ش ای  ن در ب  اش  د. ∗ م  ان  ده ⇒∗ و ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗

م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف را اول م  رت  ب  ه پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارِ م  ف  هوم ت  ش  اب  ه، و ∗-ب  از ت  وپ  ول  وژی های خ  واص

ت  وپ  ول  وژی های ت  ح  ت اول، م  رت  ب  ه پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار ی  ک در ف  رم  ول  ی هر ت  ع  ب  ی  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان و

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک ت  ش  اب  ه، و ∗-ب  از
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ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی از خ  اص  ی  ت چ  ن  د ١ .۴

ل  ذا و هس  ت ن  ی  ز ∗-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک ∗-ب  از، گ  وی هر م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

م  ی دهن  د. ت  ش  ک  ی  ل [٠, ١] روی T∗ ت  وپ  ول  وژی ب  رای پ  ای  ه ی  ک ∗-ب  از، گ  وی های م  ج  م  وع  ه

ن  ی  س  ت درس  ت دل  خ  واه -ج  ب  رِ BL هر روی T∗ ت  وپ  ول  وژی م  ورد در م  ش  اب  ه ح  ک  م ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

.[٣. ٧ م  ث  ال ،١۴] ن  ب  اش  د ∗-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک ب  از، ∗-گ  وی ی  ک اس  ت م  م  ک  ن و

∗-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک Br(x) ∗-ب  ازِ گ  وی هر ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ازای ب  ه .١ .۴ ق  ض  ی  ه

هس  ت. ن  ی  ز

و ب  اش  د ∗-ب  از گ  وی ی  ک Br(x) ک  ن  ی  د ف  رض ٠ ≤ r < ١ و x ∈ [٠, ١] ازای ب  ه اث  ب  ات.

ت  وج  ه ب  ا آن  گ  اه s = e∗(x, y) ⇒∗ r دهی  م ق  رار اگ  ر ،e∗(x, y) > r چ  ون .y ∈ Br(x)

هر ب  رای .Bs(y) ⊆ Br(x) م  ی دهی  م ن  ش  ان .٠ ≤ s < ١ داری  م ٢. ٢ ل  م ۵ ق  س  م  ت ب  ه

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .e∗(y, z) > e∗(x, y) ⇒∗ r ل  ذا و e∗(y, z) > s داری  م z ∈ Bs(y)

ج  اب  ج  ای  ی خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا هم  چ  ن  ی  ن و اس  ت آم  ده ٢. ٢ ل  م در ک  ه ⇒∗ و ∗ ال  ح  اق  ی خ  اص  ی  ت

e∗(x, z) > r م  ی دهد ن  ت  ی  ج  ه ٢. ٣ ل  م ٢ ق  س  م  ت اک  ن  ون .e∗(x, y) ∗ e∗(y, z) > r داری  م ،∗

□ م  ی ک  ن  د. ت  م  ام را ح  ک  م ک  ه z ∈ Br(x) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه

T∗ ت  وپ  ول  وژی ب  رای پ  ای  ه ی  ک ∗-ب  از گ  وی های م  ج  م  وع  ه م  ش  اب  هاً م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

م  ی دهن  د. ت  ش  ک  ی  ل [٠, ٢[١ روی

∗-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک [٠, ٢[١ در ∗-ب  از گ  وی هر ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای .٢ .۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت.

،ȳ ∈ Br(x̄) ع  ن  ص  ر هر و Br(x̄) ∗-ب  از گ  وی هر و ٠ ≤ r < ١ هر ب  رای اث  ب  ات.

اک  ن  ون .٠ ≤ s < ١ م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه e∗(x̄, ȳ) > r ای  ن  ک  ه از ،s = e∗(x̄, ȳ) ⇒∗ r اگ  ر

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .Bs(ȳ) ⊆ Br(x̄) گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان ١ .۴ ق  ض  ی  ه اس  ت  دلال م  ش  اب  ه ب  ه راح  ت  ی



٣٨ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده زی  ر واق  ع  ی  ت از ح  ک  م ب  ه رس  ی  دن ب  رای ای  ن  ج  ا در

e∗(x̄, z̄) = e∗(x١, z١) ∗ e∗(x٢, z٢)

≥ e∗(x١, y١) ∗ e∗(y١, z١) ∗ e∗(x٢, y٢) ∗ e∗(y٢, z٢)

= e∗(x̄, ȳ) ∗ e∗(ȳ, z̄).

□

ب  رای پ  ای  ه ی  ک ،[٠, ٢[١ ن  ق  اط ح  ول ∗-ب  از گ  وی های م  ج  م  وع  ه داد ن  ش  ان ٢ .۴ ق  ض  ی  ه

روی T∗ ت  وپ  ول  وژی م  ی دهی  م ن  ش  ان اک  ن  ون م  ی دهد. ت  ش  ک  ی  ل [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وپ  ول  وژی

اس  ت. [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وس  ط ش  ده ای  ج  اد ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی هم  ان واق  ع در [٠, ٢[١

هر ازای ب  ه و ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ی ع  ددی n و U پ  ای  ه ب  ا A م  ج  م  وع  ه روی ت  وپ  ول  وژی ی  ک τ اگ  ر

ت  وپ  ول  وژی آن  گ  اه ب  اش  د، jام م  ول  ف  ه روی ت  ص  وی  ر ت  اب  ع πj : An → A ت  اب  ع ،١ ≤ j ≤ n

ال  ق  ا ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی را S =
{
∪n
i=١π

−١
i (G) : G ∈ τ

}
زی  رپ  ای  ه ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د

ف  رض م  ت  ن  اهی ل  ذا (و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n چ  ون ب  ع  لاوه و م  ی ن  ام  ن  د An روی τ ت  وس  ط ش  ده

ب  رای پ  ای  ه ی  ک Uπ =
{
Πn

i=١Bi : Bi ∈ U
}

م  ج  م  وع  ه دی  د م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی اس  ت)، ش  ده

اس  ت. An روی τ ت  وس  ط ش  ده ال  ق  ا ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی

ت  وپ  ول  وژی هم  ان [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وپ  ول  وژی ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای .٣ .۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت. [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وس  ط ش  ده ای  ج  اد ح  اص  ل ض  رب  ی

ش  ده ای  ج  اد ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی پ  ای  ه از B = Br١(x١) × Br٢(x٢) ع  ض  وِ اث  ب  ات.

∗-ب  از گ  وی  هر چ  ون ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را (y١, y٢) ∈ B ع  ن  ص  ر و [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وس  ط

و Bs١(y١) ⊆ Br١(x١) ک  ه دارن  د وج  ود ٠ ≤ s١, s٢ < ١ ل  ذا اس  ت، ∗-ب  از م  ج  م  وع  ه  ی  ک

ب  رای زی  را .Bs(ȳ) ⊆ B داری  م ،s = max{s١, s٢} ب  رای اک  ن  ون .Bs٢(y٢) ⊆ Br٢(x٢)

داری  م ،e∗(ȳ, z̄) > s چ  ون z̄ ∈ Bs(ȳ) هر

e∗(y١, z١) = e∗(y١, z١) ∗ ١ ≥ e∗(y١, z١) ∗ e∗(y٢, z٢) = e∗(ȳ, z̄) > s

ل  ذا و z٢ ∈ Br٢(x٢) داری  م م  ش  اب  هاً .z١ ∈ Bs١(y١) ⊆ Br١(x١) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه

.z̄ ∈ Br١(x١)×Br٢(x٢) = B
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آن  گ  اه ȳ ∈ Br(x̄) و ب  اش  د T∗ ت  وپ  ول  وژی پ  ای  ه از ع  ض  وی Br(x̄) اگ  ر ب  رع  ک  س

داری  م i = ١, ٢ ازای ب  ه ل  ذا و e∗(x̄, ȳ) > r

e∗(xi, yi) = e∗(xi, yi) ∗ ١ ≥ e∗(x١, y١) ∗ e∗(x٢, y٢) = e∗(x̄, ȳ) > r

ت  وپ  ول  وژی پ  ای  ه از ع  ض  وی ک  ه ȳ = (y١, y٢) ∈ Br(x١)×Br(x٢) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه

اس  ت. [٠, ٢[١ روی T∗ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی

□

هس  ت  ن  د. هاس  دورف T∗ و T∗ ت  وپ  ول  وژی دو هر ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

روی T∗ ت  وپ  ول  وژی و [٠, ١] روی T∗ ت  وپ  ول  وژی ،∗ پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم هر ب  رای .۴ .۴ ق  ض  ی  ه

هس  ت  ن  د. هاس  دورف [٠, ٢[١

٢. ٣ ل  م (١) ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را x, y ∈ [٠, ١] م  ت  م  ای  ز ن  ق  ط  ه دو اث  ب  ات.

.e∗(x, y) < r ∗ r ک  ه دارد وج  ود ٠ ≤ r < ١ ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ل  ذا .e∗(x, y) < ١ م  ی دان  ی  م

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه e∗(x, y) ≥ r ∗ r داش  ت خ  واهی  م r < ١ هر ازای ب  ه ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در زی  را

.Br(x)∩Br(y) = ∅ م  ی ک  ن  ی  م ادع  ا م  ی ش  ود. e∗(x, y) = ١ ت  ن  اق  ض ب  ه م  ن  ج  ر ∗ پ  ی  وس  ت  گ  ی

ب  ا ص  ورت ای  ن در .z ∈ Br(x) ∩ Br(y) ک  ن  ی  د ف  رض خ  ل  ف ب  رهان ب  ه ادع  ا، اث  ب  ات ب  رای

داش  ت خ  واهی  م را زی  ر ت  ن  اق  ض ٢. ٣ ل  م (٢) ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه

.e∗(x, y) ≥ e∗(x, z) ∗ e∗(z, y) > r ∗ r > e∗(x, y)

اث  ب  ات اس  ت. هاس  درف ت  وپ  ول  وژی  ک ف  ض  ای ی  ک ([٠, ١], T∗) ب  ن  اب  رای  ن

□ اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل م  ش  اب  ه ص  ورت ب  ه T∗ ب  ودن هاس  دورف

ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی از خ  اص  ی  ت چ  ن  د ٢ .۴

ρ-ب  از گ  وی  هر ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی در ∗-ب  از، ت  وپ  ول  وژی هم  ان  ن  د م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه

اس  ت. ρ-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک



۴٠ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ی  ک M ،ρ دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۴ ق  ض  ی  ه

آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ت  ش  اب  ه، اص  ول در ص  ادق اولِ م  رت  ب  ه L-س  اخ  ت  ار

اس  ت. ρ-ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک ρ-ب  از گ  وی هر ،Tρ ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی در ب  اش  د.

آن  ج  ای  ی از b ∈ Bρ
r (a) هر ب  رای ب  اش  د. ρ-ب  از گ  وی ی  ک Bρ

r (a) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.٠ ≤ s < ١ داری  م ،s = ρM(a, b) ⇒∗ r دهی  م ق  رار اگ  ر ل  ذا ،ρM(a, b) > r ک  ه

آن  گ  اه c ∈ Bρ
s (b) اگ  ر م  ی دان  ی  م ادع  ا، اث  ب  ات ب  رای .Bρ

s (b) ⊆ Bρ
r (a) م  ی ک  ن  ی  م ادع  ا

خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .ρM(c, b) > ρM(a, b) ⇒∗ r ل  ذا و ρM(c, b) > s

اک  ن  ون .ρM(c, b) ∗ ρM(a, b) > r داری  م اس  ت، آم  ده ٢. ٢ ل  م در ک  ه ⇒∗ و ∗ ال  ح  اق  ی

ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه ρM(a, c) > r م  ی دهد ن  ت  ی  ج  ه ،S٣ ت  ش  اب  ه، اص  ول س  وم خ  اص  ی  ت

□ .Bρ
s (b) ⊆ Bρ

r (a) ب  ن  اب  رای  ن و c ∈ Bρ
r (a)

هاس  دورف ل  زوم  اً ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ∗-ب  از، ت  وپ  ول  وژی خ  لاف ب  ر ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال

ن  ی  س  ت.

را M س  اخ  ت  ار س  خ  ن ج  هان ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ل  وک  اس  ی  وی  چ t-ن  رم ب  ا پ  ای  ه م  ن  ط  ق .۶ .۴ م  ث  ال

ت  اب  ع ک  رد ب  ررس  ی م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در M = [٠, ٢٠] م  ج  م  وع  ه

ρM(a, b) = ١ −
∣∣∣∣(a− ١٠

١٠
)٢ − (

b− ١٠
١٠

)٢
∣∣∣∣

هر ل  ذا ،ρM(٩, ١١) = ١ چ  ون ط  رف  ی از م  ی ک  ن  د. ت  ع  ری  ف M س  اخ  ت  ار در ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ی  ک

ح  اص  ل ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ب  ن  اب  رای  ن و م  ی ب  اش  د ن  ی  ز ١١ ش  ام  ل ب  اش  د، ٩ ش  ام  ل ک  ه ρ-ب  از گ  وی

هاس  دورف ب  ن  اب  رای  ن و ک  ن  د ج  دا هم از را ١١ و ٩ ن  ی  س  ت ق  ادر ح  داق  ل ،ρ ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول از

ن  ی  س  ت.

ک  ن  ی  د ف  رض ،ρ ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول ازای ب  ه

.ρmin(x̄, ȳ) = min {ρ(x١, y١), ρ(x٢, y٢), · · · , ρ(xn, yn)}

م  ی دهد. ارائ  ه n-ت  ای  ی ها روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی از دی  گ  ری ت  وص  ی  ف زی  ر ق  ض  ی  ه

ی  ک M ،ρ دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .٧ .۴ ق  ض  ی  ه

آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ت  ش  اب  ه، اص  ول در ص  ادق اولِ م  رت  ب  ه L-س  اخ  ت  ار



خ  ات  م  ی ا. م. س. ۴١

ب  رای ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n و M روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژیِ Tρ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه ب  اش  د.

ک  ن  ی  د ف  رض ٠ ≤ r < ١ هر و ā ∈Mn هر

Bρmin
r (ā) =

{
b̄ : ρMmin(ā, b̄) > r

}
دی  گ  ری پ  ای  ه Umin = {Bρmin

r (ā) : ā ∈Mn, ٠ ≤ r < ١} م  ج  م  وع  ه ص  ورت ای  ن در

اس  ت. Mn روی Tn
ρ ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ب  رای

ب  اش  د. Mn در ρ-ب  از گ  وی های هم  ه م  ج  م  وع  ه Un
ρ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

اس  ت. Tn
ρ ب  رای پ  ای  ه ی  ک Un

ρ ب  وض  وح Tn
ρ ت  وپ  ول  وژی ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

b̄ ∈ Bρ
r (ā) هر ب  رای ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را Un

ρ از Bρ
r (ā) دل  خ  واه ع  ض  و اب  ت  دا

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ذا .ρM(a١, b١) ∗ ρM(a٢, b٢) ∗ · · · ∗ ρM(an, bn) > r داری  م

م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه x = x ∗ ١ ≥ x ∗ y داری  م x, y ∈ [٠, ١] هر ب  رای ای  ن  ک  ه

داری  م ب  ن  اب  رای  ن .ρMmin(ā, b̄) ≥ ρM(a١, b١) ∗ ρM(a٢, b٢) ∗ · · · ∗ ρM(an, bn) > r

Mn روی Umin پ  ای  ه ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ت  وپ  ول  وژی م  ی دهد ن  ش  ان ک  ه b̄ ∈ Bρmin
r (ā)

ع  ض  و هر ازای ب  ه دی  گ  ر ط  رف از اس  ت. Mn روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی از ظ  ری  ف ت  ر

،١ ≤ i ≤ n هر ب  رای آن  گ  اه ،b̄ ∈ Bρmin
r (ā) اگ  ر Bρmin

r (ā) م  ث  ل Umin دل  خ  واه

م  ی گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ∗ ب  ودن ص  ع  ودی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ρM(ai, bi) ≥ ρMmin(ā, b̄) ≥ r

.ρM(a١, b١) ∗ ρM(a٢, b٢) ∗ · · · ∗ ρM(an, bn) ≥ r ∗ r ∗ · · · ∗ r︸ ︷︷ ︸
ب  ار n

□ م  ی ک  ن  د. ت  م  ام را ح  ک  م ک  ه Bρmin
r (ā) ⊆ Bρ

r∗r∗···∗r(ā) پ  س .b̄ ∈ Bρ
r∗r∗···∗r(ā) ل  ذا

ب  اش  د، M روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی Tρ و اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار ی  ک M اگ  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان اک  ن  ون

Mn روی Tρ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی ب  ا Mn روی Tn
ρ ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی آن  گ  اه

در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای در ت  رم ها ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  گ  ی اث  ب  ات در واق  ع  ی  ت ای  ن از م  ا اس  ت. ب  راب  ر

ک  رد. خ  واهی  م اس  ت  ف  اده ب  ع  د ب  خ  ش

ی  ک M ،ρ دوت  ای  ی م  ح  م  ول ی  ک ش  ام  ل و اول م  رت  ب  ه زب  ان ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .٨ .۴ ق  ض  ی  ه

آن م  ان  ده ⇒∗ و پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ی  ک ∗ ت  ش  اب  ه، اص  ول در ص  ادق اولِ م  رت  ب  ه L-س  اخ  ت  ار

در ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n و M روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژیِ Tρ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه ب  اش  د.

Mn روی Tρ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی و Mn روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ص  ورت ای  ن

هس  ت  ن  د. ی  ک  س  ان



۴٢ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ب  ع  لاوه ب  اش  د. Mn روی Tρ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی پ  ای  ه Uπ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

Uπ از دل  خ  واهی ع  ض  و ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ن  ی  ز ب  ردی  م ک  ار ب  ه را ٧ .۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات در ک  ه ن  م  ادهای  ی

۵ .۴ ق  ض  ی  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را b̄ ∈ B ع  ن  ص  ر و B = Bρ
r١(a١)× · · · ×Bρ

rn(an) م  ان  ن  د

.Bρ
si(bi) ⊆ Bρ

ri(ai) ک  ه دارد وج  ود ٠ ≤ si < ١ ،١ ≤ i ≤ n هر ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  د ای  ج  اب

دی  د م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی آن  گ  اه ،s = max{s١, · · · , sn} دهی  م ق  رار اگ  ر ص  ورت ای  ن در

ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در و ρmin(c̄, b̄) > s داری  م c̄ ∈ Bρmin
s (b̄) هر ب  رای زی  را .Bρmin

s (b̄) ⊆ B

م  ی دهد ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ci ∈ Bρ
si(bi) ⊆ Bρ

ri(ai) ل  ذا و ρ(ci, bi) > s ≥ si ،١ ≤ i ≤ n هر

.c̄ ∈ B

ق  ض  ی  ه در ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ب  رای ش  ده م  ع  رف  ی پ  ای  ه ع  ض  وِ هر ط  رف  ی از

واق  ع در اس  ت. ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی پ  ای  ه از ع  ض  وی ،Bρmin
r (ā) م  ث  ل ٧ .۴

زی  را .Bρmin
r (ā) = Bρ

r (a١)× · · · ×Bρ
r (an)

∀i ∈ {١, · · · , n}, ρ(bi, ai) > r اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر b̄ ∈ Bρmin
r (ā)

∀i ∈ {١, · · · , n}, bi ∈ Bρ
r (ai) اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر

.b̄ ∈ Bρ
r (a١)× · · · ×Bρ

r (an) اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر

□

اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار های ٣ .۴

ت  ع  ب  ی  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان پ  ای  ه، م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار م  ف  هوم ب  ی  ان از ب  ع  د زی  رب  خ  ش ای  ن در

م  ی ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی ت  ش  اب  ه، و ∗-ب  از ت  وپ  ول  وژی های ت  ح  ت پ  ای  ه، م  ن  ط  ق در ف  رم  ول  هر

هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ار ی  ک را M اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار BL∀ در .٩ .۴ ت  ع  ری  ف

هم  ه و E١ ت  ش  اب  ه م  ص  داق  ی  ت اص  ل در م  ح  م  ول  ی ن  م  ادهای هم  ه ،ρ ت  ش  اب  ه م  ح  م  ولِ ازای ب  ه

ک  ن  ن  د. ص  دق E٢ ت  ش  اب  ه م  ص  داق  ی  ت اص  ل در ت  اب  ع  ی ن  م  ادهای

آن  گ  اه ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار ی  ک M اگ  ر م  ی دان  ی  م ٣. ١٠ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
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و [٠, ١] روی ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ت  اب  ع  ی، و م  ح  م  ول  ی ن  م  ادهای هم  ه ت  ع  ب  ی  ر

م  ی دهن  د ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه های ب  ود. خ  واهن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی س  اخ  ت  ارها، روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی 

هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی پ  ی  وس  ت  ه، س  اخ  ت  ارهای در ن  ی  ز گ  زاره ها و ف  رم  ول ها ت  رم ها، هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ک  ه

ب  اش  د اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار ی  ک M ک  ن  ی  د ف  رض ب  خ  ش، اب  ت  دای م  ف  روض  ات ب  ا .١٠ .۴ ق  ض  ی  ه

M در ت  رم ها هم  ه ت  ع  ب  ی  ر ص  ورت ای  ن در .M |= E٢ ،f ت  اب  ع  ی ن  م  ادهای هم  ه ازای ب  ه ک  ه

ب  ود. خ  واهن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی

ک  ه ت  رم ها س  اده ت  ری  ن ت  ع  ب  ی  ر هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  رم  ها ت  ع  اب  ی  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان اس  ت  ق  راء ب  ا اث  ب  ات.

n ت  رم  های  ی {ti}mi=١ ک  ن  ی  د ف  رض اک  ن  ون هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ب  وض  وح هس  ت  ن  د ث  واب  ت و م  ت  غ  ی  ی  رها

ب  اش  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  ع  اب  ی  ر ب  ا ت  ای  ی

ت  ع  ب  ی  ر ،x̄ nت  ای  ی و f ت  ای  ی m ت  اب  ع  ی ن  م  اد هر ازای ب  ه ک  ن  ی  م ث  اب  ت

اس  ت. (M,Tρ) ب  ت  وی (Mn, Tn
ρ ) از پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک f (t١(x̄), t٢(x̄), · · · , tm(x̄))

ت  وپ  ول  وژی ب  ا Mm روی Tm
ρ ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی چ  ون ،٨ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ت  اب  ع داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ب  ه راح  ت  ی ل  ذا اس  ت، ب  راب  ر Mm روی Tρ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی

ض  اب  ط  ه ب  ا tM : (Mn, Tn
ρ ) → (Mm, Tm

ρ )

tM(ā) =
(
tM١ (ā), · · · , tMm (ā)

)
ب  ا ک  ه آن  ج  ای  ی از اک  ن  ون ب  ب  ی  ن  ی  د). را [١٩ ب  خ  ش ٢ ف  ص  ل ،١۵] (م  ث  لا اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک

اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک ن  ی  ز fM : (Mm, Tm
ρ ) → (M,Tρ) ت  اب  ع ،٣. ١٠ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه

پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک م  ی ب  اش  د، f (t١(x̄), t٢(x̄), · · · , tm(x̄)) ت  ع  ب  ی  ر هم  ان ک  ه fM ◦ tM ل  ذا

□ اس  ت. (M,Tρ) ب  ت  وی (Mn, Tn
ρ ) از

اس  ت، م  ق  ال  ه ن  های  ی هدف واق  ع در ک  ه م  ق  ال  ه ن  ت  ی  ج  ه اص  ل  ی ت  ری  ن اث  ب  ات و ب  ی  ان ب  ه م  ی ت  وان اک  ن  ون

پ  رداخ  ت.

ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه س  اخ  ت  ار ی  ک M اگ  ر ب  خ  ش، اب  ت  دای م  ف  روض  ات ب  ا .١١ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  ود. خ  واهن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی M در ف  رم  ول ها هم  ه ت  ع  ب  ی  ر آن  گ  اه

پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی ف  رم  ول ها ت  ع  اب  ی  ر م  ی دهی  م ن  ش  ان ف  رم  ول ها پ  ی  چ  ی  دگ  ی روی اس  ت  ق  راء ب  ا اث  ب  ات.

هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ای ت  واب  ع ت  رم ها ت  ع  اب  ی  ر ق  ب  ل، ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت ذک  ر ب  ه لازم هس  ت  ن  د.



۴۴ (BL∀) اول م  رت  ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق در پ  ی  وس  ت  ه س  اخ  ت  ارهای

ک  ن  ی  د ف  رض x̄ nت  ای  ی و P ت  ای  ی m م  ح  م  ول  ی ن  م  اد ازای ب  ه .١

φ(x̄) = P
(
t١(x̄), ..., tm(x̄)

)
هس  ت  ن  د. (M,Tρ) ب  ت  وی (Mn, Tn

ρ ) از پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی {ti} ت  رم  های ت  ع  ب  ی  ر ک  ه

ن  ی  ز و t(x̄) = (t١(x̄), · · · , tm(x̄)) ت  ع  ب  ی  رِ پ  ی  وس  ت  گ  ی ،١٠ .۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات م  ش  اب  ه

ت  اب  ع ی  ک اس  ت، φ(x̄) ت  ع  ب  ی  ر ک  ه PM ◦ tM ک  ه م  ی ک  ن  ن  د ای  ج  اب ،P ت  ع  ب  ی  ر پ  ی  وس  ت  گ  ی

ب  اش  د. ([٠, ١], T∗) ب  ت  وی (Mn, Tn
ρ ) از پ  ی  وس  ت  ه

چ  ون هس  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی χM و ψM ك  ه φ(x̄) = ψ(x̄) → χ(x̄) ك  ن  ی  د ف  رض .٢

[٠, ٢[١ روی T∗ از ح  اص  ل ح  اص  ل ض  رب  ی ت  وپ  ول  وژی ب  ا [٠, ٢[١ روی T∗ ت  وپ  ول  وژی

(Mn, Tn
ρ ) از پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک θM(ā) =

(
φM(ā), ψM(ā)

)
ل  ذا اس  ت، ب  راب  ر

از ⇒∗ ت  اب  ع ،٣. ٧ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا چ  ون اک  ن  ون اس  ت. ([٠, ٢[١,T∗) ب  ت  وی

ک  ه φM ت  اب  ع ل  ذا اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک ن  ی  ز ([٠, ١], T∗) ب  ت  وی ([٠, ٢[١,T∗)

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک ن  ی  ز م  ی ب  اش  د، ⇒∗ ◦θM هم  ان

اس  ت. ٢ م  ش  اب  ه φ(x̄) = ψ(x̄)&χ(x̄) .٣

ن  ش  ان ای  ن  ک  ه ب  رای اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک ψM ک  ه φ(x̄) = ∃zψ(z, x̄) ک  ن  ی  د ف  رض .۴

دهی  م ن  ش  ان ب  ای  د اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک φM : (Mn, Tn
ρ ) → ([٠, ١], T∗) دهی  م

(Mn, Tn
ρ ) از ب  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه (φM)−١ (Bs(x)) ،Bs(x) ∗-ب  ازِ گ  وی هر ب  رای

ی  ک ā ∈ (φM)−١ (Bs(x)) ن  ق  ط  ه هر م  ی  دهی  م ن  ش  ان م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای اس  ت.

ک  ه φM(ā) ∈ Bs(x) ل  ذا ā ∈ (φM)−١ (Bs(x)) چ  ون اس  ت. آن درون  ی ن  ق  ط  ه

ی  ک Bs(x) چ  ون اک  ن  ون .supc∈M ψM(c, ā) ∈ Bs(x) ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه

ت  اب  ع ط  رف  ی از .ψM(c, ā) ∈ Bs(x) ک  ه دارد وج  ود c ∈ M اس  ت، ب  از ∗ م  ج  م  وع  ه

و اس  ت Mn+١ ب  ازِ زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک (ψM)−١ (Bs(x)) ل  ذا و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ψM

ن  ش  ان .Bρ
r ((c, ā)) ⊆ (ψM)−١ (Bs(x)) ک  ه اس  ت م  وج  ود ٠ ≤ r < ١ ب  ن  اب  رای  ن

ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات، ب  رای .Bρ
r (ā) ⊆ (φM)−١ (Bs(x)) ،r هم  ی  ن ازای ب  ه م  ی  دهی  م

، S١ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ذا و اس  ت ت  ش  اب  ه م  ح  م  ول ی  ک ρ م  ی  دان  ی  م .b̄ ∈ Bρ
r (ā)

ب  ن  اب  رای  ن و ρM(c, c) = ١
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ρMn+١

((
c, ā

)
,
(
c, b̄

))
= ρM(c, c) ∗ ρMn (ā, b̄) = ρMn (ā, b̄) > r.

ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ک  ه (c, b̄) ∈ Bρ
r ((c, ā)) ⊆ (ψM)−١ (Bs(x)) پ  س

ب  ا چ  ون اک  ن  ون .supc∈M e∗
(
ψM(c, b̄), x

)
> s ل  ذا و e∗

(
ψM(c, b̄), x

)
> s

ل  ذا اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه e∗ : ([٠, ٢[١,T∗) → ([٠, ١], T∗) ت  اب  ع ،٣. ٧ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه

اث  ب  ات ب  ه م  ن  ج  ر ک  ه e∗
(
φM(b̄), x

)
> s پ  س e∗

(
supc∈M ψM(c, b̄), x

)
> s

م  ی گ  ردد. ح  ک  م

اس  ت. ۴ م  ش  اب  ه φ(x̄) = ∀zψ(z, x̄) .۵

□

پ  ای  ان  ی س  خ  ن

م  ن  ط  ق از ن  ت  ای  ج ت  وس  ع  ه م  ش  ک  لات از ی  ک  ی پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی م  ن  ط  ق های در

اس  ت. ف  رم  ول ها ت  ع  اب  ی  ر و م  ن  ط  ق  ی راب  ط  های پ  ی  وس  ت  گ  ی ع  دم ف  ازی، م  ن  ط  ق ب  ه ک  لاس  ی  ک

و [٠, ١] روی ب  از ∗-گ  وی ت  وپ  ول  وژی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در دی  دی  د، ح  اض  ر م  ق  ال  ه در ک  ه هم  ان  ط  ور

ب  رای پ  ی  وس  ت  ه ت  ع  اب  ی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در س  پ  س و س  اخ  ت  ارها روی ت  ش  اب  ه ت  وپ  ول  وژی ن  ی  ز و [٠, ٢[١

ب  ا م  ق  ال  ه ن  وی  س  ن  ده م  ی گ  ردد. ن  ق  ی  ص  ه ای  ن ش  دن م  رت  ف  ع م  وج  ب م  ح  م  ول  ی، و ت  اب  ع  ی ن  م  ادهای

م  رت  ب  ه ف  ازی م  ن  ط  ق های ب  رای ک  ل  ی ح  ال  ت در را ف  ش  ردگ  ی ق  ض  ی  ه م  وض  وع، هم  ی  ن از اس  ت  ف  اده

ن  ی  ز و ح  اض  ر م  ق  ال  ه م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا .[١٣] اس  ت ک  رده ث  اب  ت پ  ی  وس  ت  ه t-ن  رم ب  ر م  ب  ت  ن  ی اول

از ش  لا-ک  ی  س  ل  ر آی  زوم  وف  ی  س  م ق  ض  ی  ه و ت  ای  پ ح  ذف ق  ض  ی  ه ب  ررس  ی ،[۵] و [١٣] م  ق  الات

ب  اش  ن  د. ب  ررس  ی ق  اب  ل ک  ل  ی ش  ک  ل ب  ه پ  ای  ه م  ن  ط  ق م  دل ن  ظ  ری  ه در اک  ن  ون ش  ای  د ک  ه هس  ت  ن  د م  واردی

ق  دردان  ی و ت  ش  ک  ر

ف  راهم را م  ق  ال  ه ب  هب  ود م  وج  ب  ات خ  ود ارزش  م  ن  د ن  ظ  رات ب  ا ک  ه م  ح  ت  رم داوران ق  ط  ع  اً پ  ای  ان، در

هس  ت  ن  د. ت  ش  ک  ر و ت  ق  دی  ر ش  ای  س  ت  ه آوردن  د،
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