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۵٠ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

ری  اض  ی ع  ل  وم در پ  ی  ش  رف  ت  ه س  ط  ح در چ  ه و م  ق  دم  ات  ی س  ط  ح در چ  ه م  درج س  ازی دارن  د. اس  اس  ی

م  درج س  اخ  ت  ارهای ب  ا م  دول ها و ح  ل  ق  ه ها اخ  ی  ر س  ال های در .[١٧] دارد ف  راوان ک  ارب  ردهای

ب  ه ن  وی  س  ن  دگ  ان ب  رخ  ی ت  وس  ط م  ف  هوم ای  ن و اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد گ  س  ت  رده ب  ه ط  ور

اب  رم  دول های و م  درج اب  رح  ل  ق  ه های هم  چ  ون م  ف  اهی  م  ی و ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای

.[٩ ،٨ ،٧ ،۶] اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد م  درج

ری  اض  ی ک  ن  گ  ره هش  ت  م  ی  ن در ف  ران  س  وی ری  اض  ی  دان ١ م  ارت  ی ،١٩٣۴ س  ال در ط  رف  ی از

م  ف  هوم از ت  ع  م  ی  م  ی ب  ه ع  ن  وان را اب  رگ  روه ی  ک م  ف  هوم ب  ار ن  خ  س  ت  ی  ن ب  رای اس  ک  ان  دی  ن  اوی ک  ش  ور های

از م  خ  ت  ل  ف  ی ب  خ  ش های در را آن و ک  رد ت  ش  ری  ح را آن خ  واص از ب  رخ  ی و ک  رد م  ع  رف  ی گ  روه ی  ک

س  اخ  ت  ار در .[١۶] ب  رد ب  ک  ار ن  اج  اب  ج  ای  ی گ  روه هاي و گ  وی  ا ت  واب  ع ج  ب  ري، ت  واب  ع هم  چ  ون ج  ب  ر

ت  رک  ی  ب ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ار در ک  ه ح  ال  ی در اس  ت، ع  ن  ص  ر ی  ک ع  ن  ص  ر دو ت  رک  ی  ب ک  لاس  ی  ک ج  ب  ری

ح  ل  ق  ه و گ  روه ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای از ت  ع  م  ی  م  ی اب  رح  ل  ق  ه و اب  رگ  روه اس  ت. م  ج  م  وع  ه ی  ک ع  ن  ص  ر دو

از دارن  د ک  ارب  ردی و م  ح  ض ع  ل  وم م  خ  ت  ل  ف زم  ی  ن  ه های در ف  راوان  ی ک  ارب  ردهای ک  ه م  ی ب  اش  ن  د

اب  رم  ش  ب  ک  ه، و م  ش  ب  ک  ه اب  رگ  راف ها، و گ  راف ن  ااق  ل  ی  دس  ی، و اق  ل  ی  دس  ی هن  دس  ه ی ب  ه م  ی ت  وان ج  م  ل  ه

ب  ه ک  ن  ی  د (ن  گ  اه ن  م  ود اش  اره غ  ی  ره و ک  ام  پ  ی  وت  ری ش  ب  ک  ه های ک  دگ  ذاری، ن  ظ  ری  ه ی رم  زن  گ  اری،

وج  ود اب  رح  ل  ق  ه ها از م  خ  ت  ل  ف  ی ان  واع اب  رس  اخ  ت  ار ن  ظ  ری  ه در ک  لاس  ی  ک، ج  ب  ر ب  رخ  لاف .([۴ ،٣]

ت  وس  ط اب  رح  ل  ق  ه م  ف  هوم گ  رف  ت  ه ان  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ن  وی  س  ن  دگ  ان از ب  س  ی  اری ت  وس  ط ک  ه دارد

ض  رب ک  ه ح  ال  ی در اس  ت اب  رع  م  ل ی  ک ج  م  ع آن در ک  ه ش  د، م  ع  رف  ی ١٩٨٣ س  ال در ٢ ک  راس  ن  ر

ک  ه ش  د، م  ع  رف  ی ١٩٨٢ س  ال در ٣ روت  ا ت  وس  ط اب  رح  ل  ق  ه ها از م  هم دس  ت  ه ی  ک اس  ت. ع  م  ل ی  ک

ض  رب  ی ح  ل  ق  ه های آن ب  ه ک  ه اس  ت ع  م  ل ی  ک ج  م  ع ک  ه ح  ال  ی در اس  ت اب  رع  م  ل ی  ک ض  رب آن در

.[١٩] گ  وی  ن  د م  ی

دان  ش  گ  اه ت  ب  ار ای  ران  ی اس  ت  اد ع  س  ک  رزاده ت  وس  ط ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ن  ظ  ری  ه دی  گ  ر س  وی از

ت  ا داش  ت آن ب  ر را ری  اض  ی  دان  ان ب  رخ  ی ن  ظ  ری  ه ای  ن .[٢٢] ش  د ارای  ه ١٩۶۵ س  ال در ب  رک  ل  ی

دهن  د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد م  هن  دس  ی و ری  اض  ی  ات ع  ل  وم ب  خ  ش های س  ای  ر ب  ا را ن  ظ  ری  ه ای  ن راب  ط  ه

را راه ۵ ل  ی  و ج  اب  ج  ای  ی ج  ب  ر در .[١٨] ب  رد ک  ار ب  ه گ  روه ها ن  ظ  ری  ه در را م  ف  هوم ای  ن ۴ روزن  ف  ل  د
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پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۵١

ف  ازی زی  رح  ل  ق  ه ف  ازی، ن  رم  ال زی  رگ  روه م  ف  اهی  م م  ع  رف  ی ب  ا ف  ازی ج  ب  ری س  اخ  ت  ارهای ت  وس  ع  ه ب  رای

م  ع  رف  ی را ح  ل  ق  ه ی  ک ف  ازی ای  ده آل م  ف  هوم ل  ی  و ک  رد. ب  از ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ح  اص  ل ض  رب و

ف  ازی ای  ده آل های و ف  ازی ح  ل  ق  ه های م  س  ت  ق  ی  م ج  م  ع ٧ م  وردس  ون و ۶ م  ال  ی  ک .[١٣ ،١٢] ک  رد

م  درج ف  ازی ح  ل  ق  ه های م  ف  هوم اس  لام  ی .[١۵ ،١۴] دادن  د ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد و ت  ع  ری  ف را

س  پ  س و ک  رد م  ع  رف  ی ف  ازی زی  رگ  روه م  س  ت  ق  ی  م ج  م  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا را ط  ب  ی  ع  ی اع  داد روی

ارت  ب  اط اخ  ی  ر س  ال های در .[۵] ک  رد ارائ  ه ج  م  ل  ه ای چ  ن  د ح  ل  ق  ه های ش  دن ف  ازی ب  رای راهی

ب  ه ن  ام ج  دی  دی م  ف  هوم ت  ا اس  ت ش  ده ای  ج  اد ف  ازی ن  ظ  ری  ه و ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه ب  ی  ن

واق  ع، در .([٢٠ ،۵] ب  ه ش  ود رج  وع ن  م  ون  ه ع  ن  وان (ب  ه گ  ردد ارائ  ه ف  ازی اب  رس  اخ  ت  ارهای ن  ظ  ری  ه

ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای و ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ب  ی  ن ارت  ب  اط دهن  ده ن  ش  ان ف  ازی اب  رس  اخ  ت  ارهای

اس  ت.

ع  ن  ص  ر ب  ا ج  اب  ج  ای  ی ح  ل  ق  ه ی  ک از ٢-ج  اذب ای  ده آل های م  ف  هوم ٨ ب  داوی ،٢٠٠٧ س  ال در

در اس  اس  ی خ  اص  ی  ت های ب  رخ  ی و ک  رد ارائ  ه را ب  ود اول ای  ده آل های ت  ع  م  ی  م واق  ع در ک  ه هم  ان  ی

از ٢-ج  اذب ای  ده آل های م  ف  هوم ٢٠١٧ س  ال در ان  ب  ارل  وئ  ی .[٢] ن  م  ود اث  ب  ات را خ  ص  وص ای  ن

.[١] داد گ  س  ت  رش ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک از ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل های ب  ه را ج  اب  ج  ای  ی ح  ل  ق  ه ی  ک

اص  ل  ی هدف دارن  د. ف  ازی اب  رح  ل  ق  ه های ن  ظ  ری  ه در م  هم  ی ب  س  ی  ار ن  ق  ش ف  ازی اول اب  رای  ده آل های

اب  رح  ل  ق  ه ي  ک در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های ب  ه م  ف  هوم ای  ن گ  س  ت  رش م  ق  ال  ه اي  ن در

ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  راي  ده آل م  درج، ف  ازی ٢-ج  اذب اب  راي  ده آل م  ان  ن  د ج  اب  ج  اي  ی ض  رب  ی

ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  راي  ده آل و م  درج ف  ازی ض  ع  ي  ف ک  ام  لا ٢-ج  اذب اب  راي  ده آل م  درج،

ب  ي  ان را س  اخ  ت  ارها ن  وع اي  ن از ج  دي  د ن  ت  اي  ج و اس  اس  ی خ  اص  ي  ت های ب  رخ  ی ب  ود. خ  واهد م  درج

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های و م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های ب  ي  ن راب  ط  ه هم  چ  ن  ي  ن م  ی ک  ن  ي  م. اث  ب  ات و

م  ج  م  وع  ه آن، ت  ح  ت ک  ه ش  راي  ط  ی و ک  رده اراي  ه ب  رش  ی م  ج  م  وع  ه های از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  درج

اب  رح  ل  ق  ه ي  ک ف  ازی، اب  راي  ده آل ي  ک روی م  درج ج  اب  ج  اي  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ي  ک ق  س  م  ت  ی خ  ارج

م  ی ک  ن  ي  م. ب  ي  ان را م  ی ش  ود م  درج ض  رب  ی
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۵٢ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

پ  ی  ش ن  ی  ازها ٢

ب  ی  ان را م  ی گ  ی  رد ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد م  ق  ال  ه ای  ن در ک  ه را ق  ض  ای  ای  ی و ت  ع  اری  ف ب  خ  ش، ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م.

ت  م  ام خ  ان  واده ℘∗(H) و ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض [۴] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

H روی اب  رع  م  ل ی  ک ◦ : H ×H −→ ℘∗(H) ت  اب  ع هر ب  اش  د. H ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه های

م  ی ن  ام  ی  م. اب  رس  اخ  ت  ار ی  ک را (H, ◦) زوج و

زی  ر ب  ه ص  ورت را ◦ اب  رع  م  ل ،x ∈ H و H از B و A ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ی دو هر ب  رای

م  ی دهی  م: گ  س  ت  رش H زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه

.A ◦B =
∪

a∈A, b∈B a ◦ b, x ◦B = {x} ◦B, A ◦ x = A ◦ {x}

م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در {x} = x ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ارهای در ک  ه اس  ت ب  ه ذک  ر لازم

هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ن  ی  م اب  رگ  روه ی  ک ،(H, ◦) اب  رس  اخ  ت  ار [۴] .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y, z ∈ H

.x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z

هر ب  رای هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ش  ب  ه اب  رگ  روه ی  ک ،(H, ◦) اب  رس  اخ  ت  ار [۴] .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه a ∈ H

.a ◦H = H ◦ a = H

ب  ا: اس  ت م  ع  ادل ک  ه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده ن  ی  ز ت  ک  ث  ی  ر اص  ل ف  وق ش  رط

.∀a, b ∈ H; ∃x, y ∈ H; a ∈ x ◦ b ∩ b ◦ y

ی  ک اب  رگ  روه ب  اش  د، ت  ک  ث  ی  ر اص  ل خ  اص  ی  ت دارای ک  ه (H, ◦) ن  ی  م اب  رگ  روه [۴] .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده

ب  اش  د م  وج  ود u ∈ H اگ  ر ب  اش  د. اب  رگ  روه ی  ک (H, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض [۴] .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

واح  د اس  ک  ال  ر u آن  گ  اه ،x ◦ u = u ◦ x = {x} ب  اش  ی  م داش  ت  ه x ∈ H هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده H



پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۵٣

وج  ود اب  رح  ل  ق  ه از م  ت  ف  اوت  ی ت  ع  اری  ف ک  ه داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه اب  رح  ل  ق  ه ت  ع  ری  ف در

ب  ی  ان را گ  ردی  د ارای  ه ١٩٨٧ س  ال در وج  ک  ل  ی  س ت  وس  ط ک  ه اب  رح  ل  ق  ه ع  م  وم  ی ت  ر ت  ع  ری  ف ک  ه دارد

م  ی ک  ن  ی  م.

اص  ول در هرگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده اب  رح  ل  ق  ه ،(R,+, ◦) ج  ب  ری اب  رس  اخ  ت  ار [٢١] .۶ .٢ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر

ب  اش  د؛ اب  رگ  روه ی  ک (R,+) .١

ب  اش  د؛ ن  ی  م اب  رگ  روه (R, ◦) .٢

ب  اش  ی  م داش  ت  ه x, y, z ∈ R هر ازای ب  ه .٣

.x ◦ (y + z) ⊆ (x ◦ y) + (x ◦ z), (x+ y) ◦ z ⊆ (x ◦ z) + (y ◦ z)

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک را R آن  گ  اه ب  اش  د ع  م  ل ی  ک + ،(R,+, ◦) اب  رح  ل  ق  ه ت  ع  ری  ف در اگ  ر

م  ی ن  ام  ی  م. ج  م  ع  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک را R ب  اش  د ع  م  ل ی  ک ◦ اگ  ر و م  ی ن  ام  ی  م

اب  رح  ل  ق  ه آن  گ  اه دهی  م، ق  رار ت  س  اوی زی  رم  ج  م  وع  ه ب  ه ج  ای اب  رح  ل  ق  ه ت  ع  ری  ف (٣) راب  ط  ه در اگ  ر

م  ی ن  ام  ی  م. ق  وی ت  وزی  ع پ  ذی  ر را

ج  اب  ج  ای  ی ◦ و + اب  رع  م  ل های از ی  ک هر ب  ه ن  س  ب  ت اس  ت م  م  ک  ن (R,+, ◦) اب  رح  ل  ق  ه

ج  اب  ج  ای  ی ◦ و + اب  رع  م  ل دو هر ب  ه ن  س  ب  ت هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م ج  اب  ج  ای  ی را R اب  رح  ل  ق  ه ب  اش  د.

ب  اش  د.

R از S ن  ات  هی زی  رم  ج  م  وع  ه ی ب  اش  د. اب  رح  ل  ق  ه ی  ک (R,+, ◦) ک  ن  ی  د ف  رض [۴] .٢. ٧ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در هرگ  اه گ  وی  ن  د، اب  رای  ده آل ی  ک را

ب  اش  د؛ (R,+) از زی  راب  رگ  روه ی  ک (S,+) (١)

.(R ◦ S) ∪ (S ◦R) ⊆ S (٢)

در هرگ  اه م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک (R,+, ◦) ج  ب  ری س  اخ  ت  ار [١۶] .٢. ٨ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر اص  ول



۵۴ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

ب  اش  د؛ ٠ خ  ن  ث  ی ع  ن  ص  ر ب  ا گ  روه ی  ک (R,+) .١

ب  اش  د؛ ن  ی  م اب  رگ  روه (R, ◦) .٢

ی  ع  ن  ی ب  اش  د، ب  رق  رار ت  وزی  ع پ  ذی  ری ق  وان  ی  ن x, y, z ∈ R هر ازای ب  ه .٣

.x ◦ (y + z) ⊆ (x ◦ y) + (x ◦ z), (x+ y) ◦ z ⊆ (x ◦ z) + (y ◦ z)

ن  ظ  ر در ١ هم  ان  ی ع  ن  ص  ر ب  ا ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک (R,+, ◦) م  ق  ال  ه ای  ن س  راس  ر در

م  ی گ  ی  ری  م.

ی  ک را R ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ب  اش  د. e هم  ان  ی ع  ض  و ب  ا گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ٩ ت  ع  ری  ف

{Rg | g ∈ G} ج  م  ع  ی زی  رگ  روه های از خ  ان  واده  ی  ک هرگ  اه گ  وی  ی  م، م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه

ب  اش  ی  م داش  ت  ه g, h ∈ G هر ب  رای و R = ⊕g∈GRg ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود R از

.RgRh ⊆ Rgh

.x ∈ ∪g∈GRg هرگ  اه گ  وی  ی  م، ف  ازی هم  گ  ن را R م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه از x ع  ن  ص  ر

ای  ن ص  ورت در ،x ∈ R اگ  ر م  ی دهی  م. ن  ش  ان H(R) ن  م  اد ب  ا را هم  گ  ن ع  ن  اص  ر ت  م  ام م  ج  م  وع  ه

.x =
∑

g∈G xg

ب  ازه [٠, ١] آن در ک  ه اس  ت µ : X −→ [٠, ١] گ  روه ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض [١۴] .٢. ١٠ ت  ع  ری  ف

،µ(x) ع  ض  وی  ت درج  ه ی  ک X از x ع  ض  و هر ب  ه µ ن  گ  اش  ت اس  ت. ١ و ٠ ب  ی  ن ح  ق  ی  ق  ی اع  داد

F (X) ب  ا را X از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ت  م  ام م  ی دهد. ن  س  ب  ت را ،٠ ≤ µ(x) ≤ ١ ک  ه

م  ی ن  ام  ی  م. X از ف  ازی ت  وان  ی م  ج  م  وع  ه را آن و م  ی دهی  م ن  م  ای  ش

ن  گ  اش  ت ی  ک X ن  ات  هی م  ج  م  وع  ه ی  ک از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک [١۴] .٢. ١١ ت  ع  ری  ف

µ ن  گ  اش  ت اس  ت. ١ و ٠ ب  ی  ن ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ب  ازه [٠, ١] آن در ک  ه اس  ت µ : X −→ [٠, ١]

م  ی دهد. ن  س  ب  ت را ،٠ ≤ µ(x) ≤ ١ ک  ه ،µ(x) ع  ض  وی  ت درج  ه ی  ک X از x ع  ض  و هر ب  ه

ت  وان  ی م  ج  م  وع  ه را آن و م  ی دهی  م ن  م  ای  ش F (X) ب  ا را X از ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ت  م  ام

م  ی ن  ام  ی  م. X از ف  ازی

م  ی ب  اش  د µ(x) > t, t ∈ [٠, ١] آن  ها ب  رای ک  ه X از ن  ق  اط  ی م  ج  م  وع  ه [١۴] .٢. ١٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان µt ن  م  اد ب  ا و م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده µ ب  ه ن  س  ب  ت X از t-ب  رش  ی زی  رم  ج  م  وع  ه

رو ای  ن از



پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۵۵

.µt = {x ∈ X | µ(x) > t}

x ∈ X هر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر µ ⊆ ν ، µ, ν ∈ F (X) ب  رای [١۴] .٢. ١٣ ت  ع  ری  ف

.µ(x) ≤ ν(x) ب  اش  ی  م داش  ت  ه

xr ن  م  اد ب  ا ک  ه ف  ازی، ن  ق  ط  ه ی  ک .r ∈ (٠, ١] و x ∈ X ک  ن  ی  د ف  رض [١۴] .١۴ .٢ ت  ع  ری  ف

و xr ∈ F (X) ب  ه ط  وری اس  ت X از ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک م  ی ش  ود، داده ن  م  ای  ش

.xr(y) =


r y = x;

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

ن  وش  ت م  ی ت  وان ای  ن ص  ورت در xr ⊆ µ ∈ F (X) و ب  اش  د X از ف  ازی ن  ق  ط  ه ی  ک xr اگ  ر

.xr ∈ µ

χA ∈ F (X) ن  م  اد ب  ا را A م  ج  م  وع  ه ع  ض  وی  ت ت  اب  ع A ⊆ X ب  رای [١۴] .١۵ .٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت و داده ن  ش  ان

.χA(x) =


١ x ∈ A;

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه در ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه دو ν و µ ک  ن  ی  د ف  رض [١۴] .١۶ .٢ ت  ع  ری  ف

ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت µ ◦ ν و µν ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ،w ∈ R هر ازای ب  ه ب  اش  ن  د. R

م  ی ک  ن  ی  م:

(µν)(w) = sup{infni=١{µ(ri)∧ ν(si)} | ri, si ∈ R,n ∈ N, w ∈
∑n

i=١ risi},

.(µ ◦ ν)(w) = sup{µ(r) ∧ ν(s) | r, s ∈ R,w ∈ rs}

ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه در ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک µ ک  ن  ی  د ف  رض [٢٣] .٢. ١٧ ت  ع  ری  ف

.µ(٠) = ١ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ١ هم  ان  ی ع  ن  ص  ر ب  ا (R,+, ◦)

x, y ∈ R هر ب  رای هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م، R ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه از ف  ازی زی  رگ  روه ی  ک را µ (a)

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه



۵۶ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

.µ(x− y) ≥ min{µ(x), µ(y)}

هر ب  رای هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م، R از ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک را µ ف  ازی زی  رگ  روه (b)

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y ∈ R

.infz∈x◦y µ(z) ≥ min{µ(x), µ(y)}

م  ی گ  وی  ی  م، R ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه از ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک را µ ف  ازی زی  رگ  روه (c)

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه x, y ∈ R هر ب  رای هرگ  اه

.infz∈x◦y µ(z) ≥ max{µ(x), µ(y)}

در ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های از خ  ان  واده ی  ک {µi | i ∈ I} ک  ن  ی  د ف  رض [١۵] .٢. ١٨ ت  ع  ری  ف

ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را R در
∑

i∈I µi ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ،x ∈ R هر ب  رای ب  اش  د. R

م  ی ک  ن  ی  م:

.
(∑

i∈I µi

)
(x) = sup{inf{ µi(xi) | x =

∑
i∈I xi, ∀i ∈ I}

ی  ا ف  ازی اب  رح  ل  ق  ه ی  ا ف  ازی زی  رگ  روه از خ  ان  واده ی  ک {µi | i ∈ I} ک  ن  ی  د ف  رض .٢. ١٩ م  لاح  ظ  ه

ت  رت  ی  ب ب  ه
∑

i∈I µi ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه در ف  ازی اب  رای  ده آل

اگ  ر ،x ∈ R هر ب  رای اس  ت. R در ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ا ف  ازی اب  رح  ل  ق  ه ی  ا ف  ازی گ  روه ی  ک

اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن ص  ورت در ،xj = ٠ م  ی دهی  م ق  رار i ̸= j اگ  ر و xj = x م  ی دهی  م ق  رار i = j

داش  ت: خ  واهی  م
∑

i∈I µi ت  ع  ری  ف از

.µi ⊆
∑

j∈I µj , ∀j ∈ I

اب  رح  ل  ق  ه در ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های µ و µi ک  ن  ی  د ف  رض ،i ∈ I ازای ب  ه [١] .٢. ٢٠ ت  ع  ری  ف

م  ی ن  ام  ی  م،
∑

i∈I µi از ض  ع  ی  ف م  س  ت  ق  ی  م ج  م  ع را µ ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د. R ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی

ک  ه µj ∩
∑

i ̸=j µi = ١٠ و µ =
∑

i∈I µi ب  اش  ی  م داش  ت  ه هرگ  اه

.١٠(x) =


١ x = ٠;

٠ x ̸= ٠

.µ = ⊕i∈Iµi ح  ال  ت ای  ن در



پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۵٧

م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های ٣

ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ و e هم  ان  ی ع  ض  و ب  ا گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١ ت  ع  ری  ف

هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م، م  درج ف  ازی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک را µ ب  اش  د. R م  درج اب  رح  ل  ق  ه روی

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود R ف  ازی ج  م  ع  ی زی  رگ  روه های از {µg | g ∈ G} خ  ان  واده ی

ک  ه µgµh ⊆ µgh ب  اش  ی  م داش  ت  ه g, h ∈ G هر ب  رای و µ = ⊕g∈Gµg

(µgµh)(x) = sup{infni=١{µg(ri) ∧ µh(si)} | ri, si ∈ R,n ∈ N, x ∈∑n
i=١ ri ◦ si}.

.x =
∑

g∈G xg آن در ک  ه µg(x) = µ(xg) ،x ∈ R هر ازای ب  ه ب  ع  لاوه،

ب  اش  د. R م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه از ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک γ ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٢ ت  ع  ری  ف

از خ  ان  واده ی  ک هرگ  اه گ  وی  ی  م، R از م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک را γ ای  ن ص  ورت در

.γ = ⊕g∈G(γ ∩ µg) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود {γg}g∈G زی  راب  رگ  روه های

اب  رح  ل  ق  ه ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = (Z٢,+) ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٣ م  ث  ال

م  ی ب  اش  د. م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک زی  ر ف  ازی ض  رب  ی

◦ a b c d

a {a} {a} {a} {a}

b {a} {a, d} {a, c} {a, b}

c {a} {a, c} {a} {a, c}

d {a} {a, b} {a, c} {a, d}

+ a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a

و

.µ(a) = ١, µ(b) = µ(c) = ١
٣ , µ(d) =

٢
٣

ب  ه ط  وری ک  ه هس  ت  ن  د µ از ف  ازی زی  رگ  روه های µ١ = {a, b} و µ٠ = {a, d} ای  ن ص  ورت در

.µ = µ٠
⊕

µ١



۵٨ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

داری  م دی  گ  ر ط  رف  ی از

.µ٠µ٠ ⊆ µ٠, µ٠µ١ ⊆ µ١, µ١µ٠ ⊆ µ١, µ١µ١ ⊆ µ٠

هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. گ  اوس  ی ص  ح  ی  ح اع  داد ح  ل  ق  ه R = (Z[i],+, ·) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ م  ث  ال

ص  ف  ر ع  ن  ص  ر ب  ا ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ای  ن ص  ورت در .|A| ≥ ٢ و A ∈ P ∗(R) ک  ن  ی  د ف  رض

و RA = R ک  ه دارد وج  ود (RA,+, ◦)

.x ◦ y = {x · a · y : a ∈ A} ،x, y ∈ R

اب  رح  ل  ق  ه ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = Z٢ و A = {٣, ۴} ک  ن  ی  د ف  رض

ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک λ = (Z[i],+, ◦) ض  رب  ی

λ = λ٠
⊕

λ١, λiλj ⊆ λij , ∀i, j ∈ G

ک  ه

λ(x) =


١ x = ٠;

٣
۴ x ∈ Z− {٠};

٢
٣ x ∈ Z[i]− Z

و

λ٠(x) =


١ x ∈ iZ;

٣
۴ x ∈ Z[i]− iZ

و

.λ١(x) =


١ x ∈ Z;

٢
٣ x ∈ Z[i]− Z

ب  اش  د. R روی ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ و گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .٣ ق  ض  ی  ه

هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ ای  ن ص  ورت در

t-ب  رش  ی م  ج  م  وع  ه t ∈ [٠, ١]

،µt = {x ∈ R | µ(x) > t}



پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۵٩

ب  اش  د. م  درج G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک

خ  ان  واده ی  ک ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه -G ی  ک µ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

هر ب  رای و µ =
∑

g∈G µg ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود {µg}g∈G ف  ازی زی  رگ  روه های از

x =
∑

g∈G xg ل  ذا .x ∈ µt و t ∈ [٠, ١] ک  ن  ی  د ف  رض .µgµh ⊆ µgh داری  م g, h ∈ G

.µg(x) > t ،g ∈ G هر ب  رای پ  س ،µ(x) > t چ  ون .µ(x) = inf{µg(x) | g ∈ G} و

هر ب  رای .µtg = {xg ∈ R | µ(xg) > t} ک  ه µt =
∑

g∈G µtg داش  ت خ  واهی  م ب  ن  اب  رای  ن

در .µg ∩ µh > t داش  ت خ  واهی  م ب  ن  اب  رای  ن .٠ ̸= x ∈ µtg ∩ µth ک  ن  ی  د ف  رض ،g, h ∈ G

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ت  ع  ری  ف ب  ا ت  ن  اق  ض در ک  ه ،µg ∩ µh ̸= ١٠ ن  ت  ی  ج  ه

ف  رض ای  ن ک  ار ب  رای .µtgµth ⊆ µtgh م  ی دهی  م ن  ش  ان ح  ال .µt = ⊕g∈Gµtg و x = ٠

داری  م ب  ن  اب  رای  ن xh ∈ µth و xg ∈ µtg ک  ن  ی  د

.µgh(xg ◦ xh) =
∧

α∈xg◦xh
µgh(α) ⩾ µgµh(xg ◦ xh) ⩾ µg(xg)∧ µh(xh) > t

G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µt ب  ن  اب  رای  ن .xg ◦ xh ⊆ µtgh ن  ت  ی  ج  ه در و µgh(xg ◦ xh) > t ل  ذا

G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µt ،t ∈ [٠, ١] هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س، اث  ب  ات اس  ت. م  درج ض  رب  ی

داش  ت خ  واهی  م ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در ب  اش  د، t = ٠ اگ  ر ب  اش  د. م  درج ض  رب  ی

{x ∈ R | µ(x) > ٠} = µ∗ = ⊕g∈Gµ
∗
g

٠ ̸= x ∈ R و g, h ∈ G هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .µ∗
gµ

∗
h ⊆ µ∗

gh ،g, h ∈ G هر ب  رای و

ی  ا µg(x) = ٠ دی  گ  ر، ط  رف  ی از .x ̸∈ µ∗
h ی  ا x ̸∈ µ∗

g ن  ت  ی  ج  ه در x ̸∈ µ∗
g ∩ µ∗

h ب  اش  ی  م داش  ت  ه

x ∈ R هر ب  رای ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ح  ال .µg ∩ µh = ١٠ داش  ت خ  واهی  م ب  ن  اب  رای  ن ،µh(x) = ٠

داری  م

.(µgµh)(x) = sup{infni=١{µg(xgi)∧ µh(x
′
hi
)} | n ∈ N, x ∈

∑n
i=١ xgi ◦ x′hi

}

،µgµh(x) ̸= ٠ اگ  ر و µgµh(x) ⊆ µgh(x) ک  ه اس  ت واض  ح آن  گ  اه ،µgµh(x) = ٠ اگ  ر ل  ذا

داری  م ٠ ≤ i ≤ n هر ب  رای و x ∈
∑n

i=١ xgi ◦ x′hi
ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود n ∈ N آن  گ  اه

م  ی دهی  م ق  رار .µ∗
h(x

′
gi) = t′i و µ∗

g(xgi) = ti ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .x′gi ∈ µ∗
h و xgi ∈ µ∗

g

.t = inf{ti, t′i | i = ١, ٢, . . . , n}



۶٠ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

هم  چ  ن  ی  ن ،x′gi ∈ µth و xgi ∈ µtg داش  ت خ  واهی  م ٠ ≤ i ≤ n هر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در

.x ∈
∑n

i=١ xgi ◦ x′hi
⊆ µtgh

□ اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات ل  ذا ،µgµh ⊆ µgh ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن

اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ = ⊕g∈Gµg و e هم  ان  ی ع  ض  و ب  ا گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ ن  ت  ی  ج  ه

از واح  د ع  ن  ص  ر دارای زی  راب  رح  ل  ق  ه ی  ک µte ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R در م  درج ف  ازی ض  رب  ی

ب  اش  د. واح  د ع  ن  ص  ر دارای µt اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت µt

.µteµte ⊆ µte پ  س اس  ت، م  درج اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µt ،۵ .٣ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا چ  ون اث  ب  ات.

ض  رب اب  رع  م  ل ت  ح  ت µte ن  ت  ی  ج  ه در .xe ◦ ye ⊆ µte داری  م xe, ye ∈ µte هر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

.١ ∈ µte ،[٨] ب  ن  اب  ر آن  گ  اه ،١ ∈ µt اگ  ر اس  ت. زی  راب  رح  ل  ق  ه ی  ک µte ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ب  س  ت  ه

ب  رای چ  ون ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. واح  د ع  ن  ص  ر دارای زی  راب  رح  ل  ق  ه ی  ک µte ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

داش  ت خ  واهی  م ل  ذا ،µe(x) ⩽ µ(x) ،x ∈ R هر

.µ(١) ⩾ µe(١) ⩾ t

□ اس  ت. واح  د ع  ن  ص  ر دارای µt ب  ن  اب  رای  ن

ب  اش  د. R روی ف  ازی راب  ط  ه ی  ک η و م  ج  م  وع  ه ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض [١١] .٣. ٧ ت  ع  ری  ف

هرگ  اه م  ی ن  ام  ی  م، ف  ازی هم ارزی راب  ط  ه ی  ک را η درای  ن ص  ورت

ب  اش  د؛ اب  رگ  روه ی  ک ,η(x؛ x) = ١ ،∀x ∈ X .١

ب  اش  د؛ ن  ی  م اب  رگ  روه ,η(x؛ y) = η(y, x) ،∀x, y ∈ X .٢

.η(x, y) ≥ supz∈Xmin{η(x, z), η(z, y)} ،∀x, y ∈ X .٣

R روی را η راب  ط  ه ب  اش  د. R ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه از ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک µ ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت

η(x, y) = µ(x− y) ،∀x, y ∈ R



پ  ور ف  رض  ع  ل  ی ف. و غ  ی  اس  ون  د پ. ۶١

،x, y ∈ R هر ب  رای ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ف  ازی هم ارزی راب  ط  ه ی  ک راب  ط  ه ای  ن درای  ن ص  ورت

.η(x) = η(y) ⇔ µ(x− y) = ١

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت R از µ+ x ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ،r ∈ R هر ب  رای

(x+ µ)(r) = µ(r − x) = µ[x]

م  ج  م  وع  ه ح  ال  ت ای  ن در م  ی ب  اش  د. x ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ف  ازی ک  لاس واق  ع در ک  ه

R/µ = {x+ µ | x ∈ R}

اب  رع  م  ل و ج  م  ع ع  م  ل ت  ع  ری  ف ب  ا ای  ن ص  ورت در م  ی ن  ام  ی  م. ف  ازی ق  س  م  ت  ی خ  ارج م  ج  م  وع  ه را

زی  ر ب  ه ص  ورت ف  ازی ک  لاس های روی ض  رب

(x+ µ) + (y + µ) = (x+ y) + µ,

،(x+ µ)(y + µ) = (x ◦ y + µ) = ∪t∈x◦y(t+ µ)

ش  د. خ  واهد ف  ازی ق  س  م  ت  ی خ  ارج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R/µ

از خ  ان  واده ای ب  ا ق  وی ت  وزی  ع پ  ذی  ر م  درج ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

اگ  ر ب  اش  د. R روی ف  ازی اب  رای  ده آل µ و {Rg}g∈G زی  رگ  روه های

sup{µ(x) | µ(x) ̸= µ(٠)} < ١

اس  ت. ی  ک  ری  خ  ت  ی ت  ح  ت م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R
µ ق  س  م  ت  ی خ  ارج اب  رح  ل  ق  ه آن  گ  اه

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع اث  ب  ات ب  رای اث  ب  ات.

χRg =


١ x ∈ Rg;

٠ x ̸∈ Rg.

داری  م م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ای  ن ص  ورت در م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه روی ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک µ چ  ون .١ = ⊕g∈GχRg و R = ⊕g∈GRg

ل  ذا اس  ت، R م  درج



۶٢ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

.١ · µ = µ = ⊕g∈GχRgµ

گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ای  ن ص  ورت در .µg = χRgµ ک  ن  ی  د ف  رض g ∈ G هر ازای ب  ه ح  ال

sup{µ(x) | µ(x) ̸= µ(٠)} < ١

داش  ت خ  واهی  م

µ∗ = {x ∈ R | µ(x) = µ(٠)} = ⊕g∈Gµg∗

و

.Rµ ≃ R
µ∗

≃ ⊕g∈G
Rg

µg∗

م  ی دهی  م ق  رار

.S = ⊕g∈G
Rg

µg∗

S زی  ر، ض  رب اب  رع  م  ل ب  ا yh + µh∗ ∈ Rh
µh∗

و xg + µg∗ ∈ Rg

µg∗
هر ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ادع  ا

م  ی ش  ود: ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک

.(xg + µg∗)(yh + µh∗) = xg ◦ yh + µgh∗ =
∪

r∈xg◦yh t+ µgh∗

y١h, y٢h ∈ Rh و x١g, x٢g ∈ Rg ب  رای اس  ت، م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R چ  ون

داش  ت خ  واهی  م

،y١h − y٢h ∈ µh∗ = Rhµ∗ و x١g − x٢g ∈ µg∗ = Rgµ∗

داری  م ن  ت  ی  ج  ه در

(x١g − x٢g) ◦ y١h ⊆ Rgµ∗Rh = RgRhµ∗ ⊆ Rghµ∗ = µgh∗

و

.x١g ◦ (y١h − y٢h)⊆ RgRhµ∗ ⊆ Rghµ∗ = µgh∗

ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن اس  ت، ق  وی ت  وزی  ع پ  ذی  ر م  درج ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R چ  ون ح  ال
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.x١g ◦ y١h − x٢g ◦ y٢h ⊆ µgh∗

چ  ون دی  گ  ر ط  رف از اس  ت. ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک S ب  ن  اب  رای  ن

.x١g ◦ y١h + µgh∗ =
∪

r∈x١g◦y١h r + µgh∗ ⊆
Rgh

µgh∗

□ اس  ت. م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک S ل  ذا

ی  ک H و م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ = ⊕g∈Gµg ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٩ گ  زاره

ض  رب  ی H-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µH = ⊕h∈Hµh ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. G از دل  خ  واه زی  رگ  روه

.µH ⊆ µ و اس  ت م  درج ف  ازی

در ف  ازی زی  رگ  روه ی  ک µh ل  ذا هس  ت  ن  د، ف  ازی زی  رگ  روه های {µh}h∈H چ  ون اث  ب  ات.

ک  ه دهی  م ن  ش  ان x, y ∈ R هر ب  رای اس  ت ک  اف  ی اس  ت. R ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه

.µH(x ◦ y) =
∧

t∈x◦y µH(t) ⩾ min{µH(x), µH(y)}

داری  م م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

µH(x ◦ y) = sup{inf{µh(kh) | x ◦ y ⊆
∑
h∈H

kh | kh = xh′ ◦ yh′′} | h′h′′ = h}

⩾ sup{inf{min{µh′(xh′), µh′′(yh′′)}} |

x ◦ y ⊆
∑

h′h′′=h

xh′ ◦ yh′′ | h ∈ H}

⩾ min{sup{inf{µh′(xh′)} | x =
∑
h′

xh′},

sup{inf{µh′′(yh′′)} | y =
∑
h′′

yh′′}}

= min{µH(x), µH(y)}.

h, h′ ∈ H هر ازای ب  ه پ  س اس  ت، م  درج ف  ازی ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک µ چ  ون ط  رف  ی از

داری  م

.µhµh′ ⊆ µhh′



۶۴ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

داش  ت: خ  واهی  م x ∈ R هر ازای ب  ه ح  ال

µH(x) = sup{inf{µh(xh)} | x =
∑
h∈H

xh}

⩾ sup{inf{µg(x
′
g)} | x =

∑
g∈G−H

x′g +
∑
g∈H

x′g}

= µ(x).

□ .µH ⊆ µ ب  ن  اب  رای  ن

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل های ۴

م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک η = ⊕g∈Gηg ب  اش  د. گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. R ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه روی

گ  وی  ی  م، R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک را η م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ال  ف)

،(xg)r ◦ (yh)s ◦ (zk)t ⊆ η اگ  ر ،(xg)r, (yh)s, (zk)t هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر ب  رای و هرگ  اه

ب  اش  ی  م داش  ت  ه آن  گ  اه

.(xg)r ◦ (zk)t ⊆ η ی  ا (yh)s ◦ (zk)t ⊆ η ی  ا (xg)r ◦ (yh)s ⊆ η

هرگ  اه گ  وی  ی  م، R از م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک را ζ م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ب)

،(xg)r ◦ (yh)s ⊆ ζ

.(yh)s ∈ ζ ی  ا (xg)r ∈ ζ آن  گ  اه

ف  ازی رادی  ک  ال را ب  اش  د ζ ش  ام  ل ک  ه م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل های هم  ه ی اش  ت  راک

م  ی دهی  م. ن  ش  ان Grad(ζ) ن  م  اد ب  ا و م  ی گ  وی  ی  م ζ از م  درج

در را A = {٢, ٣} ب  ا R = RA = Z[x, y] م  درج ض  رب  ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای اب  رح  ل  ق  ه .٢ .۴ م  ث  ال

ف  ازی اب  رای  ده آل ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر
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λ(x) =


١ x = ٠;

٣
۴ x ∈ ⟨۶, ٢x, ٢y, xy⟩ − {٠};

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

ن  ی  س  ت. ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ک  ه ص  ورت  ی در اس  ت م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک

دهی  د: ق  رار م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

.g١ = (٣) ١
٢
, g٢ = (x+ ٢) ١

٣
, g٣ = (y + ٢) ١

۴

داری  م: ای  ن ص  ورت در

g١ ◦ g٢ ◦ g٣ = (
∪
a∈A

(g١ · a · g٢)) ◦ g٣

=
∪
b∈A

(
∪
a∈A

(g١ · a · g٢)) · b · g٣

= {(١٢xy + ٢۴x+ ٢۴y + ۴٨) ١
۴
, (١٨xy + ٣۶x+ ٣۶y + ٧٢) ١

۴
}∪

{(١٨xy + ٣۶x+ ٢۴y + ۴٨) ١
۴
, (٢٧xy + ۵۴x+ ٣۶y + ٧٢) ١

۴
} ⊆ λ

ام  ا

g١؛ ◦ g٢ =
∪

a∈A(g١ · a · g٢) = {(۶x+ ١٢) ١
٣
, (٩x+ ١٨) ١

٣
} ⊈ λ

g١؛ ◦ g٣ =
∪

a∈A(g١ · a · g٣) = {(۶y + ١٢) ١
۴
, (٩y + ١٨) ١

۴
} ⊈ λ

g٢ ◦ g٣ =
∪

a∈A(g٢ · a · g٣) =

.{(٢xy + ۴x+ ۴y + ٨) ١
۴
, (٣xy + ۶x+ ۶y + ١٢) ١

۴
} ⊈ λ

ن  ی  س  ت. ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل λ ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن

اس  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک م  درج، ف  ازی اول اب  رای  ده آل هر .٣ .۴ ل  م

گ  وی  ای زی  ر م  ث  ال ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ل  زوم  اً ٣ .۴ ل  م ع  ک  س ک  ل  ی ح  ال  ت در ک  ه داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د

اس  ت. م  ط  ل  ب ای  ن



۶۶ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = Z٢ ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .۴ م  ث  ال

م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را A = {٢, ٣} ف  رض ب  ا R = ZA[i] م  درج

ν(x) =


١ x = ٠;

٣
۴ x ∈ ⟨۶⟩ ⊕ ⟨٠⟩ − {(٠, ٠)};

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

ی  ک ص  ورت  ی ک  ه در اس  ت، م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک R = RA = ZA[i] روی

داری  م α ∈ A هر ب  رای زی  را ن  ی  س  ت، م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل

(٢, ٠) ١
٢
◦ (٣, ٠) ٣

۴
= ((٢, ٠) · α · (٣, ٠)) ١

٢∧
٣
۴
= {(١٢, ٠) ١

٢
, (١٨, ٠) ١

٢
} ⊆ ν

ام  ا

.(٣, ٠) ٣
۴
̸∈ ν و (٢, ٠) ١

٢
̸∈ ν

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه روی م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک η = ⊕g∈Gηg ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۴ ت  ع  ری  ف

م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک را η م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ب  اش  د. R ج  اب  ج  ای  ی

،(xg)r ◦ (yh)s ◦ (zk)t ⊆ η ک  ه ،xg, yh, zk هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر ب  رای هرگ  اه گ  وی  ی  م،

ب  اش  ی  م داش  ت  ه آن  گ  اه

.(xg)r ◦ (zk)t ⊆ Grad(η) ی  ا (yh)s ◦ (zk)t ⊆ Grad(η) ی  ا (xg)r ◦ (yh)s ⊆ η

٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک م  درج، ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل هر ک  ه اس  ت ب  دی  هی

اس  ت. م  ط  ل  ب ای  ن گ  وی  ای زی  ر م  ث  ال ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ع  م  وم  اً آن ع  ک  س ام  ا اس  ت م  درج ف  ازی

م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = Z٢ ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .۴ م  ث  ال

R = (ZA[i],+, ◦) = {a+ bi | a, b ∈ Z}

،x, y ∈ ZA و ،A = {−١, ٢} ک  ه

x ◦ y = {x · a · y : a ∈ A}

ک  ن  ی  د ف  رض ب  گ  ی  رد. ن  ظ  ر در را
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.η(x) =


١ x = (٠, ٠);

٣
۴ x ∈ ⟨١٢⟩ ⊕ ⟨٠⟩ − {(٠, ٠)};

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک و م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک η ای  ن ص  ورت در

α, β ∈ A هر ب  رای زی  را ن  ی  س  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک ص  ورت  ی ک  ه در اس  ت،

داری  م

(٢, ٠) ١
٢
◦ (٢, ٠) ١

٢
◦ (٣i, ٠) ١

۴
= (((٢, ٠) · α · (٢, ٠)) · β · (٣i, ٠)) ١

٢∧
١
٢∧

١
۴

= {(١٢i, ٠) ١
۴
, (−٢۴i, ٠) ١

۴
, (۴٨i, ٠) ١

۴
} ⊆ η

ام  ا

(٢, ٠) ١
٢
◦ (٢, ٠) ١

٢
= {(−٢, ٠) ١

٢
, (٨, ٠) ١

٢
} ⊈ η

و

.(٢, ٠) ١
٢
◦ (٣i, ٠) ١

۴
= {(−۶i, ٠) ١

۴
, (١٢i, ٠) ١

۴
} ⊈ η

ی  ک η آن  گ  اه ب  اش  د، R از م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک Grad(η) اگ  ر .٧ .۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل

داش  ت  ه ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر (ag)r, (bh)s, (ck)t ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

ج  اب  ج  ای  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه چ  ون .(ag)r ◦ (bh)s ⊈ η و (ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η ب  اش  ی  م

ل  ذا اس  ت

.((ag)r ◦ (ck)t)((bh)s ◦ (ck)t) = (ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)٢t ⊆ η ⊆ Grad(η)

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک Grad(η) چ  ون ف  رض ب  ه ب  ن  ا ح  ال

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ Grad(η) ی  ا (ag)r ◦ (ck)t ⊆ Grad(η)



۶٨ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

□ اس  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک η ل  ذا

اب  رای  ده آل ی  ک ل  زوم  اً م  درج، ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال

ن  ی  س  ت. م  درج ف  ازی اول  ی  ه

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه هم  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = Z٢ ک  ن  ی  د ف  رض .٨ .۴ م  ث  ال

م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را A = {٢, ٣} ف  رض ب  ا R = ZA[i] م  درج

ν(x) =


١ x = (٠, ٠);

٣
۴ x ∈ ⟨۶⟩ ⊕ ⟨٠⟩ − {(٠, ٠)};

٠ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

ی  ک ص  ورت  ی ک  ه در اس  ت، م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک R = ZA[i] روی

داری  م α ∈ A هر ب  رای زی  را ن  ی  س  ت. م  درج ف  ازی اول  ی  ه اب  رای  ده آل

(٢, ٠) ١
٢
◦ (٣i, ٠) ١

۴
= ((٢, ٠) · α · (٣i, ٠)) ١

٢∧
١
۴
= {(١٢i, ٠) ١

۴
, (١٨i, ٠) ١

۴
} ⊆ ν

ام  ا

.(٣i, ٠) ١
۴
̸∈ Grad(ν) و (٢, ٠) ١

٢
̸∈ ν

اب  رای  ده آل های η١, η٢, . . . , ηn و م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض .٩ .۴ ق  ض  ی  ه

،i = ١, ٢, . . . , n هر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه

از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک
∩n

i=١ ηi ای  ن ص  ورت در .Grad(ηi) = λ

اس  ت. R

ک  ه اس  ت واض  ح .η =
∩n

i=١ ηi ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

.Grad(η) = Grad(
∩n

i=١ ηi) =
∩n

i=١Grad(ηi) = λ

ک  ن  ی  د ف  رض (ag)r, (bh)s, (ck)t هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر ب  رای ح  ال

.(ag)r ◦ (bh)s ⊈ η و (ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η
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اول  ی  ه اب  رای  ده آل های ηiها چ  ون .(ag)r ◦ (bh)s ⊈ ηi داری  م iها از ب  رخ  ی ازای ب  ه ب  ن  اب  رای  ن

خ  واهی  م ،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η ⊆ ηi هم  چ  ن  ی  ن و هس  ت  ن  د م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب

داش  ت

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ Grad(ηi) = λ ی  ا (ag)r ◦ (ck)t ⊆ Grad(ηi) = λ

داری  م ن  ت  ی  ج  ه در

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ Grad(η) ی  ا (ag)r ◦ (ck)t ⊆ Grad(η)

□ اس  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک η ب  ن  اب  رای  ن

ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د، R از م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل های η١, η٢ اگ  ر .١٠ .۴ گ  زاره

اس  ت. R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک η١ ∩ η٢

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر (ag)r, (bh)s, (ck)t ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ ∩ η٢

.(bh)s ◦ (ck)t ⊈ η١ ∩ η٢ و (ag)r ◦ (bh)s ⊈ η١ ∩ η٢

،(ag)r ∈ η١ ∩ η٢ ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .(ag)r, (bh)s, (ck)t ̸∈ η١ ∩ η٢ ب  ن  اب  رای  ن

ف  ازی اب  رای  ده آل های η٢ و η١ چ  ون .(ag)r ∈ η٢ و (ag)r ∈ η١ داری  م ای  ن ص  ورت در

ن  ت  ی  ج  ه در .(ag)r ◦ (bh)s ⊆ η٢ و (ag)r ◦ (bh)s ⊆ η١ داری  م ل  ذا هس  ت  ن  د م  درج

ب  ه ط  ور .(ag)r ̸∈ η١ ∩ η٢ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ک  ه (ag)r ◦ (bh)s ⊆ η١ ∩ η٢

م  ی گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  را ح  ال  ت س  ه ح  ال .(bh)s ̸∈ η١ ∩ η٢ داش  ت خ  واهی  م م  ش  اب  ه

دوب  اره ،(ck)t ̸∈ η١ ∩ η٢ چ  ون .(ag)r ̸∈ η٢ و (ag)r ̸∈ η١ ک  ن  ی  د ف  رض اول: ح  ال  ت

ی  ک η١ چ  ون .(ck)t ̸∈ η٢ و (ck)t ̸∈ η١ ک  ن  ی  د ف  رض داد. خ  واهد رخ دی  گ  ر ح  ال  ت س  ه

،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ ،(ag)r ◦ (ck)t ⊈ η١ و اس  ت م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل

ی  ک η٢ چ  ون م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور .(ag)r ◦ (bh)s ⊆ η١ ن  ت  ی  ج  ه در .(bh)s ∈ η١ داری  م ب  ن  اب  رای  ن

ل  ذا ،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η٢ ،(ag)r(ck)t ⊈ η٢ و اس  ت م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل

(ag)r ◦ (bh)s ⊆ η١ ∩ η٢ ب  ن  اب  رای  ن .(ag)r ◦ (bh)s ⊆ η٢ ن  ت  ی  ج  ه در (bh)s ∈ η٢ داری  م



٧٠ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

(ck)t ̸∈ η١ ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .(ck)t ∈ η٢ ی  ا (bh)s ∈ η١ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ک  ه

،(ag)r ◦ (ck)t ⊈ η١ و اس  ت م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک η١ چ  ون .(ck)t ∈ η٢ و

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ ب  ن  اب  رای  ن .(bh)s ∈ η١ ای  ن ص  ورت در ،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١

(bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ ∩ η٢ ب  ن  اب  رای  ن و (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η٢ آن  گ  اه ،(ck)t ∈ η٢ چ  ون

.(ck)t ∈ η١ و (ck)t ̸∈ η٢ ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض س  ران  ج  ام اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ای  ن ک  ه

،(ag)r ◦ (ck)t ◦ (ck)t ⊈ η٢ و اس  ت م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک η٢ ای  ن ک  ه از

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ η٢ ل  ذا و (bh)s ∈ η٢ ب  ن  اب  رای  ن ،(ag)r ◦ (ck)t ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η٢

ای  ن در .(bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ داش  ت خ  واهی  م ن  ت  ی  ج  ه در ،(ck)t ∈ η١ چ  ون ح  ال

اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ک  ه (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η١ ∩ η٢ داری  م ص  ورت

.(ag)r ◦ (ck)t ⊈ η٢ ی  ا (ag)r ◦ (ck)t ⊈ η١ آن  گ  اه ،(ag)r ◦ (ck)t ◦ (ck)t ̸⊈ η١ ∩ η٢

ن  ش  ان ای  ن ص  ورت در .(ag)r ̸∈ η٢ و (ag)r ∈ η١ ک  ن  ی  د ف  رض دوم: ح  ال  ت

ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک η٢ چ  ون .(ck)t ̸∈ η٢ ک  ن  ی  د ف  رض .(ck)t ∈ η٢ م  ی دهی  م

،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ η٢ چ  ون ط  رف  ی از .(ag)r ◦ (ck)t ⊈ η٢ ل  ذا اس  ت م  درج

پ  س .(bh)s ∈ η٢ ل  ذا اس  ت، م  درج ف  ازی اول اب  رای  ده آل ی  ک η٢ و (ag)r ◦ (ck)t ⊈ η٢

چ  ون .(ck)t ∈ η٢ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ای  ن ک  ه (ag)r ◦ (bh)s ⊆ η١ ∩ η٢ داری  م

.(ag)r ◦ (ck)t ⊆ η١ ∩ η٢ ن  ت  ی  ج  ه در .(ck)t ̸∈ η١ داری  م ،(ck)t ̸∈ η١ ∩ η٢

□ اس  ت. دوم ح  ال  ت م  ش  اب  ه اث  ب  ات س  وم: ح  ال  ت

در ب  اش  د. R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک η ک  ن  ی  د ف  رض .١١ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک η∗ = {x ∈ R | η(x) = η(٠)} ای  ن ص  ورت

اس  ت.

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های از م  درج خ  وب هم  ری  خ  ت  ی ی  ک f : R → S ک  ن  ی  د ف  رض .١٢ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. م  درج

ی  ک f−١(ν) آن  گ  اه ب  اش  د، S از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک ν اگ  ر ال  ف)

اس  ت. R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل

ζ و ب  اش  د م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های از پ  وش  ا م  درج خ  وب هم  ری  خ  ت  ی ی  ک f اگ  ر ب)

ب  اش  د، ث  اب  ت f هس  ت  ه ی روی ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک
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اس  ت. S از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک f(ζ) آن  گ  اه

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر (ag)r, (bh)s, (ck)t ک  ن  ی  د ف  رض ال  ف) اث  ب  ات.

.(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ f−١(ν)

چ  ون

f((ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t) = f((ag)r) ◦ f(bh)s) ◦ f((ck)t) ⊆ ν

داری  م ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، S از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک ν و

f((ag)r) ◦ f((bh)s) ⊆ ν

ی  ا

f((ag)r) ◦ f((ck)t) ⊆ Grad(ν)

ی  ا

.f((bh)s) ◦ f((ck)t) ⊆ Grad(ν)

داش  ت خ  واهی  م ن  ت  ی  ج  ه در

(ag)r ◦ (bh)s ⊆ f−١(ν)

ی  ا

(ag)r ◦ (ck)t ⊆ f−١(Grad(ν))

ی  ا

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ f−١(Grad(ν))

داری  م ،Grad(f−١(ν)) = f−١(Grad(ν)) ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ذا

(ag)r ◦ (bh)s ⊆ f−١(ν)

ی  ا



٧٢ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

(ag)r ◦ (ck)t ⊆ Grad(f−١(ν))

ی  ا

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ Grad(f−١(ν))

اس  ت. R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اول  ی  ه اب  رای  ده آل ی  ک f−١(ν) ن  ت  ی  ج  ه در

□ اس  ت. ب  دی  هی اث  ب  ات ب)

٢-ج  اذب ع  ن  ص  ر ی  ک را α ای  ن ص  ورت در .α ∈ [٠, ١) ک  ن  ی  د ف  رض .١٣ .۴ ت  ع  ری  ف

آن  گ  اه r ∧ s ∧ t = min{r, s, t} ⩽ α اگ  ر ،r, s, t ∈ [٠, ١) هر ازای ب  ه هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م،

ب  اش  ی  م داش  ت  ه

.s ∧ t ⩽ α ی  ا r ∧ t ⩽ α ی  ا r ∧ s ⩽ α

اس  ت. ٢-ج  اذب ع  ن  ص  ر ی  ک α ای  ن ص  ورت در ک  ن  ی  م اخ  ت  ی  ار را α = ٠ اگ  ر م  ث  ال ب  رای

ع  ن  ص  ر ی  ک α ∈ [٠, ١) و R از م  درج ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض .١۴ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د R از م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ اگ  ر ب  اش  د. R روی ٢-ج  اذب

.λ(x) =


١ x ∈ S;

α ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در

اس  ت. R از م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λ ای  ن ص  ورت در

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د هم  گ  ن ف  ازی ع  ن  اص  ر (ag)r, (bh)s, (ck)t ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

،(ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ λ

ح  ال  ت ای  ن در .(bh)s ◦ (ck)t ̸⊆ λ و (ag)r ◦ (ck)t ̸⊆ λ و (ag)r ◦ (bh)s ̸⊆ λ ام  ا

.λ(ag ◦ bh) =
∧

β∈ag◦bh λ(β) = α

.bg ◦ ch ̸⊆ S و ag ◦ ch ̸⊆ S ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور .ag ◦ bh ̸⊆ S ب  ن  اب  رای  ن

داری  م ن  ت  ی  ج  ه در .ag ◦ bh ◦ ch ̸⊆ S ل  ذا اس  ت م  درج ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک S چ  ون
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.λ(ag ◦ bh ◦ ch) =
∧

β∈ag◦bh◦ch λ(β) = α

راب  ط  ه از هم  چ  ن  ی  ن

،(ag ◦ bh ◦ ch)r∧s∧t = (ag)r ◦ (bh)s ◦ (ck)t ⊆ λ

داری  م

.r ∧ s ∧ t ⩽ λ(ag ◦ bh ◦ ch) =
∧

β∈ag◦bh◦ch λ(β) = α

ل  ذا اس  ت ٢-ج  اذب ع  ن  ص  ر ی  ک α چ  ون

،s ∧ t ⩽ α ی  ا r ∧ t ⩽ α ی  ا r ∧ s ⩽ α

داری  م ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ای  ن ک  ه

.(bh)s ◦ (ck)t ⊆ λ ی  ا (ag)r ◦ (ck)t ⊆ λ ی  ا (ag)r ◦ (bh)s ⊆ λ

□ اس  ت. م  درج ف  ازی ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λ ن  ت  ی  ج  ه در

ب  اش  د. R از م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ .۴ ت  ع  ری  ف

ب  رای هرگ  اه م  ی گ  وی  ی  م، R از م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک را λ .١

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،ag, bh, ck هم  گ  ن ع  ن  اص  ر

∧
β∈ag◦bh◦ck λ(β) =

∧
β∈ag◦bh λ(β)

ی  ا

∧
β∈ag◦bh◦ck λ(β) =

∧
β∈ag◦ck λ(β)

ی  ا

.
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) =
∧

β∈bh◦ck λ(β)

اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م، R از م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک را λ .٢



٧۴ ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های در م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(٠)

ب  اش  ی  م داش  ت  ه آن  گ  اه

λ(ag ◦ bh) =
∧

β∈ag◦bh λ(β) = λ(٠)

ی  ا

λ(ag ◦ ck) =
∧

β∈ag◦ck λ(β) = λ(٠)

ی  ا

.λ(bh ◦ ck) =
∧

β∈bh◦ck λ(β) = λ(٠)

اب  رای  ده آل ی  ک را λ ب  اش  د. R از م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

اگ  ر و ف  ق  ط اگ  ر گ  وی  ی  م R از م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =

.max{λ(ag ◦ bh), λ(ag ◦ ck), λ(bh ◦ ck)}

اب  رای  ده آل ی  ک م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل هر ک  ه اس  ت ب  دی  هی

ای  ن گ  وی  ای زی  ر م  ث  ال ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ل  زوم  اً آن ع  ک  س ام  ا اس  ت م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب

اس  ت. م  ط  ل  ب

م  درج ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ب  اش  د. ٢ م  رت  ب  ه از دوری گ  روه G = Z٢ ک  ن  ی  د ف  رض .١٧ .۴ م  ث  ال

(R,+, ◦) = ZA[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د

.x ◦ y = {x · a · y : a ∈ A} ،A = {٢, ۴}

م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را R از λ م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ح  ال
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.λ(x) =


١ x = ٠;

٢
٣ x ∈ ⟨٨⟩ − {٠};

١
٢ x ∈ ZA[i]− ⟨٨⟩ .

٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ام  ا اس  ت م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ه اس  ت ب  دی  هی

زی  را ن  ی  س  ت. م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا

.λ(١٠◦٢◦٢) =
∧

t∈١٠◦٢◦٢ λ(t) =
٢
٣ > ١

٢ = max{λ(٢◦٢), λ(١٠◦٢), λ(١٠◦٢)}

اب  رای  ده آل ی  ک R از م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا اول اب  رای  ده آل هر .١ .١٨ .۴ گ  زاره

اس  ت. م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا ٢-ج  اذب

م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک R از م  درج ف  ازی K-اول اب  رای  ده آل هر .٢

اس  ت.

در ب  اش  د. R از م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا اول اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض (١ اث  ب  ات.

داری  م ag, bh, ck هم  گ  ن ع  ن  ص  ر هر ازای ب  ه ای  ن ص  ورت

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(ag)

ی  ا

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(bh)

ی  ا

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(ck)

ک  ن  ی  د ف  رض

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(ag)

از

،λ(ag ◦ bh ◦ ck) ⩽ λ(ag ◦ bh) ⩽ λ(ag)
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داری  م

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) = λ(ag ◦ bh)

اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان م  ش  اب  ه روش ب  ه

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(bh)

ی  ا

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ckλ(β)=λ(ck)

آن  گ  اه

λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(bh ◦ ck)

ی  ا

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) =
∧

β∈ag◦bh◦ck λ(β) = λ(ag ◦ ck)

اس  ت. م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک R ب  ن  اب  رای  ن

□ اس  ت. اول ق  س  م  ت م  ش  اب  ه دوم ق  س  م  ت اث  ب  ات (٢

ع  ب  ارت های ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض .١٩ .۴ ق  ض  ی  ه

م  ع  ادل ان  د: زی  ر

اس  ت. R از م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا اول اب  رای  ده آل ی  ک λ .١

م  درج ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λα α-ب  رش  ی زی  رم  ج  م  وع  ه ی ،α ∈ [٠, ١] هر ب  رای .٢

اس  ت.

و R از م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا اول اب  رای  ده آل ی  ک λ ک  ن  ی  د ف  رض (٢) → (١) اث  ب  ات.

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د α ∈ [٠, ١] و هم  گ  ن ع  ن  اص  ر ag, bh, ck

.ag ◦ bh ◦ ck ⊆ λα
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داری  م ای  ن ص  ورت در

.max{λ(ag ◦ bh), λ(ag ◦ ck), λ(bh ◦ ck)} = λ(ag ◦ bh ◦ ck) ⩾ α

م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن ک  ه ،λ(bh ◦ ck) ⩾ α ی  ا λ(ag ◦ ck) ⩾ α ی  ا λ(ag ◦ bh) ⩾ α ب  ن  اب  رای  ن

٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λα ب  ن  اب  رای  ن .bh ◦ ck ⊆ λα ی  ا ag ◦ ck ⊆ λα ی  ا ag ◦ bh ⊆ λα

اس  ت. م  درج

٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λα ،α ∈ [٠, ١] هر ازای ب  ه ک  ن  ی  د ف  رض (١) → (٢)

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) = α دهی  د ق  رار ag, bh, ck ف  ازی ع  ن  اص  ر ب  رای ب  اش  د. م  درج

داری  م ل  ذا اس  ت م  درج ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک λα چ  ون .ag ◦ bh ◦ ck ⊆ λα ب  ن  اب  رای  ن

داری  م ن  ت  ی  ج  ه در ک  ه ،λ(bh ◦ ck) ⩾ α ی  ا λ(ag ◦ ck) ⩾ α ی  ا λ(ag ◦ bh) ⩾ α

.max{λ(ag ◦ bh), λ(ag ◦ ck), λ(bh ◦ ck)} ⩾ α = λ(ag ◦ bh ◦ ck)

داری  م ل  ذا اس  ت م  درج ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک λ چ  ون هم  چ  ن  ی  ن

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) ⩾ max{λ(ag ◦ bh), λ(ag ◦ ck), λ(bh ◦ ck)}

ب  ن  اب  رای  ن

.λ(ag ◦ bh ◦ ck) = max{λ(ag ◦ bh), λ(ag ◦ ck), λ(bh ◦ ck)}

□ اس  ت. م  درج ف  ازی ض  ع  ی  ف ک  ام  لا اول اب  رای  ده آل ی  ک λ ن  ت  ی  ج  ه در

از ف  ازی اب  رای  ده آل ی  ک µ و م  درج ض  رب  ی G-اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R ک  ن  ی  د ف  رض .٢٠ .۴ ق  ض  ی  ه

م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک µ ای  ن ص  ورت در .µ ̸= Rg ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د R

ب  اش  د. م  درج ٢-ج  اذب ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R
µ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت

ب  اش  د. R از م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک µ ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. م  درج ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R
µ ؟؟، ن  ت  ی  ج  ه ب  ه ب  ن  ا

ب  اش  ی  م داش  ت  ه µ[xg], µ[yh], µ[zk] ∈ R
µ

.µ[xg]µ[yh]µ[zk] = µ(٠)

چ  ون
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µ[xg]µ[yh]µ[zk] = µ[xg ◦ yh ◦ zk] =
∧

t∈xg◦yh◦zk µ[t]

ب  ن  اب  رای  ن

µ(xg ◦ yh ◦ zk) =
∧

t∈xg◦yh◦zk µ(t) = ١ = µ(٠)

ل  ذا اس  ت از م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک µ چ  ون ح  ال

µ(xg ◦ yh) =
∧

t∈xg◦yh µ(t) = µ(٠) = ١

ی  ا

µ(xg ◦ zk) =
∧

t∈xg◦zk µ(t) = µ(٠) = ١

ی  ا

،µ(yh ◦ zk) =
∧

t∈yh◦zk µ(t) = µ(٠) = ١

ک  ه م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن

µ[xg]µ[yh] = µ(٠)

ی  ا

µ[xg]µ[zk] = µ(٠)

ی  ا

.µ[yh]µ[zk] = µ(٠)

اس  ت. م  درج ٢-ج  اذب ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R
µ ن  ت  ی  ج  ه در

ب  اش  ی  م داش  ت  ه xg, yg, zg ∈ H(R) هر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س اث  ب  ات ب  رای

.µ(xg ◦ yh ◦ zk) =
∧

t∈xg◦yh◦zk µ(t) = µ(٠) = ١

داش  ت خ  واهی  م ای  ن ص  ورت در

.µ[xg]µ[yh]µ[zk] = µ[xg ◦ yh ◦ zk] =
∧

t∈xg◦yh◦zk µ[t]
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ل  ذا، اس  ت م  درج ٢-ج  اذب ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ی  ک R
µ چ  ون

µ[xg]µ[yh] = µ(٠)

ی  ا

µ[xg]µ[zk] = µ(٠)

ی  ا

.µ[yh]µ[zk] = µ(٠)

ب  ن  اب  رای  ن

µ(xg ◦ yh) =
∧

t∈xg◦yh µ(t) = µ(٠) = ١

ی  ا

µ(xg ◦ zk) =
∧

t∈xg◦zk µ(t) = µ(٠) = ١

ی  ا

،µ(yh ◦ zk) =
∧

t∈yh◦zk µ(t) = µ(٠) = ١

□ اس  ت. م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  رای  ده آل ی  ک µ م  ی دهد ن  ش  ان ای  ن ک  ه

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۵

اب  راي  ده آل م  ان  ن  د م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های از م  خ  ت  ل  ف  ی م  ف  اهي  م م  ق  ال  ه، ای  ن در

٢-ج  اذب اب  راي  ده آل م  درج، ف  ازی ق  وی ط  ور ب  ه ٢-ج  اذب اب  راي  ده آل م  درج، ف  ازی ٢-ج  اذب

از ت  ع  م  ی  م  ی واق  ع در ک  ه را م  درج ف  ازی K- ٢-ج  اذب اب  راي  ده آل و م  درج ف  ازی ض  ع  ي  ف ک  ام  لا

ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه م  ورد ج  اب  ج  اي  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ي  ک در را م  ی ب  اش  ن  د ف  ازی اول اب  راي  ده آل های

و م  درج ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های م  ف  هوم دو ک  ل  ی ح  ال  ت در ک  ه دادی  م ن  ش  ان م  ا دادی  م. ق  رار

ب  رق  رار م  درج ح  ال  ت در ق  ض  ای  ا از ب  س  ی  اری و هس  ت  ن  د م  ت  ف  اوت ف  ازی ج  اذب اب  راي  ده آل های
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ن  ت  اي  ج و اس  اس  ی خ  اص  ي  ت های ب  رخ  ی ک  ردی  م. ارای  ه را خ  ص  وص ای  ن در م  ث  ال های و ن  ی  س  ت

و ب  ي  ان هم  ری  خ  ت  ی و ف  ازی هم  گ  ن ع  ن  اص  ر م  ول  ف  ه های ت  ح  ت را س  اخ  ت  ارها ن  وع اي  ن از ج  دي  د

ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های و م  درج ف  ازی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه های ب  ي  ن راب  ط  ه هم  چ  ن  ي  ن ک  ردی  م. اث  ب  ات

م  ج  م  وع  ه آن، ت  ح  ت ک  ه ش  راي  ط  ی و ک  رده اراي  ه ب  رش  ی م  ج  م  وع  ه های از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  درج

اب  رح  ل  ق  ه ي  ک ف  ازی، اب  راي  ده آل ي  ک روی م  درج ج  اب  ج  اي  ی ض  رب  ی اب  رح  ل  ق  ه ي  ک ق  س  م  ت  ی خ  ارج

ن  م  ودی  م. ب  ي  ان را م  ی ش  ود م  درج ض  رب  ی
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