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چ  ک  ی  ده
روی ،□ ∈ {∼,→} ک  ه (⊗,□) های م  ش  ت  ق م  ف  هوم اب  ت  دا م  ق  ال  ه ای  ن در
ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه ان  د، ش  ده س  ازی م  ش  خ  ص  ه س  پ  س و ش  ده م  ع  رف  ی EQ-ج  ب  رها

ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی ((⊗,∼) (∽,⊗)(م  ش  ت  ق م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ت  اب  ع
در .x ∼ y = ١ و d(x) = ١ ،x, y ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت E
م  ش  ت  ق ب  ع  لاوه ش  ود. م  ی ب  س  ت  ار و هم  ری  خ  ت  ی ی  ک  ن  وا، م  ش  ت  ق ی  ک d ن  ت  ی  ج  ه
ق  رار ب  ح  ث م  ورد ن  ت  ای  ج ب  ع  ض  ی و ش  ده ب  ررس  ی EQ-ج  ب  رها روی (⊗,∧) های
م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E اگ  ر ک  ه اس  ت ش  ده داده ن  ش  ان واق  ع در اس  ت. گ  رف  ت  ه
،d(١) ⊗ x ≤ d(x) ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د، E روی (⊗,∧)

(⊗,∨) های م  ش  ت  ق روی ب  ر م  ط  ال  ع  ه ب  ا س  پ  س ی  ک  ن  واس  ت. م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه
و ک  رده م  ع  رف  ی را ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م م  ش  ت  ق م  رت  ب، م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای روی
ی  ک ،x ∈ E هر ب  رای da(x) = x⊗ a ،a ∈ E هر ب  رای ک  ه اس  ت ش  ده ث  اب  ت
ای وی  ژگ  ی اث  ب  ات ب  ا پ  ای  ان، در اس  ت. E روی ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م ،(⊗,∨) م  ش  ت  ق
در ث  اب  ت ن  ق  اط ی م  ج  م  وع  ه آن ت  ح  ت ک  ه ش  ود م  ی ی  اف  ت ش  رای  ط  ی EQ-ج  ب  رها، از
EQ-ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  رت  ب، م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای روی (⊗,∨) های م  ش  ت  ق
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م  ق  دم  ه ١

ت  ق  ری  ب  ی اس  ت  دلال و ق  ط  ع  ی  ت ع  دم م  ط  ال  ع  ه ب  رای اب  زاری ع  ن  وان ب  ه ت  وان م  ی را ف  ازی م  ن  ط  ق

MTL و [٣] ٢ ل  وک  اس  ی  وی  چ ،[١٠] BL ،[٣] ١ م  ان  ده های م  ن  ط  ق م  ث  ال ب  رای .[١٠] دان  س  ت

ی  ک هس  ت  ن  د. {٠١} درس  ت  ی ارزش ب  ول  ی ت  ع  م  ی  م ب  رای ف  ازی م  ن  ط  ق های ای  ن از ب  رخ  ی [۶]

م  رت  ب  ه های م  ن  ط  ق ب  رای ف  ازی ب  راب  ری ی  ک از ت  ع  م  ی  م  ی واق  ع در (FTT) ف  ازی ن  وع از ن  ظ  ری  ه

ن  ظ  ری  ه درس  ت  ی ارزش ت  ع  م  ی  م ج  ب  ری م  ع  ادل ب  ه دس  ت  ی  اب  ی ب  رای ل  ذا .[١۶] ک  ن  د م  ی ای  ج  اد را ب  الات  ر

ک  ه ش  د، م  ط  رح [١۴] ٣ ن  واک ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ب  رای EQ-ج  ب  ر، ن  ام ب  ه خ  اص ج  ب  ر ی  ک ف  ازی

از ب  رگ  رف  ت  ه م  ش  ت  ق م  ف  هوم ب  اش  ن  د. م  ی EQ-ج  ب  رها از خ  اص  ی ن  وع م  ان  ده م  ش  ب  ک  ه های واق  ع در

در اس  ت. ش  ده ارائ  ه ج  ب  ری س  ی  س  ت  م های خ  واص و س  اخ  ت  ار در ت  ح  ق  ی  ق  ات ب  رای ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  ئ  وری

ای  ف  ا ج  ب  ری هن  دس  ه در را م  هم  ی ن  ق  ش و اس  ت ق  دی  م  ی ح  ل  ق  ه ن  ظ  ری  ه در م  ش  ت  ق م  ف  هوم ح  ق  ی  ق  ت

و ۵ ج  ون ک  رد. م  ع  رف  ی اول ح  ل  ق  ه در را م  ش  ت  ق م  ف  هوم [١٨] ۴ پ  س  ن  ر ١٩۵٧ در ک  ن  د. م  ی

روی م  ش  ت  ق دادن  د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را BCI ج  ب  رهای در م  ش  ت  ق م  ف  هوم [١٢] در ۶ ش  ی  ن

، [٧] در دی  گ  ری م  ح  ق  ق  ان ت  وس  ط س  پ  س و [١٩] ش  د م  ط  رح ٧ س  اس ت  وس  ط اب  ت  دا م  ش  ب  ک  ه ها

MV ج  ب  رهای در م  ش  ت  ق ب  ع  دها ش  د. ب  ررس  ی م  ش  ب  ک  ه ها روی م  ش  ت  ق از خ  واص  ی [٢٢] و [٢]

در ها م  ش  ت  ق اهم  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ش  ده م  ط  ال  ع  ه [٩] و [١١] در ن  ی  ز م  ان  ده م  ش  ب  ک  ه های و

آن از خ  واص  ی و ش  ده ت  ع  ری  ف EQ-ج  ب  رها روی م  ش  ت  ق ن  وع  ی [١٣] در ش  د، ذک  ر ک  ه ج  ب  رهای  ی

م  ش  ت  ق از م  ت  ف  اوت م  ش  ت  ق ن  وع چ  ن  د م  ق  ال  ه ای  ن در ش  دی  م آن ب  ر رو ای  ن از اس  ت. ش  ده ب  ررس  ی

م  ق  ال  ه ای  ن در م  وج  ود م  ط  ال  ب ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ش  ون  د، م  ی م  ع  رف  ی ادام  ه در ک  ه [١٣] در ش  ده ت  ع  ری  ف

ان  د. ش  ده دهی س  ازم  ان زی  ر ص  ورت ب  ه

و EQ-ج  ب  رها درب  اره م  ق  دم  ات  ی و اس  اس  ی ت  ع  اری  ف و م  ف  اهی  م از ب  رخ  ی دوم، ب  خ  ش در

ش  ده آوری ج  م  ع گ  ی  رن  د، م  ی ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ب  ع  د های ب  خ  ش در ک  ه ها آن خ  واص از ب  ع  ض  ی

را EQ-ج  ب  رها روی ،□ ∈ {∼,→,∧} ک  ه (⊗,□) های م  ش  ت  ق س  وم، ب  خ  ش در اس  ت.
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ک  ن  ی  م. م  ی س  ازی م  ش  خ  ص  ه را (⊗,→) و (⊗,∼) های م  ش  ت  ق و دهی  م م  ی ق  رار ب  ررس  ی م  ورد

آن از م  ث  ال چ  ن  دی  ن و م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق چ  هارم، ب  خ  ش در

ک  ه ک  ن  ی  م م  ی پ  ی  دا ش  رای  ط  ی م  ش  ت  ق ای  ن ث  اب  ت ن  ق  اط روی ب  ر م  ط  ال  ع  ه ب  ا و آوری  م م  ی ب  دس  ت را

ج  ب  ر م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  ش  ت  ق، ای  ن در ث  اب  ت ن  ق  اط م  ج  م  وع  ه ی آن ت  ح  ت

دهد. م  ی

پ  ی  ش ن  ی  ازها ٢

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را م  ق  ال  ه س  رت  اس  ر در م  وردن  ی  از اس  اس  ی اص  ط  لاح  ات و م  ف  اهی  م ب  خ  ش، ای  ن در

ی  ک ،(٢, ٢, ٢, ٠) ن  وع از ξ = (E,∧,⊗,∼, ١) ج  ب  ری دس  ت  گ  اه .([۵ ،١٧]) .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه a, b, c, d ∈ E هر ازای ب  ه هرگ  اه م  ی ش  ود، گ  ف  ت  ه EQ-ج  ب  ر

ال  ق  ا ج  زئ  ی ت  رت  ی  ب ی  ع  ن  ی ب  اش  د، ١ ع  ض  و ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ا م  ش  ب  ک  ه ∧-ن  ی  م ی  ک (E,∧, ١) (E١)

اس  ت، a ∧ b = a اگ  ر ت  ن  ها اگ  ر a ≤ b ص  ورت، ب  ه ∧ ت  وس  ط ش  ده

ک  ه م  ع  ن  ی ب  دی  ن ب  اش  د ی  ک  ن  وا ≤ ب  ه ن  س  ب  ت ⊗ ع  م  ل و ج  اب  ج  ای  ی ت  ک  واره ی  ک (E,⊗, ١) (E٢)

،a⊗ z ≤ b⊗ z ک  ن  د ای  ج  اب a ≤ b ،z ∈ E هر ب  رای

،a ∼ a = ١ (E٣)

،((a ∧ b) ∼ c)⊗ (d ∼ a) ≤ c ∼ (d ∧ b) (E۴)

،(a ∼ b)⊗ (c ∼ d) ≤ (a ∼ c) ∼ (b ∼ d) (E۵)

،(a ∧ b ∧ c) ∼ a ≤ (a ∧ b) ∼ a (E۶)

.a⊗ b ≤ a ∼ b (E٧)

و ض  رب پ  ای  ی  ن)، ک  ران (ب  زرگ  ت  ری  ن ای  ن  ف  ی  م  م ت  رت  ی  ب ب  ه ”∼” و ”⊗” ، ”∧” دوت  ای  ی اع  م  ال

ای  ن س  رت  اس  ر در ک  ه ش  وی  م ی  ادآور را م  ط  ل  ب ای  ن اس  ت لازم م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده ف  ازی ت  س  اوی

ک  ه EQ-ج  ب  ری هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. ξ = (E,∧,⊗,∼, ١) EQ-ج  ب  ر، ،ξ از م  ن  ظ  ور م  ق  ال  ه

،a ∈ E هر ب  رای EQ-ج  ب  ر ای  ن در و گ  وی  ی  م م  ی ک  ران  دار را ب  اش  د، ٠ ع  ض  و ک  وچ  ک  ت  ری  ن دارای

دهی  م: م  ی ق  رار a, b ∈ E هر ب  رای ط  رف  ی از ب  اش  د. م  ی a⊗ ٠ = ٠

ã = a ∼ ١, a → b = (a ∧ b) ∼ a, an = a⊗ a⊗ ...⊗ a
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ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د ∧,⊗,∼ دوت  ای  ی ع  م  ل س  ه ب  ا هم  راه ن  ات  هی ی م  ج  م  وع  ه ی  ک E اگ  ر

ب  رای و ب  اش  د ی  ک  ن  وا ≤ روی ⊗ و ت  ک  واره ی  ک (E,⊗, ١) و م  ش  ب  ک  ه ∧-ن  ی  م ی  ک (E,∧, ١)

EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ = (E,∧,⊗,∼, ١) آن  گ  اه ،a ∼ b = ١ ب  اش  ی  م داش  ت  ه a, b ∈ E هر

اس  ت.

a, b, c, d ∈ E هر ب  رای زی  ر رواب  ط آن  گ  اه ب  اش  د، EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ اگ  ر .([١٧ ،۴]) .٢. ٢ ل  م

ب  رق  رارن  د:

،a ∼ b = b ∼ a (e١)

،a ∼ b ≤ a → b, a → a = ١ (e٢)

،(a ∼ b)⊗ (b ∼ c) ≤ (a ∼ c) (e٣)

،a ∼ d ≤ (a ∧ b) ∼ (d ∧ b) (e۴)

،(a ∼ d)⊗ ((a ∧ b) ∼ c) ≤ (d ∧ b) ∼ c (e۵)

،(a ∧ b) ∼ a ≤ (a ∧ b ∧ c) ∼ (a ∧ c) (e۶)

،a⊗ b ≤ a ∧ b ≤ a, b (e٧)

،b ≤ b̃ ≤ a → b (e٨)

و c → a ≤ c → b ،ã ≤ b̃ ،b → a = a ∼ b ،a → b = ١ آن  گ  اه ،a ≤ b اگ  ر (e٩)

،b → c ≤ a → c

،a ∼ c ≤ b ∼ c و a ∼ c ≤ a ∼ b آن  گ  اه ،a ≤ b ≤ c اگ  ر (e١٠)

.a⊗ (a ∼ b) ≤ b̃ (e١١)

گ  وی  ی  م: ب  اش  د، EQ-ج  ب  ر ی  ک E اگ  ر .([١٧ ،۴]) .٢. ٣ ت  ع  ری  ف

،a = b ک  ن  د ای  ج  اب a ∼ b = ١ ،a, b ∈ E هر ب  رای اگ  ر اس  ت، پ  ذی  ر ج  دای  ی E (i)

ی  ک ≤ ت  وس  ط ش  ده ال  ق  ا ج  زئ  ی ت  رت  ی  ب ت  ح  ت اگ  ر اس  ت، م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ،E (ii)

ب  اش  د. م  ش  ب  ک  ه

آن  گ  اه ب  اش  د. ت  اب  ع ی  ک d : E → E و EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .([١]) .۴ .٢ ت  ع  ری  ف

:d ت  اب  ع گ  وی  ی  م

.d(x) ≤ d(y)ک  ن  د ای  ج  اب x ≤ y ،x, y ∈ Eهر ب  رای اگ  ر اس  ت ی  ک  ن  وا (ال  ف)

.d = d٢ ≥ idE و ب  اش  د ی  ک  ن  وا اگ  ر اس  ت ب  س  ت  ار (ب)

.d = d٢ ≤ idE و ب  اش  د ی  ک  ن  وا اگ  ر اس  ت ب  س  ت  ار دوگ  ان (ج)
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ص  ورت ب  ه d ت  اب  ع ب  رای E ث  اب  ت ن  ق  اط ی هم  ه ی م  ج  م  وع  ه وی  ژه ب  ه

ش  ود. م  ی داده ن  م  ای  ش Fixd(E) = {x ∈ E | d(x) = x}

هرگ  اه ن  ام  ی  م، م  ی ξ از ف  ی  ل  ت  ر پ  ی  ش ی  ک را ξ از F غ  ی  رت  هی زی  رم  ج  م  وع  ه .([۵]) .۵ .٢ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه a, b ∈ E هر ب  رای

،١ ∈ F (PF١)

.b ∈ F ک  ن  د ای  ج  اب ،a, a → b ∈ F (PF٢)

□ ∈ {∼,→,∧} ک  ه EQ-ج  ب  رها روی (⊗,□) های م  ش  ت  ق ٣

و ش  ده م  ط  ال  ع  ه EQ-ج  ب  رها روی □ ∈ {∼,→,∧} ک  ه (⊗,□) های م  ش  ت  ق ب  خ  ش ای  ن در

و (⊗,∼) های م  ش  ت  ق هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ها آن های وی  ژگ  ی از ب  رخ  ی

ان  د. ش  ده س  ازی م  ش  خ  ص  ه (⊗,→)

ب  ه ن  ام  ی  م م  ی ξ EQ-ج  ب  ر روی (⊗,□) م  ش  ت  ق ی  ک را d : E → E ت  اب  ع .٣. ١ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رط در ،x, y ∈ E هر ب  رای اگ  ر ،□ ∈ {∼,→,∧} ک  ه ط  وری

d(x⊗ y) = (d(x)⊗ y)□(x⊗ d(y)).

و اگ  ر اس  ت E ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ت  اب  ع .٣. ٢ ق  ض  ی  ه

.x ∼ y = ١ و d(x) = ١ ،x, y ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها

داری  م: x ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د. ξ روی (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک d ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

d(x٢) = d(x⊗ x)

= (d(x)⊗ x) ∼ (x⊗ d(x))

= ١.
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آوری  م: م  ی ب  دس  ت اک  ن  ون .d(١) = d(٠) = ١ ب  ن  اب  رای  ن

١ = d(٠)

= d(x⊗ ٠)

= (d(x)⊗ ٠) ∼ (x⊗ d(٠))

= ٠ ∼ x.

داش  ت: خ  واهی  م ،(e٣) و (e١) ط  ب  ق ن  ت  ی  ج  ه در

ل  ذا .x ∼ y = ١ ،x, y ∈ E هر ب  رای پ  س ،١ = (x ∼ ٠)⊗ (٠ ∼ y) ≤ x ∼ y

d(x) = d(x⊗ ١)

= (d(x)⊗ ١) ∼ (x⊗ d(١))

= d(x) ∼ x

= ١.

ف  رض ط  ب  ق آن  گ  اه، x ∼ y = ١ و d(x) = ١ ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س،

ب  ن  اب  رای  ن .d(x⊗ y) = ١ و (d(x)⊗ y) ∼ (x⊗ d(y)) = x ∼ y = ١

م  ش  ت  ق ی  ک d دهد م  ی ن  ش  ان ک  ه ،d(x ⊗ y) = (d(x) ⊗ y) ∼ (x ⊗ d(y))

□ اس  ت. (⊗,∼)

،٣- ٢ ق  ض  ی  ه ب  رای x ∼ y = ١ ش  رط ،x, y ∈ E هر ب  رای ک  ه دهد م  ی ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال

اس  ت. لازم

زی  ر ص  ورت ب  ه را ∼ و ⊗ .٠ < a < ١ ک  ه ،E = {٠, a, ١} ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٣ م  ث  ال

ک  ن  ی  م: م  ی ت  ع  ری  ف
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∼ ٠ a ١

٠ ١ ١ a

a ١ ١ a

١ a a ١

⊗ ٠ a ١

٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ a a

١ ٠ a ١

هر ب  رای ،d : E → E ت  اب  ع EQ-ج  ب  راس  ت. ی  ک (E,∧,⊗,∼, ١) آن  گ  اه

ت  وان م  ی راح  ت  ی ب  ه ک  ن  ی  م. م  ی ت  ع  ری  ف d(x) = ١ ص  ورت ب  ه را ،x ∈ E

و d(a ⊗ ١) = d(a) = ١ زی  را ن  ی  س  ت، E روی (⊗,∼) م  ش  ت  ق d ک  ه داد ن  ش  ان

.(d(a)⊗ ١) ∼ (a⊗ d(١)) = ١ ∼ a = a

ξ ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک d ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .٣ ق  ض  ی  ه

آن  گ  اه: ب  اش  د.

اس  ت. ی  ک  ن  وا d (i)

ک  ن  د. م  ی ح  ف  ظ را ξ EQ-ج  ب  ر روی اع  م  ال d ی  ع  ن  ی اس  ت، هم  ری  خ  ت  ی d (ii)

اس  ت. ب  س  ت  ار d (iii)

ن  ی  س  ت. ξ از ف  ی  ل  ت  ر پ  ی  ش ی  ک ک  ه ،Fixd(E) = {١} (iv)

اس  ت. واض  ح ٣- ٢ ق  ض  ی  ه وس  ی  ل  ه ب  ه (iii) و (ii) ،(i) اث  ب  ات اث  ب  ات.

،۵ -٢ ت  ع  ری  ف و ف  رض ط  ب  ق ،Fixd(E) = {١} دی  د ت  وان م  ی آس  ان  ی ب  ه (iv)

ب  ن  اب  رای  ن .x /∈ {١} ام  ا ،١ → x = ١ ∼ x = ١ ∈ {١} ،داری  م x ̸= ١ هر ب  رای

□ ن  ی  س  ت. ξ از ف  ی  ل  ت  ری پ  ی  ش Fixd(E)

ن  وش  ت: را زی  ر ق  ض  ی  ه ت  وان م  ی ن  ی  ز (⊗,→) م  ش  ت  ق ب  رای ،٣- ٢ ق  ض  ی  ه م  ش  اب  ه

ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی (⊗,→) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ت  اب  ع .۵ .٣ ق  ض  ی  ه

.x ∼ y = ١ و d(x) = ١ ،x, y ∈ E هر ب  رای اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت ξ

□ اس  ت. اث  ب  ات ق  اب  ل راح  ت  ی ب  ه ،٣- ٢ ق  ض  ی  ه م  ش  اب  ه اث  ب  ات.

d آن  گ  اه ب  اش  د. ξ ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی ت  اب  ع ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .٣ ن  ت  ی  ج  ه

ب  اش  د. (⊗,→) م  ش  ت  ق ی  ک d اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر اس  ت (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک



٩٠ EQ-ج  ب  رها روی ها م  ش  ت  ق ب  رخ  ی

را EQ-ج  ب  رها روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق خ  ص  وص  ی  ات از ب  رخ  ی و آورده م  ث  ال چ  ن  د اک  ن  ون

آوری  م. م  ی ب  دس  ت

d : E → E ت  اب  ع ب  اش  د. EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض (i) .٣. ٧ م  ث  ال

اس  ت. ξ روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d(x) = x ص  ورت ب  ه ،x ∈ E هر ب  رای

ب  ه d : E → E ت  اب  ع ب  اش  د. ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض (ii)

اس  ت. ξ روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک ب  اش  د، d(x) = ٠ ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری

را ٠ ≤ a, b ≤ c ≤ d ≤ ١ ک  ه ط  وری ب  ه E = {٠, a, b, c, d, ١} EQ-ج  ب  ر (iii)

ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه E روی ف  ازی ت  س  اوی و ض  رب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

ش  ون  د[١٧]: م  ی

∼ ٠ a b c d ١

٠ ١ ١ a a a a

a ١ ١ a a a a

b a a ١ c c c

c a a c ١ c c

d a a c c ١ d

١ a a c c d ١

⊗ ٠ a b c d ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a

b ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ b

c ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ c

d ٠ ٠ ٠ ٠ d d

١ ٠ a b c d ١

d(٠) = d(b) = d(c) = ٠, d(a) = a, d(d) = d ک  ه ط  وری ب  ه E روی d ت  اب  ع

ن  ی  س  ت، ی  ک  ن  وا ک  ه اس  ت E روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق d آن  گ  اه ب  اش  د. d(١) = ١ و

ی  ک d ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. ب  رق  رار a = d(a) ≤ d(c) = ٠ ام  ا ،a ≤ c زی  را

ی  ک d ل  ذا ،d(d ∼ b) ̸= d(d) ∼ d(b)) چ  ون ط  رف  ی از ن  ی  س  ت. ب  س  ت  ار

ن  ی  س  ت. هم  ری  خ  ت  ی

ط  وری ب  ه ب  اش  د EQ-ج  ب  ر ی  ک E = {٠, a, b, c, d, ١} ک  ن  ی  د ف  رض (iv)

ک  ه

زی  ر ص  ورت ب  ه E روی ف  ازی ت  س  اوی و ض  رب .٠ ≤ a ≤ b, c ≤ d ≤ ١
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ش  ون  د[١٧]: م  ی ت  ع  ری  ف

∼ ٠ a b c d ١

٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ ١ d d d d

b ٠ d ١ d d d

c ٠ d d ١ d d

d ٠ d d d ١ ١

١ ٠ d d d ١ ١

⊗ ٠ a b c d ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a

b ٠ ٠ a a a b

c ٠ ٠ a ٠ a c

d ٠ ٠ a a a d

١ ٠ a b c d ١

d(٠) = d(a) = ٠, d(b) = d(c) = ک  ه ط  وری ب  ه E روی d ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض

ک  ه اس  ت E روی ی  ک  ن  وا (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک ،d آن  گ  اه ش  ود. ت  ع  ری  ف d(١) = b و d(d) = a

زی  را ب  اش  د ن  م  ی هم  ری  خ  ت  ی ی  ک d هم  چ  ن  ی  ن .d(d(١)) ̸= d(١) چ  ون ب  اش  د، ن  م  ی ب  س  ت  ار

.d(١⊗ b) ̸= d(١)⊗ d(b)

آن  گ  اه ب  اش  د. ξ EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٨ ق  ض  ی  ه

هس  ت  ن  د: ب  رق  رار x, y ∈ E هر ب  رای زی  ر م  وارد

،d(٠) = ٠ ب  اش  د، ک  ران  دار ξ اگ  ر (a)

،d(x) ≤ x⊗ d(١) ≤ x ≤ x̃ (b)

،d(x)⊗ d(y) ≤ d(x⊗ y) ≤ d(x) ∧ d(y) (c)

،d(x) ≤ d(١) (d)

d(x⊗ y) ≤ x ∼ y ≤ x → y, (e)

،d(x) ≤ y → x (f)

،d(xn) = xn−١ ⊗ d(x) ،n ≥ ١ هر ب  رای (g)

،d(x) = ٠ ،x ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه ،d(١) = ٠ و ب  اش  د ک  ران  دار ξ اگ  ر (h)

،(d(x))n ≤ d(xn) ،n ≥ ١ هر ب  رای (i)

.d(y) ≤ x آن  گ  اه ب  اش  د، پ  ذی  ر ج  دای  ی ج  ب  ر -EQ ی  ک E و y ≤ x اگ  ر (j)



٩٢ EQ-ج  ب  رها روی ها م  ش  ت  ق ب  رخ  ی

داری  م: (a) اث  ب  ات.

d(٠) = d(٠⊗ ٠)

= (d(٠)⊗ ٠) ∧ (٠⊗ d(٠))

= ٠.

داری  م: (b)

d(x) = d(x⊗ ١)

= (d(x)⊗ ١) ∧ (x⊗ d(١))

= d(x) ∧ (x⊗ d(١)).

.d(x) ≤ (x⊗ d(١)) ≤ x ≤ x̃ آن  گ  اه

.d(x)⊗ d(y) ≤ d(x)⊗ y و d(x)⊗ d(y) ≤ x⊗ d(y) داری  م ،(b) ق  س  م  ت ب  ه ب  ن  ا (c)

.d(x)⊗ d(y) ≤ (x⊗ d(y)) ∧ (d(x)⊗ y) = d(x⊗ y) ≤ d(x) ∧ d(y) ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. واض  ح (b) ق  س  م  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات (d)

.d(x⊗ y) ≤ x⊗ y ≤ x ∼ y ≤ x → y داری  م: (b) ق  س  م  ت و (e٢) ط  ب  ق (e)

اس  ت. واض  ح اث  ب  ات (b) ق  س  م  ت و (e٩) ، (e٨) از اس  ت  ف  اده ب  ا (f)

داری  م: (g)

d(x٢) = d(x⊗ x)

= (d(x)⊗ x) ∧ (x⊗ d(x))

= d(x)⊗ x.

داش  ت خ  واهی  م راح  ت  ی ب  ه اس  ت  ق  را ک  م  ک ب  ه ب  ن  اب  رای  ن،

.d(xn) = xn−١ ⊗ d(x)

ن  ت  ی  ج  ه (b) و (c) ،(d) های ق  س  م  ت از ت  رت  ی  ب ب  ه (j) و (i) ،(h) های ق  س  م  ت

□ ش  ون  د. م  ی
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ش  ود: م  ی گ  رف  ت  ه زی  ر ن  ت  ی  ج  ه (a) ق  س  م  ت ٣- ٨ ق  ض  ی  ه و ٣- ٢ ق  ض  ی  ه از

d اگ  ر ب  اش  د. ξ ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی ت  اب  ع ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ٩ ن  ت  ی  ج  ه

ن  ی  س  ت. (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ب  اش  د، ξ روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک

ξ ک  ران  دار EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٠ ق  ض  ی  ه

آن  گ  اه: ،a⊗ b = ٠ ،b ∈ E − {١} هر ب  رای و a ∈ E اگ  ر ب  اش  د.

.d(a) = ٠ ک  ن  د م  ی ای  ج  اب d(١) ̸= ١ (i)

.d(b) = ٠ ،b ∈ E − {١} هر ب  رای ک  ن  د م  ی ای  ج  اب d(١) = a (ii)

داری  م: آن  گ  اه .d(١) = c ̸= ١ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

d(a) = d(a⊗ ١)

= (d(a)⊗ ١) ∧ (a⊗ d(١))

= d(a) ∧ (a⊗ c)

= d(a) ∧ ٠

= ٠.

داری  م: ،b ∈ E − {١} ب  رای (ii)

d(b) = d(b⊗ ١)

= (d(b)⊗ ١) ∧ (b⊗ d(١))

= d(b) ∧ (b⊗ a)

= d(b) ∧ ٠

= ٠.

□



٩۴ EQ-ج  ب  رها روی ها م  ش  ت  ق ب  رخ  ی

ت  اب  ع آن  گ  اه ب  اش  د. a ∈ E و EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١١ ق  ض  ی  ه

ش  ود، ت  ع  ری  ف da(x) = a ⊗ x ،x ∈ E هر ی  رای ک  ه ط  وری ب  ه da : E → E

اس  ت. ξ روی ی  ک  ن  وا (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک

ط  رف  ی از ،da(x⊗ y) = a⊗ (x⊗ y) داری  م اث  ب  ات.

،(da(x)⊗ y) ∧ (x⊗ da(y)) = ((a⊗ x)⊗ y) ∧ (x⊗ (a⊗ y)) = a⊗ (x⊗ y)

ی  ک  ن  وا da ک  ه ش  ود م  ی دی  ده آس  ان  ی ب  ه اس  ت. (⊗,∧) م  ش  ت  ق da ب  ن  اب  رای  ن

□ اس  ت.

،(iii) ق  س  م  ت ٣- ٧ م  ث  ال در d م  ش  ت  ق ب  رای زی  را ب  اش  د، ن  م  ی ب  رق  رار ف  وق ق  ض  ی  ه ع  ک  س

ب  ه ت  وان ن  م  ی را (⊗,∧) م  ش  ت  ق هر ب  ن  اب  رای  ن .d = da ک  ه ط  وری ب  ه ن  دارد وج  ود a ∈ E

ن  وش  ت. ،a ∈ E ی  ک ب  رای ،da ص  ورت

ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه ξ EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E اگ  ر .٣. ١٢ ق  ض  ی  ه

اس  ت. ی  ک  ن  وا م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ب  اش  د. d(١)⊗ x ≤ d(x) ،x ∈ E هر

داری  م: اث  ب  ات.

d(x) = d(x⊗ ١)

= (d(x)⊗ ١) ∧ (x⊗ d(١))

= d(x) ∧ (x⊗ d(١))

= x⊗ d(١).

□ .d(x) ≤ d((y) ب  ن  اب  رای  ن .x⊗ d(١) ≤ y ⊗ d(١) آن  گ  اه ،x ≤ y اگ  ر اک  ن  ون

(⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E و EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .٣. ١٣ ق  ض  ی  ه

،d(١) ⊗ x ≤ d(x) و d(d(١)) = d(١) ،x ∈ E هر ب  رای اگ  ر ب  اش  د. ξ روی

داری  م: ،x, y ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه

،d(١)⊗ d(١) = d(١) (i)

،d(x⊗ y) = d(x)⊗ d(y) (ii)
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.d(d(x)) = d(x) (iii)

داری  م ،٣- ١٢ ق  ض  ی  ه و d(١) ⊗ x ≤ d(x) از اس  ت  ف  اده ب  ا (i) اث  ب  ات.

.d(١) = d(d(١)) = d(١)⊗ d(١) ب  ن  اب  رای  ن .d(١)⊗ x = d(x)

داری  م: (i) ک  م  ک ب  ه (ii)

d(x⊗ y) = d(١)⊗ (x⊗ y)

= (d(١)⊗ d(١))⊗ (x⊗ y)

= (d(١)⊗ x)⊗ (d(١)⊗ y)

= d(x)⊗ d(y).

.d(d(x)) = d(١) ⊗ d(x) = d(x ⊗ ١) = d(x) داری  م: (ii) ق  س  م  ت ط  ب  ق (iii)

□

داش  ت: خ  واهی  م را زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ٣- ١٣ و ٣- ١٢ ق  ض  ای  ای ب  ه ب  ن  ا

ξ روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E و EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .١۴ .٣ ن  ت  ی  ج  ه

م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ،d(d(١)) = d(١) و d(١)⊗ x ≤ d(x) ،x ∈ E هر ب  رای اگ  ر ب  اش  د.

اس  ت. E روی ب  س  ت  ار دوگ  ان

م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ۴

را d : E → E ت  اب  ع ب  اش  د. م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .١ .۴ ت  ع  ری  ف

ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رط در ،x, y ∈ E هر ب  رای اگ  ر ن  ام  ی  م، م  ی ξ روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق

d(x⊗ y) = (d(x)⊗ y) ∨ (x⊗ d(y))

ت  اب  ع ب  اش  د. م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض (i) .٢ .۴ م  ث  ال

م  ش  ت  ق ی  ک ب  اش  د، d(x) = x ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه d : E → E
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اس  ت. ξ روی (⊗,∨)

ت  اب  ع ب  اش  د. ک  ران  دار م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض (ii)

م  ش  ت  ق ی  ک ب  اش  د، d(x) = ٠ ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه d : E → E

اس  ت. ξ روی (⊗,∨)

ک  ه ط  وری ب  ه را E روی d ت  اب  ع ،(iv) ق  س  م  ت ٣. ٧ م  ث  ال در (iii)

ن  ظ  ر در ب  اش  د، d(d) = b و d(٠) = d(١) = ٠d(a) = a, d(b) = d(c) = c

ن  ی  س  ت، ی  ک  ن  وا ک  ه اس  ت E روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ب  گ  ی  ری  د.

ن  ی  س  ت. ب  رق  رار a = d(a) ≤ d(١) = ٠ ام  ا ،a ≤ ١ زی  را

ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را E = {٠, a, b, c, d, ١} خ  ط  ی م  رت  ب EQ-ج  ب  ر (iv)

:[١٧] ش  ون  د م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه E روی ف  ازی ت  س  اوی و ض  رب

∼ ٠ a b c d ١

٠ ١ d c b a ٠

a d ١ d c b a

b c d ١ d c b

c b c d ١ d c

d a b c d ١ d

١ ٠ a b c d ١

⊗ ٠ a b c d ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a

b ٠ ٠ ٠ ٠ a b

c ٠ ٠ ٠ a a c

d ٠ ٠ a a a d

١ ٠ a b c d ١

و d(٠) = ٠, d(a) = d(b) = a, d(c) = c ک  ه ط  وری ب  ه E روی d ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. E روی ی  ک  ن  وا (⊗,∨) م  ش  ت  ق d آن  گ  اه ب  اش  د. d(d) = d(١) = d

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه را E روی d٢ و d١ ت  واب  ع ،٣- ٣ م  ث  ال ج  دول در (v)

.d(١)١ = d(٠)١ = ٠ و d١(a) = a

.d٢(a) = d(٠)٢ = ٠ و d(١)٢ = ١

(h) ق  س  م  ت ط  ب  ق ام  ا اس  ت، E روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d١ ک  ه ش  ود م  ی دی  ده راح  ت  ی ب  ه

ک  ه اس  ت E روی (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک d٢ هم  چ  ن  ی  ن ن  ی  س  ت. (⊗,∧) م  ش  ت  ق ی  ک ،٣- ٨ ق  ض  ی  ه

ن  ی  س  ت. (⊗,∨) م  ش  ت  ق
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ب  اش  د. ξ م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d ک  ن  ی  د ف  رض .٣ .۴ ت  ع  ری  ف

را: d آن  گ  اه

.d(x) ≤ x ،x ∈ E هر ب  رای و ب  اش  د ی  ک  ن  وا d اگ  ر گ  وی  ی  م، ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م م  ش  ت  ق (i)

.d(x) = d(x)⊗ d(x) ،x ∈ E هر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م، خ  ودت  وان م  ش  ت  ق (ii)

.d(x) ∼ x = ١ ،x ∈ E هر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م، ان  ع  ک  اس  ی م  ش  ت  ق (iii)

.٠ < a < ١ ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د E = {٠, a, ١} ک  ن  ی  د ف  رض (i) .۴ .۴ م  ث  ال

ش  ون  د: م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه E روی ف  ازی ت  س  اوی و ض  رب

∼ ٠ a ١

٠ ١ ٠ ٠

a ٠ ١ ١

١ ٠ ١ ١

⊗ ٠ a ١

٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ a a

١ ٠ a ١

ب  ه را d : E → E ت  اب  ع اس  ت. EQ-ج  ب  ر ی  ک (E,∧,⊗,∼, ١) آن  گ  اه

آس  ان  ی ب  ه آن  گ  اه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در d(a) = d(١) = a و d(٠) = ٠ ک  ه ط  وری

خ  ودت  وان ب  س  ت  ار، دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d ک  ه داد ن  ش  ان ت  وان م  ی

اس  ت. ان  ع  ک  اس  ی و

ب  اش  د خ  ط  ی م  رت  ب EQ-ج  ب  ر ی  ک E = {٠, a, , b, ١} ک  ن  ی  د ف  رض (ii)

م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه E روی ف  ازی ت  س  اوی و ض  رب ک  ه ط  وری ب  ه

ش  ون  د[٢١]:

∼ ٠ a b ١

٠ ١ ٠ ٠ ٠

a ٠ ١ a a

b ٠ a ١ ١

١ ٠ a ١ ١

⊗ ٠ a b ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a ٠ a a a

b ٠ a b b

١ ٠ a b ١

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه را EQ روی d٢ و d١ ت  واب  ع

.d١(b) = d(١)١ = b و d١(a) = a ،d(٠)١ = ٠
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.d٢(a) = d(١)٢ = a و d٢(b) = b ،d(٠)٢ = ٠

اس  ت. ان  ع  ک  اس  ی و خ  ودت  وان ب  س  ت  ار، دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d١ ک  ه دی  د ت  وان م  ی

d٢ زی  را ن  ی  س  ت، ان  ع  ک  اس  ی و ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م ک  ه اس  ت خ  ودت  وان (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d٢
.d(١)٢ ∼ ١ = a ∼ ١ = a ̸= ١ هم  چ  ن  ی  ن و ن  ی  س  ت ی  ک  ن  وا

ک  ه اس  ت ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک (iv) ق  س  م  ت ،٢ -۴ م  ث  ال در d م  ش  ت  ق (iii)

ن  ی  س  ت. ان  ع  ک  اس  ی و خ  ودت  وان

da : E → E ت  اب  ع و ب  اش  د a ∈ E و م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۴ ل  م

م  ش  ت  ق ی  ک ،da آن  گ  اه ش  ود. ت  ع  ری  ف da(x) = x ⊗ a ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه

اس  ت. E روی ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م ،(⊗,∨)

ط  رف  ی از .da(x⊗ y) = (x⊗ y)⊗ a داری  م اث  ب  ات.

(da(x)⊗ y) ∨ (x⊗ da(y)) = ((x⊗ a)⊗ y) ∨ (x⊗ (y ⊗ a)) = (x⊗ y)⊗ a

داش  ت: خ  واهی  م ل  ذا

da(x⊗ y) = (da(x)⊗ y) ∨ (x⊗ da(y))

و da(x) = x⊗ a ≤ y ⊗ a = da(y) آن  گ  اه ،x ≤ y اگ  ر ای  ن، ب  ر ع  لاوه

دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق da آوری  م م  ی ب  دس  ت ،da(x) = x ⊗ a ≤ x ب  ه ب  ن  ا

□ اس  ت. ب  س  ت  ار

ξ م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  رق  رارن  د: زی  ر م  وراد ،x, y ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د.

،d(٠) = ٠ ب  اش  د، ک  ران  دار ξ اگ  ر (i)

،d(x) ≥ x ک  ن  د م  ی ای  ج  اب d(١) = ١ ب  وی  ژه .d(x) ≥ x⊗ d(١) (ii)

،d(xn) = xn−١ ⊗ d(x) ،n ≥ ١ هر ب  رای (iii)

.d(x⊗ y) ≤ d(x) ∨ d(y) (iv)
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داری  م: (i) اث  ب  ات.

d(٠) = d(٠⊗ ٠)

= (d(٠)⊗ ٠) ∨ (٠⊗ d(٠))

= ٠ ∨ ٠

= ٠.

،d(x) = d(x⊗ ١) = (d(x)⊗ ١) ∨ (x⊗ d(١)) اس  ت  ف  اده ب  ا (ii)

.d(x) ≥ x⊗ d(١) داش  ت خ  واهی  م

داری  م: (iii)

d(x٢) = d(x⊗ x)

= (d(x)⊗ x) ∨ (x⊗ d(x))

= d(x)⊗ x.

.d(xn) = xn−١ ⊗ d(x) آوری  م م  ی ب  دس  ت n ≥ ١ هر ب  رای اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

درن  ت  ی  ج  ه ،x⊗ d(y) ≤ d(y) و d(x)⊗ y ≤ d(x) چ  ون (iv)

d(x⊗ y) = (d(x)⊗ y) ∨ (x⊗ d(y)) ≤ d(x) ∨ d(y).

□

ش  ود. م  ی ح  اص  ل زی  ر ن  ت  ی  ج  ه (i) ق  س  م  ت ۶ -۴ ق  ض  ی  ه و ٣- ٢ ق  ض  ی  ه از

ک  ران  دار م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E اگ  ر .٧ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

ن  ی  س  ت. (⊗,∼) م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ب  اش  د، ξ

ξ م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .٨ .۴ ق  ض  ی  ه

زی  ر م  وارد ،x, y ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه .d(x) ≤ x ،x ∈ E هر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د،
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ب  رق  رارن  د:

،d(x)⊗ d(y) ≤ d(x⊗ y) (i)

،d(x) → d(y) ≤ d(x) → y (ii)

اس  ت. هم  ان  ی م  ش  ت  ق ی  ک d آن  گ  اه ،d(١) = ١ اگ  ر (iii)

داش  ت: خ  واهی  م ل  ذا ،d(x) ≤ x ،x ∈ E هر ب  رای چ  ون (i) اث  ب  ات.

ن  ت  ی  ج  ه در .d(x)⊗ d(y) ≤ d(x)⊗ y و d(x)⊗ d(y) ≤ x⊗ d(y)

d(x)⊗ d(y) ≤ (x⊗ d(y)) ∨ (d(x)⊗ y) = d(x⊗ y).

اس  ت. واض  ح اث  ب  ات (e٩) و ف  رض ط  ب  ق (ii)

۶ -۴ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا آن  گ  اه ب  اش  د. d(١) = ١ ک  ن  ی  د ف  رض (iii)

م  ش  ت  ق d ن  ت  ی  ج  ه در .d(x) = x داش  ت خ  واهی  م ،x ∈ E هر ب  رای ،(ii) ق  س  م  ت

□ اس  ت. هم  ان  ی

خ  ودت  وان و ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .٩ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  رق  رارن  د: زی  ر ش  رای  ط ،x, y ∈ E هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د. ξ م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی

،d(x) = x⊗ d(١) (a)

،d(x⊗ y) = d(x)⊗ d(y) (b)

،d(d(x)) = d(x) (c)

،d(x) ≤ d(y) اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d(x) ≤ y (d)

.d(d(x) ∧ d(y)) = d(d(x) ∧ y) = d(x ∧ d(y)) = d(x ∧ y) (e)

ب  ن  اب  رای  ن .d(x) ≤ d(١) پ  س ،x ≤ ١ داری  م (a) اث  ب  ات.

داش  ت: خ  واهی  م ،(ii) ق  س  م  ت ۶ .۴ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق و d(x) = d(x)⊗ d(x) ≤ x⊗ d(١)

.d(x) = x⊗ d(١)
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داری  م: ،(a) ق  س  م  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا (b)

d(x⊗ y) = d(١)⊗ (x⊗ y)

= d(١)⊗ d(١)⊗ (x⊗ y)

= (d(١)⊗ x)⊗ (d(١)⊗ y)

= d(x)⊗ d(y).

داری  م: (b) و (a) های ق  س  م  ت ک  م  ک ب  ه (c)

d(d(x)) = d(١)⊗ d(x)

= d(١⊗ x)

= d(x).

داری  م ف  رض ب  ه ب  ن  ا و (c) ق  س  م  ت ط  ب  ق آن  گ  اه .d(x) ≤ y ک  ن  ی  د ف  رض (d)

d(x) = d(d(x)) ≤ d(y).

.d(x) ≤ y ن  ت  ی  ج  ه در ،d(y) ≤ y چ  ون آن  گ  اه .d(x) ≤ d(y) ک  ن  ی  د ف  رض ب  رع  ک  س،

از .d(x ∧ d(y)) ≤ d(x ∧ y) درن  ت  ی  ج  ه .x ∧ d(y) ≤ x ∧ y ل  ذا ،d(y) ≤ y چ  ون (e)

داش  ت: خ  واهی  م اس  ت، ی  ک  ن  وا d چ  ون ط  رف  ی،

ب  ن  اب  رای  ن .d(x ∧ y) ≤ x ∧ d(y) پ  س ،d(x ∧ y) ≤ d(y) و d(x ∧ y) ≤ d(x) ≤ x

ل  ذا .d(x ∧ y) = d(x ∧ d(y)) ن  ت  ی  ج  ه در ،d(x ∧ y) = d(d(x ∧ y)) ≤ d(x ∧ d(y))

.d(x ∧ d(y)) = d(d(x) ∧ d(y))

داری  م: ن  ت  ی  ج  ه در ش  ود. م  ی ان  ج  ام م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه ن  ی  ز d(x ∧ y) = d(d(x) ∧ y) اث  ب  ات

d(d(x) ∧ d(y)) = d(d(y) ∧ x) = d(d(x) ∧ y) = d(x ∧ y).
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□

م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی (⊗,∨) های م  ش  ت  ق d٢ و d١ ،d ک  ن  ی  د ف  رض .١٠ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  اش  ن  د: ξ

،x, y ∈ Fixd(E) هر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د، ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d اگ  ر (i)

.x ∨ y و x⊗ y∈ Fixd(E)

آن  گ  اه ب  اش  ن  د، E روی خ  ودت  وان و ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) های م  ش  ت  ق d٢ و d١ اگ  ر (ii)

.Fixd١(E) = Fixd٢(E) اگ  ر ت  ن  ها و اگ  ر d١ = d٢

داری  م ،x, y ∈ Fixd(E) هر ب  رای چ  ون و ٨ -۴ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا (i) اث  ب  ات.

داش  ت: خ  واهی  م ل  ذا ،d(y) = y و d(x) = x

x⊗ y = d(x)⊗ d(y) ≤ d(x⊗ y) ≤ x⊗ y.

هم  چ  ن  ی  ن، .x ⊗ y ∈ Fixd(E) پ  س ،d(x ⊗ y) = x ⊗ y ب  ن  اب  رای  ن

ب  ن  اب  رای  ن ،d(x), d(y) ≤ d(x ∨ y) آن  گ  اه ،x, y ≤ x ∨ y داری  م

ل  ذا .d(x ∨ y) = x ∨ y ن  ت  ی  ج  ه در ،x ∨ y = d(x) ∨ d(y) ≤ d(x ∨ y) ≤ x ∨ y

.x ∨ y ∈ Fixd(E)

،x ∈ E هر ب  رای ٩ -۴ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق .Fixd١(E) = Fixd٢(E) ک  ن  ی  د ف  رض (ii)

در ،d١(x) ∈ Fixd١(E) = Fixd٢(E) ب  ن  اب  رای  ن .d١(d١(x)) = d١(x) داری  م

ن  ت  ی  ج  ه

ط  ور ب  ه .d٢(d١(x)) = d١(x) داری  م ،x ∈ E هر ب  رای پ  س ،d١(x) ∈ Fixd٢(E)

آوری  م م  ی (x)d٢،ب  دس  ت ≤ x ط  ب  ق اک  ن  ون .d١(d٢(x)) = d٢(x) داری  م م  ش  اب  ه

ک  رد اث  ب  ات ت  وان م  ی م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه .d١(d٢(x)) ≤ d١(x) = d٢(d١(x))

ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ب  رق  رار d٢(d١(x)) = d١(d٢(x)) راب  ط  ه ،x ∈ E هر ب  رای

.d١(x) = d٢(d١(x)) = d١(d٢(x)) = d٢(x) داش  ت: خ  واهی  م ،x ∈ E هر ب  رای

□ .d١ = d٢ ل  ذا
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ش  ود. م  ی اس  ت  ف  اده ١٢ -۴ ق  ض  ی  ه اث  ب  ات در زی  ر ل  م

،a, b, c ∈ E هر ب  رای ب  اش  د، EQ-ج  ب  ر ی  ک ξ ک  ن  ی  د ف  رض .١١ .۴ ل  م

.a ∼ c = b ∼ c ک  ن  د م  ی ای  ج  اب a ∼ b = ١

ف  رض ط  ب  ق هم  چ  ن  ی  ن و (e٣) و (e١) ک  م  ک ب  ه اث  ب  ات.

ط  رف  ی از .b ∼ c ≤ a ∼ c پ  س ،(a ∼ b) ⊗ (b ∼ c) ≤ a ∼ c داری  م

ن  ت  ی  ج  ه در .a ∼ c ≤ b ∼ c ب  ن  اب  رای  ن ،(c ∼ a) ⊗ (a ∼ b) ≤ c ∼ b

□ .a ∼ c = b ∼ c

اس  ت. م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ،Fixd(E) ک  ه دهی  م م  ی ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  ه در

دوگ  ان ن  ی  م (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک d : E → E ک  ن  ی  د ف  رض .١٢ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. ξ م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر روی ان  ع  ک  اس  ی و خ  ودت  وان ب  س  ت  ار،

ب  ه اس  ت، م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک (Fixd(E),∧∗,⊗∗,∼∗, ١∗) آن  گ  اه

،x ⊗∗ y = d(x ⊗ y) ،x ∧∗ y = d(x ∧ y) ،x, y ∈ Fixd(E) هر ب  رای ک  ه ط  وری

ش  ون  د. ت  ع  ری  ف ١∗ = d(١) و x ∼∗ y = d(x ∼ y)

∧∗,⊗∗,∼∗,∨∗, ١∗ اع  م  ال ت  ح  ت Fixd(E) ک  ه اس  ت واض  ح :(E١)∗ اث  ب  ات.

ی  ک (Fixd(E),∧∗,∨∗, ١∗) دهی  م م  ی ن  ش  ان اک  ن  ون اس  ت. ب  س  ت  ه

داری  م ،x, y ∈ Fixd(E) هر ب  رای ∗١اس  ت. ع  ض  و ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ا م  ش  ب  ک  ه

x ∧∗ y = d(x ∧ y) ب  ن  اب  رای  ن .d(x ∧ y) ≤ d(x) ≤ x و d(x ∧ y) ≤ d(y) ≤ y

z ∈ Fixd(E) ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. x, y ∈ Fixd(E) ب  رای پ  ای  ی  ن ک  ران ی  ک

از اس  ت  ف  اده ب  ا ل  ذا ب  اش  د، x, y ∈ Fixd(E) ب  رای دی  گ  ری پ  ای  ی  ن ک  ران

d(x ∧ y) = x ∧∗ y آن  گ  اه .z = d(z) ≤ d(x ∧ y) = x ∧∗ y داری  م ،z ≤ x ∧ y

ک  ن  ی  د ف  رض اک  ن  ون، ش  ود. م  ی x, y ∈ Fixd(E) ب  رای ای  ن  ف  ی  م  م

١∗ ب  ن  اب  رای  ن و x = d(x) ≤ d(١) = ١∗ پ  س x ≤ ١ چ  ون ،x ∈ Fixd(E)

اس  ت. Fixd(E) در ع  ض  و ب  زرگ  ت  ری  ن
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داش  ت: خ  واهی  م ،x ∈ Fixd(E) هر ب  رای ،٩ -۴ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق :(E٢)∗

x⊗∗ ١∗ = d(x)⊗∗ d(١)

= d(d(x)⊗ d(١))

= d(d(x⊗ ١))

= d(d(x))

= d(x)

= x.

.x⊗ z ≤ y ⊗ z آن  گ  اه ب  اش  د. x ≤ y ک  ن  ی  د ف  رض ،x, y, z ∈ Fixd(E) هر ب  رای اک  ن  ون

x⊗∗ z = d(x⊗ z) = d(x)⊗ d(z) ≤ d(y)⊗ d(z) = d(y ⊗ z) = داری  م ب  ن  اب  رای  ن

ک  ه∗⊗ ش  ود م  ی دی  ده راح  ت  ی ب  ه هم  چ  ن  ی  ن اس  ت. ی  ک  ن  وا ≤ ت  ح  ت ⊗∗ درن  ت  ی  ج  ه .y ⊗∗ z

اس  ت. ج  اب  ج  ای  ی

.a ∼∗ a = d(a ∼ a) = d(١) = ١∗ داری  م: ،a ∈ Fixd(E) هر ب  رای :(E٣)∗

a, b, c, t ∈ Fixd(E) هر ب  رای ،(E۴) و ١١ -۴ ل  م ،٩ -۴ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :(E۴)∗

داری  م:

((a ∧∗ b) ∼∗ c)⊗∗ (t ∼∗ a) = d(d(a ∧ b) ∼ c)⊗∗ d(t ∼ a)

= d(d(d(a ∧ b) ∼ c)⊗ d(t ∼ a))

= d(d(d((a ∧ b) ∼ c)⊗ (t ∼ a))))

= d(d(a ∧ b) ∼ c)⊗ (t ∼ a))

= d((a ∧ b) ∼ c)⊗ (t ∼ a))

≤ d((t ∧ b) ∼ c)

= d(d(t ∧ b) ∼ c)

= d((t ∧∗ b) ∼ c)

= (t ∧∗ b) ∼∗ c.
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a, b, c, t ∈ Fixd(E) هر ب  رای ،(E۵) و ١١ -۴ ل  م ،٩ -۴ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :(E۵)∗

داری  م:

(a ∼∗ b)⊗∗ (c ∼∗ t) = d(d(a ∼ b)⊗ d(c ∼ t))

= d(d(a ∼ b))⊗ d(d(c ∼ t))

= d(a ∼ b))⊗ d(c ∼ t)

= d((a ∼ b)⊗ (c ∼ t))

≤ d((a ∼ c) ∼ (b ∼ t))

= ((a ∼ c) ∼ (b ∼ t))⊗ d(١)

= (d(a ∼ c) ∼ (b ∼ t))⊗ d(١)

= (d(a ∼ c) ∼ d(b ∼ t))⊗ d(١)

= d(d(a ∼ c) ∼ d(b ∼ t))

= (a ∼∗ c) ∼∗ (b ∼∗ t).

پ  س ،a ∧ b ∧ c ≤ a ∧ b ≤ a داری  م: a, b, c ∈ Fixd(E) هر ب  رای :(E۶)∗

داش  ت خ  واهی  م ،(e١٠) ک  م  ک ب  ه ب  ن  اب  رای  ن .d(a ∧ b ∧ c) ≤ d(a ∧ b) ≤ d(a)

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ی  ک  ن  وا d چ  ون اک  ن  ون، .d(a ∧ b ∧ c) ∼ d(a) ≤ d(a ∧ b) ∼ d(a)

d(d(a ∧ b ∧ c) ∼ d(a)) ≤ d(d(a ∧ b) ∼ d(a)).

ب  ن  اب  رای  ن ،d(a) = a دهد م  ی ن  ت  ی  ج  ه ،a ∈ Fixd(E) ط  رف  ی از

.(a∧∗ b∧∗ c) ∼∗ a ≤ (a∧∗ b) ∼∗ a ل  ذا ،d(d(a∧b∧c) ∼ a) ≤ d(d(a∧b) ∼ a)

داری  م: ،a, b ∈ Fixd(E) هر ب  رای ،a⊗ b ≤ a ∼ b از اس  ت  ف  اده ب  ا :(E٧)∗

a⊗∗ b = d(a⊗ b) ≤ d(a ∼ b) = a ∼∗ b.
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□

ص  دق ف  وق ق  ض  ی  ه ش  رای  ط ت  م  ام  ی در ،۴ -۴ م  ث  ال از (ii) ق  س  م  ت در d١ م  ش  ت  ق .١٣ .۴ م  ث  ال

،Fixd١(E) = {٠, a, b} ک  ه داد ن  ش  ان ت  وان م  ی ف  وق ق  ض  ی  ه م  ط  اب  ق راح  ت  ی ب  ه و ک  ن  د م  ی

دهد. م  ی م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۵

EQ-ج  ب  رها روی ،□ ∈ {∧,∼,→} ک  ه (⊗,□) های م  ش  ت  ق ب  ررس  ی ب  ه اب  ت  دا م  ق  ال  ه، ای  ن در

ان  د ش  ده س  ازی م  ش  خ  ص  ه ک  ام  ل ط  ور ب  ه (⊗,→) و (⊗,∼) های م  ش  ت  ق و ش  ده پ  رداخ  ت  ه

روی (⊗,∨) م  ش  ت  ق م  ع  رف  ی ب  ا ادام  ه در اس  ت. ش  ده پ  ی  دا ی  ک  دی  گ  ر ب  ا ها آن ارت  ب  اط و

ن  ش  ان های  ی م  ث  ال ب  ا و اس  ت آم  ده ب  دس  ت ها آن از خ  واص  ی م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای

در هم  چ  ن  ی  ن ب  ال  ع  ک  س. و ن  ی  س  ت (⊗,∧) م  ش  ت  ق ل  زوم  ا (⊗,∨) م  ش  ت  ق ی  ک ک  ه ش  ده داده

روی (⊗,∨) های م  ش  ت  ق در ث  اب  ت ن  ق  اط ی م  ج  م  وع  ه آن ت  ح  ت ک  ه ش  ده ی  اف  ت ش  رای  ط  ی پ  ای  ان

اس  ت ام  ی  د دهد. م  ی م  رت  ب م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  رت  ب، م  ش  ب  ک  ه EQ-ج  ب  رهای

(∨,⊗)و های م  ش  ت  ق ی  ک ب  ی  ن ارت  ب  اط ک  ه ک  رد پ  ی  دا ش  رای  ط  ی آی  ن  ده ت  ح  ق  ی  ق  ات در ب  ت  وان ک  ه

ب  ررس  ی ت  وان  د م  ی رو پ  ی  ش ت  ح  ق  ی  ق  ات در م  وردن  ظ  ر اهداف دی  گ  ر از آورد. ب  دس  ت را (⊗,∧)

خ  ودت  وان  ی ان  ع  ک  اس  ی، های م  ش  ت  ق ب  ی  ن ارت  ب  اط ک  ردن پ  ی  دا هم  چ  ن  ی  ن و ق  ض  ای  ا از ب  ع  ض  ی ع  ک  س

ب  اش  د. ب  س  ت  ار دوگ  ان ن  ی  م و

ق  دردان  ی و ت  ش  ک  ر

س  ازن  ده پ  ی  ش  ن  هادات و ن  ظ  رات ب  رای م  ح  ت  رم داوران از م  ای  ل  ن  د ن  وی  س  ن  دگ  ان

ت  ش  ک  ر اس  ت؛ ب  خ  ش  ی  ده ب  هب  ود را م  ق  ال  ه ت  وج  هی ق  اب  ل ط  ور ب  ه ک  ه خ  ود

ک  ن  ن  د.
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