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٢٧٠ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

س  رآغ  از ١

گ  راف های ن  ظ  ری  ه ی آغ  از م  ی ت  وان را ٢ ک  ون  ی  گ  زب  رگ پ  ل هف  ت م  س  ئ  ل  ه ی ب  ر ١ اوی  ل  ر ل  ئ  ون  ارد ک  ار

ب  هی  ن  ه س  ازی، ش  ب  ک  ه، ب  ه واب  س  ت  ه م  ت  ع  ددی م  س  ائ  ل ب  ه ق  ط  ع  ی گ  راف های ن  ظ  ری  ه ی دان  س  ت. ق  ط  ع  ی

گ  راف های م  س  ائ  ل، ای  ن ت  م  ام در ح  ال ای  ن ب  ا دهد. م  ی پ  اس  خ ع  م  ل  ی  ات  ی پ  ژوهش و ت  خ  ص  ی  ص

و ت  اث  ی  رگ  ذاری م  ی  زان م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ن  ی  س  ت  ن  د. پ  ارام  ت  رها ق  ط  ع  ی  ت ع  دم ب  ی  ان ب  ه ق  ادر ق  ط  ع  ی

ش  ود. ب  ی  ان ق  ط  ع  ی گ  راف های ک  م  ک ب  ه ن  م  ی ت  وان  د اج  ت  م  اع  ی ش  ب  ک  ه ی  ک ارت  ب  اط  ات در م  ح  ب  وب  ی  ت

اس  اس ای  ن ب  ر ش  د. پ  ی  اده س  ازی ق  ط  ع  ی گ  راف های روی ب  ر ف  ازی م  ف  هوم م  ش  ک  ل ای  ن ح  ل ب  رای

ب  ا را ف  ازی گ  راف روزن  ف  ل  د .[۵] ش  د پ  ای  ه گ  ذاری ٣ روزن  ف  ل  د ت  وس  ط ف  ازی گ  راف های ن  ظ  ری  ه ی

،[٨] زاده ت  وس  ط ق  ب  لا ک  ه ف  ازی) (غ  ی  ر ق  ط  ع  ی م  ج  م  وعۀ ی  ک ب  ر ف  ازی راب  ط  ه اول  یۀ م  ف  هوم ارت  ق  اء

ب  ه ک  رد. ب  ن  ی  ان گ  ذاری ب  ود، ش  ده م  ع  رف  ی [۴] ۵ ک  اف  م  ن هم  چ  ن  ی  ن و [٧] هم  ک  اران و ۴ ت  ام  ورا

از ی  ک  ی در ک  رد. ت  ع  ری  ف ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی ی  ک ب  ر را ف  ازی راب  ط  ه ی او ک  ه ص  ورت ای  ن

م  ج  م  وع  ه های ب  رپ  ای  ه ی را [١] دوق  ط  ب  ی ف  ازی گ  راف های ۶ اک  رم ف  ازی، گ  راف های ت  وس  ع  ه های

م  ج  م  وع  ه های از ت  وس  ع  ه ای دوق  ط  ب  ی ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ک  رد. م  ع  رف  ی [١٠ ،٩] دوق  ط  ب  ی ف  ازی

ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک در اس  ت. [١−,١] ب  ازه ی آن  ها ع  ض  وی  ت درج  ه م  ح  دوده ک  ه هس  ت  ن  د ف  ازی

م  رب  وط  ه وی  ژگ  ی ب  ه ع  ض  و آن ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ع  ض  و ی  ک ص  ف  ر ع  ض  وی  ت درج  ه دوق  ط  ب  ی،

ع  ض  و آن ک  ه دهد م  ی ن  ش  ان ع  ض  و ی  ک ب  رای (٠, ١] ب  ازه ی در ع  ض  وی  ت درج  ه اس  ت. رب  ط ب  ی

ع  ض  و ی  ک ک  ه دهد م  ی ن  ش  ان [−١, ٠) ع  ض  وی  ت درج  ه و ک  ن  د م  ی ب  رآورده را وی  ژگ  ی ح  دودی ت  ا

ن  ظ  ری وی  ژگ  ی ب  ارزت  ری  ن ک  ن  د. م  ی ب  رآورده را ن  ظ  ر م  ورد وی  ژگ  ی ض  د ح  دودی ت  ا ض  م  ن  ی ط  ور ب  ه

ف  ازی م  ج  م  وع  ه های ب  ر خ  اص راب  ط  ه ای م  ع  رف  ی روزن  ف  ل  د، ت  وس  ط ف  ازی گ  راف های ت  ع  ری  ف

[٢ ،٣] هم  ک  اران و ب  رزوی  ی ت  وس  ط ک  ه I-ف  ازی) (گ  راف های م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های اس  ت.

ت  وس  ع  ه ی در م  ق  ال  ه ای  ن ن  م  ی ک  ن  ن  د. پ  ی  روی ف  ازی گ  راف های خ  اص وی  ژگ  ی از ش  د م  ع  رف  ی

م  ی پ  ردازد. دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های م  ع  رف  ی ب  ه I-ف  ازی، گ  راف های
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پ  ی  ش  ن  ی  ازها ٢

م  ع  ک  وس ف  ازی های گ  راف م  ع  رف  ی ب  ه ج  هت ی  ک از ک  ه آوری  م م  ی را م  ف  اهی  م  ی ب  خ  ش ای  ن در

ق  ط  ب  ی دو ف  ازی های گ  راف م  ف  هوم ب  ی  ان ب  رای ک  ه پ  ی  ش  ن  ی  ازهای  ی دی  گ  ر ج  هت از و پ  ردازد م  ی

ک  ن  د. م  ی آم  اده اس  ت ض  روری

ن  گ  اش  ت ب  اش  د. X روی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی ی  ک σ ک  ن  ی  م ف  رض .[٣] .٢. ١ ت  ع  ری  ف

ن  ام  ی  ده σ ب  ر ف  ازی) -I (راب  ط  ه ی م  ع  ک  وس ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک µ : X ×X → [٠, ١]

.µ(r, s) ≥ σ(r) ∧ σ(s) ،X در s و r هر ب  ازای ک  ه درص  ورت  ی م  ی ش  ود،

ج  ای ب  ه پ  س ای  ن از ل  ذا ن  ی  س  ت  ی  م، ق  ائ  ل ت  ف  اوت  ی (s, r) و (r, s) ب  ی  ن چ  ون ای  ن  ج  ا در

م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده µ(rs) ن  م  اد از µ(r, s)

ب  ر ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه ی ی  ک δ ق  ط  ع  ی، گ  راف ی  ک Γ∗ = (V,E) اگ  ر .[٣] .٢. ٢ ت  ع  ری  ف

ف  ازی گ  راف ی  ک ΓI = (V, δ, ε) آن  گ  اه ب  اش  د، δ ب  ر م  ع  ک  وس ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک ε و V

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده Γ∗ ب  ر ف  ازی) -I گ  راف ) م  ع  ک  وس

ن  گ  اش  ت و σ+(x) : X → [٠, ١] ن  گ  اش  ت  ،X ت  هی غ  ی  ر زی  رم  ج  م  وع  ه ی

ش  ک  ل ب  ه ش  ی  ئ  ی ص  ورت ای  ن در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را σ−(x) : X → [−١, ٠]

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده X ب  ر دوق  ط  ب  ی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک Σ = {(x, σ+, σ−)|x ∈ X}

م  ج  م  وع  ه ی در ن  ظ  ر م  ورد وی  ژگ  ی ب  ا ع  ض  و ی  ک ت  واف  ق م  ی  زان σ+ م  ث  ب  ت ع  ض  وی  ت

را ع  ض  و ی  ک ت  واف  ق م  ی  زان σ− م  ن  ف  ی ع  ض  وی  ت و م  ی دهد ن  ش  ان را Σ دوق  ط  ب  ی ف  ازی

ج  ای ب  ه ای  ن  ج  ا در ک  ه ک  ن  ی  م ت  وج  ه .[١] دهد م  ی ن  ش  ان Σ در ض  م  ن  ی م  ت  ق  اب  ل وی  ژگ  ی ب  ا

ت  ر خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ح  ت  ی ی  ا و Σ = (σ+, σ−) اخ  ت  ص  ار از Σ = {(x, σ+, σ−)|x ∈ X}

I = (µ+, µ−) : X ×X → [−١, ١]× [−١, ١] ن  گ  اش  ت م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده Σσ+,σ− از

ی  ک µ−(rs) ∈ [−١, ٠] و µ+(rs) ∈ [٠, ١] ،X × X در (r, s) هر ب  ازای آن در ک  ه

I = (µ+, µ−) م  ف  روض  ات، ای  ن ب  ا ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده X ب  ر دوق  ط  ب  ی ف  ازی راب  ط  ه ی

و r هر ب  ازای ک  ه ص  ورت  ی در اس  ت Σ = (σ+, σ−) ب  ر دوق  ط  ب  ی ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک

س  ه ت  ای  ی .[٩] µ−(rs) ≥ σ−(r) ∨ σ−(s) و µ+(rs) ≤ σ+(r) ∧ σ+(s) ،X در s

ک  ه ص  ورت  ی در م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده Γ ∗ = (V,E) از دوق  ط  ب  ی ف  ازی گ  راف ی  ک Γ = (V,Σ, I)

ب  ر ش  ده ت  ع  ری  ف I = (µ+, µ−) و V ب  ر دوق  ط  ب  ی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک Σ = (σ+, σ−)



٢٧٢ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

اخ  ت  ص  ارات ت  رت  ی  ب ب  ه ادام  ه در .[١] ب  اش  د Σ ب  ر دوق  ط  ب  ی ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک E ⊆ V × V

ب  رد. خ  واهی  م ب  ک  ار σ−(r) و σ+(r) ،µ−(rs) ،µ+(rs) ب  رای را σ−
r و σ+

r ،µ−
rs ،µ+

rs

Γ ∗ = (V,E) ب  ر ک  ه Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) دوق  ط  ب  ی ف  ازی گ  راف ی  ک در

ب  ا اس  ت ب  راب  ر Γ در v رأس ی  ک م  ث  ب  ت درج  ه ی اس  ت، ش  ده ت  ع  ری  ف

d+(v) =
∑
vw∈E

µ+(vw).

ت  ع  ری  ف dt+(v) = d+(v) + σ+(v) ص  ورت ب  ه v رأس م  ث  ب  ت ت  ج  م  ع  ی درج  ه ی هم  چ  ن  ی  ن

ت  رت  ی  ب ب  ه Γ در v رأس ی  ک م  ن  ف  ی ت  ج  م  ع  ی درج  ه ی و م  ن  ف  ی درج  ه ی م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه م  ی ش  ود.

d−(v) =
∑
vw∈E

µ−(vw).

ت  رت  ی  ب ب  ه v رأس ی  ک ت  ج  م  ع  ی درج  ه ی و درج  ه  م  ی ب  اش  ن  د. dt−(v) = d−(v) + σ−(v) و

م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف dt(v) = (dt+(v), dt−(v)) و d(v) = (d+(v), d−(v)) ص  ورت ب  ه

م  ح  اس  ب  ه زی  ر روش ب  ه ک  ه دهی  م م  ی ن  ش  ان S(Γ ) و O(Γ ) ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه را Γ ان  دازه ی و م  رت  ب  ه

م  ی ش  ون  د،

O(Γ ) =
(
O+(Γ ), O−(Γ )

)
=

(∑
v∈V

σ+(v),
∑
v∈V

σ−(v)

)

S(Γ ) =
(
S+(Γ ), S−(Γ )

)
=

 ∑
vw∈E,v ̸=w

µ+(vw),
∑

vw∈E,v ̸=w

µ−(vw)

 [۶].

دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های ٣

دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های ک  ه را م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های از ن  وع  ی ب  خ  ش ای  ن در

ک  رد. خ  واهی  م م  ع  رف  ی م  ی ش  ون  د، ن  ام  ی  ده ( ٧ ف  ازی -BI (گ  راف های

Σ = (σ+, σ−) دوق  ط  ب  ی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی ی  ک ،X غ  ی  رت  هی م  ج  م  وع  ه ی .٣. ١ ت  ع  ری  ف
7Bipolar inverse fuzzy graphs
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ص  ورت ای  ن در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در X ب  ر را I = (µ+, µ−) دوق  ط  ب  ی ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک و

ف  ازی) -BI راب  ط  ه ی اخ  ت  ص  ار (ب  ه دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی راب  ط  ه ی ی  ک I = (µ+, µ−)

و µ+
rs ≥ σ+

r ∧ σ+
s ،X در s و r هر ب  ازای اگ  ر م  ی ش  ود، گ  ف  ت  ه Σ = (σ+, σ−) ب  ر

.µ−
rs ≥ σ−

r ∨ σ−
s

و Σ = (σ+, σ−) ب  رای را Iµ+,µ− و Σσ+,σ− اخ  ت  ص  ارات ت  رت  ی  ب ب  ه ادام  ه در

م  ی ب  ری  م. ک  ار ب  ه I = (µ+, µ−)

دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) س  ه ت  ای  ی .٣. ٢ ت  ع  ری  ف

ی  ک Σσ+,σ− ک  ه ص  ورت  ی در م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده Γ ∗ = (V,E) از ف  ازی) -BI (گ  راف

-BI راب  ط  ه ی ی  ک E ⊆ V × V ب  ر ش  ده ت  ع  ری  ف Iµ+,µ− و V در دوق  ط  ب  ی ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی

ب  اش  د. Σσ+,σ− ب  ر ف  ازی

و V = {p, q, r, s, t} آن در ک  ه Γ∗ = (V,E) ق  ط  ع  ی گ  راف .٣. ٣ م  ث  ال

دهی  م م  ی ق  رار ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را E = {pq, ps, qr, qt, st}

Σσ+,σ− = ⟨( p

٠٫٨
,
q

٠٫٣
,
r

٠٫۶
,
s

٠٫٩
,
t

٠٫٠
), (

p

−٠٫۴
,

q

−٠٫٧
,

r

−٠٫٣
,
s

٠٫٠
,

t

−٠٫٢
)⟩

و

Iµ+,µ− = ⟨( pq
٠٫۵

,
ps

١٫٠
,
qr

٠٫۴
,
qt

٠٫۴
,
st

٠٫١
), (

pq

−٠٫٣
,
ps

٠٫٠
,

qr

−٠٫٣
,

qt

−٠٫١
,
st

٠٫٠
)⟩.

.(١ (ش  ک  ل م  ی ب  اش  د ف  ازی -BI گ  راف ی  ک Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) س  ه ت  ای  ی

دوق  ط  ب  ی. م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک :١ ش  ک  ل

ص  ورت ب  ه گ  راف ای  ن ان  دازه ی و م  رت  ب  ه رئ  وس، درج  ه ی ک  ه دی  د م  ی ت  وان س  اده م  ح  اس  ب  ه ی ی  ک ب  ا
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اس  ت: زی  ر

d+ = ⟨ p

١٫۵
,
q

١٫٣
,
r

٠٫۴
,
s

١٫١
,
t

٠٫۵
⟩

d− = ⟨ p

−٠٫٣
,

q

−٠٫٧
,

r

−٠٫٣
,
s

٠٫٠
,

t

−٠٫١
⟩

d = ⟨ p

(١٫۵,−٠٫٣)
,

q

(٠٫٧−,١٫٣)
,

r

(٠٫۴,−٠٫٣)
,

s

(١٫١, ٠٫٠)
,

t

(٠٫۵,−٠٫١)
⟩

td+ = ⟨ p

٢٫٣
,
q

١٫۶
,
r

١٫٠
,
s

٢٫٠
,
t

٠٫۵
⟩

td− = ⟨ p

−٠٫٧
,

q

−١٫۴
,

r

−٠٫۶
,
s

٠٫٠
,

t

−٠٫٣
⟩

td = ⟨ p

(٠٫٧−,٢٫٣)
,

q

(١٫۶,−١٫۴)
,

r

(٠٫−,١٫٠۶)
,

s

(٢٫٠, ٠٫٠)
,

t

(٠٫۵,−٠٫٣)
⟩

O+(Γ) =
∑
u∈V

σ+(u) = ٢٫۶ , O−(Γ) = −١٫۶

O(Γ) = (O+(Γ), O−(Γ)) = (٢٫۶,−١٫۶)

S+(Γ) =
∑

(u,v)∈E

µ+(u, v) = ٢٫۴ , S−(Γ) = −٠٫٧

S(Γ) = (S+(Γ), S−(Γ)) = (٢٫۴,−٠٫٧)

م  ی پ  ردازی  م. ف  ازی -BI گ  راف های روی ب  ر ع  م  ل  ی  ات چ  ن  د م  ع  رف  ی ب  ه اک  ن  ون

Λ = (U,Σ٢
σ+

٢ ,σ−
٢
, I٢

µ+
٢ ,µ−

٢
) و Γ = (V,Σ١

σ+
١ ,σ−

١
, I١

µ+
١ ,µ−

١
) ک  ن  ی  م ف  رض .۴ .٣ ت  ع  ری  ف

دک  ارت  ی ح  اص  ل  ض  رب ب  اش  ن  د. Λ∗ = (U,F ) و Γ ∗ = (V,E) ب  ر ف  ازی -BI گ  راف دو

در دهی  م. م  ی ن  م  ای  ش Γ ×Λ = (Σ١ ×Σ٢, I١ × I٢) ب  ه را Λ و Γ ف  ازی -BI گ  راف های

و (σ+
١ × σ+

٢ , σ−
١ × σ−

٢ ) دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه م  ج  هز Σ١ × Σ٢ ای  ن  ج  ا

ک  ه م  ی ب  اش  ن  د، (µ+
١ × µ+

٢ , µ
−
١ × µ−

٢ ) دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه م  ج  هز I١ × I٢

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ای  ن ض  اب  ط  ه ی

،V × U در (v, u) هر ب  ازای (ال  ف)

(σ+
١ × σ+

٢ )(v, u) = σ+
١ (v) ∧ σ+

٢ (u),



ب  ق  اء اب  راهی  م  ی د. و ب  رزوئ  ی ر.ع. خ  ل  ی  ل  ی، م. ٢٧۵

(σ−
١ × σ−

٢ )(v, u) = σ−
١ (v) ∨ σ−

٢ (u).

،F در tu و V در v هر ب  ازای (ب)

(µ+
١ × µ+

٢ )((v, t)(v, u)) = σ+
١ (v) ∨ µ+

٢ (tu)

(µ−
١ × µ−

٢ )((v, t)(v, u)) = σ−
١ (v) ∨ µ−

٢ (tu)

،E در vw و U در u هر ب  ازای (ج)

(µ+
١ × µ+

٢ )((v, u)(w, u)) = µ+
١ (vw) ∨ σ+

٢ (u)

(µ−
١ × µ−

٢ )((v, u)(w, u)) = µ−
١ (vw) ∨ σ−

٢ (u).

Λ = (U,Σ٢
σ+

٢ ,σ−
٢
, I٢

µ+
٢ ,µ−

٢
) و Γ = (V,Σ١

σ+
١ ,σ−

١
, I١

µ+
١ ,µ−

١
ف  ازی( -BI گ  راف های .۵ .٣ م  ث  ال

:(٢ (ش  ک  ل ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در زی  ر م  ف  روض  ات ب  ا را

V = {v١, v٢} , E = {v١v٢} , U = {u١, u٢} , F = {u١u٢}

Σ١
σ+

١ ,σ−
١
= ⟨( v١

٠٫٧
,
v٢

٠٫۴
), (

v١

−٠٫٣
,

v٢

−٠٫۵
)⟩

Σ٢
σ+

٢ ,σ−
٢
= ⟨( u١

٠٫٨
,
u٢

٠٫٩
), (

u١

−٠٫۴
,

u٢

−٠٫١
)⟩

I١
µ+

١ ,µ−
١
= ⟨(v١v٢

٠٫۵
), (

v١v٢

−٠٫٢
)⟩ و I٢

µ+
٢ ,µ−

٢
= ⟨(u١u٢

٠٫٨
), (

u١u٢

−٠٫١
)⟩

(ش  ک  ل ب  ود خ  واهد زی  ر ص  ورت ب  ه Γ × Λ = (Σ١ × Σ٢, I١ × I٢) ح  اص  ل  ض  رب گ  راف

:(٣

Σ١ ×Σ٢ = ⟨((v١, u١)

٠٫٧
,
(v١, u٢)

٠٫٧
,
(v٢, u١)

٠٫۴
,
(v٢, u٢)

٠٫۴
),

(
(v١, u١)

−٠٫٣
,
(v١, u٢)

−٠٫١
,
(v٢, u١)

−٠٫۴
,
(v٢, u٢)

−٠٫١
)⟩

I١ × I٢ = ⟨((v١, u١)(v١, u٢)

٠٫٨
,
(v١, u١)(v٢, u١)

٠٫٨
,
(v٢, u١)(v٢, u٢)

٠٫٨
,



٢٧۶ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

(v١, u٢)(v٢, u٢)

٠٫٩
), (

(v١, u١)(v١, u٢)

−٠٫١
,
(v١, u١)(v٢, u١)

−٠٫٢
,

(v٢, u١)(v٢, u٢)

−٠٫١
,
(v١, u٢)(v٢, u٢)

−٠٫١
)⟩

Λ = (ب)
(U,Σ٢

σ+
٢ ,σ−

٢
, I٢

µ+
٢ ,µ−

٢
)

Γ = (V,Σ١
σ+

١ ,σ−
١
, I١

µ+
١ ,µ−

١
) (آ)

.Λ و Γ ف  ازی -BI گ  راف های :٢ ش  ک  ل

.(Γ × Λ) Λ و Γ ح  اص  ل  ض  رب گ  راف :٣ ش  ک  ل

ف  ازی -BI گ  راف ی  ک Γ × Λ آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ف  ازی -BI گ  راف دو Λ و Γ اگ  ر .۶ .٣ گ  زاره

اس  ت.

درس  ت  ی م  ی ب  ای  س  ت .Λ∗ = (U,F ) و Γ ∗ = (V,E) گ  ی  ری  م، م  ی ن  ظ  ر در اث  ب  ات.

ک  ن  ی  م: ث  اب  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی های

،F در tu و V در v هر ب  ازای (ال  ف)

(µ+
١ × µ+

٢ )((v, t)(v, u)) ≥ (σ+
١ × σ+

٢ )(v, t) ∧ (σ+
١ × σ+

٢ )(v, u) (١)



ب  ق  اء اب  راهی  م  ی د. و ب  رزوئ  ی ر.ع. خ  ل  ی  ل  ی، م. ٢٧٧

(µ−
١ × µ−

٢ )((v, t)(v, u)) ≥ (σ−
١ × σ−

٢ )(v, t) ∨ (σ−
١ × σ−

٢ )(v, u) (٢)

،E در vw و U در u هر ب  ازای (ب)

(µ+
١ × µ+

٢ )((v, u)(w, u)) ≥ (σ+
١ × σ+

٢ )(v, u) ∧ (σ+
١ × σ+

٢ )(w, u) (٣)

(µ−
١ × µ−

٢ )((v, u)(w, u)) ≥ (σ−
١ × σ−

٢ )(v, u) ∨ (σ−
١ × σ−

٢ )(w, u) (۴)

دوق  ط  ب  ی ف  ازی گ  راف های ب  رای ک  ه اس  ت اث  ب  ات  ی م  ش  اب  ه ۴ و ٢ های ن  ام  س  اوی درس  ت  ی ب  رهان

ب  ررس  ی ای  ن  ج  ا در ک  ه ش  ون  د م  ی اث  ب  ات م  ش  اب  ه رون  دی ب  ا ٣ و ١ ن  اب  راب  ری های .[١] م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه

،F در tu و V در v هر ب  ازای م  ی آوری  م. را ١ درس  ت  ی

(µ+
١ × µ+

٢ )((v, t)(v, u)) = σ+
١ (v) ∨ µ+

٢ (tu) ≥ σ+
١ (v) ∨ (σ+

٢ (t) ∧ σ+
٢ (u))

≥ σ+
١ (v) ∧ (σ+

٢ (t) ∧ σ+
٢ (u))

= (σ+
١ (v) ∧ (σ+

٢ (t)) ∧ (σ+
١ (v) ∧ σ+

٢ (u))

= (σ+
١ × σ+

٢ )(v, t) ∧ (σ+
١ × σ+

٢ )(v, u)

□

Λ = (U,Σ٢
σ+

٢ ,σ−
٢
, I٢

µ+
٢ ,µ−

٢
) و Γ = (V,Σ١

σ+
١ ,σ−

١
, I١

µ+
١ ,µ−

١
) ک  ن  ی  م ف  رض .٣. ٧ ت  ع  ری  ف

گ  راف های ت  رک  ی  ب ب  اش  ن  د. Λ∗ = (U,F ) و Γ ∗ = (V,E) ب  ر ف  ازی -BI گ  راف دو

ب  ر ک  ه دهی  م م  ی ن  م  ای  ش Γ [Λ] = (Σ١ ◦ Σ٢, I١ ◦ I٢) ب  ه را Λ و Γ ف  ازی -BI

ای  ن  ج  ا در م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف Γ [Λ]∗ = (V × U,E٠)

E٠ = {(v, t)(v, u)|v ∈ V, tu ∈ F}

∪{(v, u)(w, u)|u ∈ U, vw ∈ E}



٢٧٨ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

∪{(v, t)(w, u)|vw ∈ E, t ̸= u}

و (σ+
١ ◦ σ+

٢ , σ−
١ ◦ σ−

٢ ) دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه م  ج  هز Σ١ ◦ Σ٢ هم  چ  ن  ی  ن

ب  ه ک  ه م  ی ب  اش  ن  د، (µ+
١ ◦ µ+

٢ , µ
−
١ ◦ µ−

٢ ) دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ب  ه م  ج  هز I١ ◦ I٢

دوق  ط  ب  ی ف  ازی زی  رم  ج  م  وع  ه های ای  ن ض  اب  ط  ه ی اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف E٠ و V × U ب  ر ت  رت  ی  ب

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه

،V × U در (v, u) هر ب  ازای (ال  ف)

(σ+
١ ◦ σ+

٢ )(v, u) = σ+
١ (v) ∧ σ+

٢ (u),

(σ−
١ ◦ σ−

٢ )(v, u) = σ−
١ (v) ∨ σ−

٢ (u).

،F در tu و V در v هر ب  ازای (ب)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, t)(v, u)) = σ+
١ (v) ∨ µ+

٢ (tu),

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, t)(v, u)) = σ−
١ (v) ∨ µ−

٢ (tu).

،E در vw و U در u هر ب  ازای (ج)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, u)(w, u)) = µ+
١ (vw) ∨ σ+

٢ (u)

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, u)(w, u)) = µ−
١ (vw) ∨ σ−

٢ (u).

E٠ −H در (v, t)(w, u) هر ب  ازای (د)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, t)(w, u)) = σ+
٢ (t) ∨ σ+

٢ (u) ∨ µ+
١ (vw)

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, t)(w, u)) = σ−
٢ (t) ∨ σ−

٢ (u) ∨ µ−
١ (vw)



ب  ق  اء اب  راهی  م  ی د. و ب  رزوئ  ی ر.ع. خ  ل  ی  ل  ی، م. ٢٧٩

ای  ن  ج  ا در

H = {(v, t)(v, u)|v ∈ V, tu ∈ F} ∪ {(v, u)(w, u)|u ∈ U, vw ∈ E}.

ت  رک  ی  ب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ۵ .٣ م  ث  ال م  ف  روض  ات ب  ا را Λ و Γ ف  ازی -BI گ  راف های .٣. ٨ م  ث  ال

(ش  ک  ل ب  ود خ  واهد زی  ر ص  ورت ب  ه Γ [Λ] = (Σ١ ◦Σ٢, I١ ◦ I٢) ف  ازی، -BI گ  راف های ای  ن

:(۴

Σ١ ◦Σ٢ = Σ١ ×Σت  ع  ری  ف)٢ ب  ه ت  وج  ه (ب  ا

I١ ◦ I٢ = ⟨((v١, u١)(v١, u٢)

٠٫٨
,
(v١, u١)(v٢, u١)

٠٫٨
,
(v٢, u١)(v٢, u٢)

٠٫٨
,

(v١, u٢)(v٢, u٢)

٠٫٩
,
(v١, u١)(v٢, u٢)

٠٫٩
,
(v١, u٢)(v٢, u١)

٠٫٩
),

(
(v١, u١)(v١, u٢)

−٠٫١
,
(v١, u١)(v٢, u١)

−٠٫٢
,
(v٢, u١)(v٢, u٢)

−٠٫١
,

(v١, u٢)(v٢, u٢)

−٠٫١
,
(v١, u١)(v٢, u٢)

−٠٫١
,
(v١, u٢)(v٢, u١)

−٠٫١
)⟩

.(Γ [Λ]) Λ و Γ ف  ازی -BI گ  راف های ت  رک  ی  ب :۴ ش  ک  ل

ف  ازی -BI گ  راف ی  ک Γ ◦ Λ آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ف  ازی -BI گ  راف دو Λ و Γ اگ  ر .٣. ٩ گ  زاره

اس  ت.

داش  ت  ی  م، Λ و Γ ف  ازی -BI گ  راف های ب  رای ٣. ٧ ت  ع  ری  ف در ک  ه م  ف  روض  ات  ی ب  ا اث  ب  ات.

ک  ن  ی  م: ث  اب  ت را زی  ر ن  اب  راب  ری های درس  ت  ی م  ی ب  ای  س  ت



٢٨٠ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

،F در tu و V در v هر ب  ازای (ال  ف)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, t)(v, u)) ≥ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(v, t) ∧ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(v, u) (۵)

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, t)(v, u)) ≥ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(v, t) ∨ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(v, u) (۶)

،E در vw و U در u هر ب  ازای (ب)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, u)(w, u)) ≥ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(v, u) ∧ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(w, u) (٧)

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, u)(w, u)) ≥ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(v, u) ∨ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(w, u) (٨)

E٠ −H در (v, t)(w, u) هر ب  ازای (ج)

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, t)(w, u)) ≥ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(v, t) ∧ (σ+
١ ◦ σ+

٢ )(w, u) (٩)

(µ−
١ ◦ µ−

٢ )((v, t)(w, u)) ≥ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(v, t) ∨ (σ−
١ ◦ σ−

٢ )(w, u) (١٠)

ف  ازی گ  راف های ب  رای ک  ه اس  ت اث  ب  ات  ی م  ش  اب  ه ١٠ و ٨ ، ۶ های ن  ام  س  اوی درس  ت  ی ب  رهان

ب  ی  ان ١ خ  ص  وص در آن  چ  ه م  ش  اب  ه رون  دی ب  ا ٧ و ۵ ن  اب  راب  ری های .[١] م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه دوق  ط  ب  ی

در (v, t)(w, u) هر ب  ازای م  ی آوری  م. را ٩ درس  ت  ی ب  ررس  ی ای  ن  ج  ا در م  ی ش  ون  د. اث  ب  ات ش  د،

E٠ −H

(µ+
١ ◦ µ+

٢ )((v, t)(w, u)) = σ+
٢ (t) ∨ σ+

٢ (u) ∨ µ+
١ (vw)

≥
(
σ+

٢ (t) ∨ σ+
٢ (u)

)
∨
(
σ+

١ (v) ∧ σ+
١ (w)

)
≥
(
σ+

٢ (t) ∧ σ+
٢ (u)

)
∧
(
σ+

١ (v) ∧ σ+
١ (w)

)



ب  ق  اء اب  راهی  م  ی د. و ب  رزوئ  ی ر.ع. خ  ل  ی  ل  ی، م. ٢٨١

=
(
σ+

١ (v) ∧ σ+
٢ (t)

)
∧
(
σ+

١ (w) ∧ σ+
٢ (u)

)
(σ+

١ ◦ σ+
٢ )(v, t) ∧ (σ+

١ ◦ σ+
٢ )(w, u)

□

-SBI (گ  راف ق  وی Γ∗ = (V,E) از Γ = (Σ, I) ف  ازی -BI گ  راف ی  ک .٣. ١٠ ت  ع  ری  ف

.µ−
rs = σ−

r ∨ σ−
s و µ+

rs = σ+
r ∧ σ+

s ،rs ∈ E هر ب  ازای اگ  ر ش  ود، م  ی گ  ف  ت  ه ف  ازی)

Γ∗ = (V,E) از Γ = (Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) ف  ازی -BI گ  راف ی  ک م  ت  م  م .٣. ١١ ت  ع  ری  ف

آن در ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف Γ̄∗ = (V̄ , Ē) از Γ̄ = (Σ̄σ̄+,σ̄− , Īµ̄+,µ̄−) ف  ازی -BI گ  راف

V̄ = V (ال  ف)

σ̄−
r = σ−

r و σ̄+
r = σ+

r ،r ∈ V هر ب  ازای (ب)

(ج)

µ̄+
rs =


٠ اگ  ر µ+

rs > ٠

σ+
r ∧ σ+

s اگ  ر µ+
rs = ٠

µ̄−
rs =


٠ اگ  ر µ−

rs < ٠

σ−
r ∨ σ−

s اگ  ر µ−
rs = ٠

.

اس  ت. ف  ازی -SBI گ  راف ی  ک ف  ازی، -BI گ  راف ی  ک م  ت  م  م .٣. ١٢ ق  ض  ی  ه

م  ی م  ان  ن  د ب  اق  ی rs م  ان  ن  د ی  ال های  ی ف  ق  ط م  ت  م  م گ  راف در ک  ه آن  ج  ا از اث  ب  ات.

ت  وج  ه ب  ا ک  ن  ن  د، م  ی ص  دق µ̄−
rs = σ−

r ∧ σ−
s و µ̄+

rs = σ+
r ∧ σ+

s ش  رای  ط در ک  ه

□ اس  ت. ت  م  ام ب  رهان ف  ازی، -SBI گ  راف ت  ع  ری  ف ب  ه

را ٣. ٣ م  ث  ال در Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) ف  ازی -BI گ  راف م  ت  م  م ۵ ش  ک  ل .٣. ١٣ م  ث  ال

ف  ازی -SBI گ  راف ی  ک ح  اص  ل م  ت  م  م گ  راف م  ی ش  ود م  ش  اهده ک  ه هم  ان ط  ور م  ی دهد. ن  ش  ان

م  ی ب  اش  د.



٢٨٢ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

دوق  ط  ب  ی. م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک م  ت  م  م :۵ ش  ک  ل

ی  ک ب  اش  د. ف  ازی -BI گ  راف ی  ک Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) ک  ن  ی  م ف  رض .١۴ .٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه Γ ج  زئ  ی ف  ازی -BI زی  رگ  راف Θ = (V,∆δ+,δ− ,Mω+,ω−) ف  ازی -BI گ  راف

اگ  ر

δ+ ⊆ σ+, ω+ ⊆ µ+

δ− ⊆ σ−, ω− ⊆ µ−.

ف  ازی -BI زی  رگ  راف U ⊆ V آن در ک  ه Θ = (U,∆δ+,δ− ,Mω+,ω−) ف  ازی -BI گ  راف

،U در s و r هر ب  ازای اگ  ر ش  ود م  ی ن  ام  ی  ده Γ

δ+r = σ+
r , ω

+
rs = µ+

rs

δ−r = σ−
r , ω

−
rs = µ−

rs

ب  اش  د. ف  ازی -BI گ  راف ی  ک Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) ک  ن  ی  م ف  رض .١۵ .٣ ت  ع  ری  ف

اگ  ر .−١ ≤ q ≤ ٠ و ٠ ≤ p ≤ ١ ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در گ  ون  ه ای ب  ه را q و p م  ق  ادی  ر

σ+
p = {α ∈ σ+∗|σ+

α ≥ p},

σ−
q = {β ∈ σ−∗|σ−

γ ≥ q},

µ+
p = {αβ ∈ µ+∗|µ+

αβ ≥ p}
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و

µ−
q = {γλ ∈ µ−∗|µ−

γλ ≥ q},

م  ج  م  وع  ه و σ+
p ∪ σ−

q رئ  وس م  ج  م  وع  ه ب  ا گ  راف  ی T = (σ+
p ∪ σ−

q , µ
+
p ∪ µ−

q ) آن  گ  اه

ب  ا م  ت  ن  اظ  ر Γ ف  ازی -BI گ  راف آس  ت  ان  ه ی گ  راف را T گ  راف م  ی ب  اش  د. µ+
p ∪ µ−

q ی  ال های

گ  وی  ن  د. q و p م  ق  ادی  ر

٠ ≤ p١ ≤ ف  ازی، -BI گ  راف ی  ک Γ = (V,Σσ+,σ− , Iµ+,µ−) ک  ن  ی  م ف  رض .١۶ .٣ گ  زاره

T٢ = (σ+
p٢ ∪ σ−

q٢ , µ
+
p٢ ∪ µ−

q٢) آس  ت  ان  ه ی گ  راف آن  گ  اه ،−١ ≤ q١ ≤ q٢ ≤ ٠ و p٢ ≤ ١

م  ی ب  اش  د. T١ = (σ+
p١ ∪ σ−

q١ , µ
+
p١ ∪ µ−

q١) آس  ت  ان  ه ی گ  راف از زی  رگ  راف ی  ک

.σ+
p٢ ∪ σ−

q٢ ⊆ σ+
p١ ∪ σ−

q١ ک  ن  ی  م م  ی ث  اب  ت ی  ع  ن  ی م  ی آوری  م، رئ  وس ب  رای را ب  رهان اث  ب  ات.

α ∈ σ+
p٢ ∪ σ−

q٢ ⇒


α ∈ σ+

p٢

ی  ا

α ∈ σ−
q٢

⇒


σ+
α ≥ p٢ ≥ p١

ی  ا

σ−
α ≥ q٢ ≥ q١

⇒


α ∈ σ+

p١

ی  ا

α ∈ σ−
q١

⇒ α ∈ σ+
p١ ∪ σ−

q١ .

ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ن  ی  ز ی  ال ها ب  رای م  ش  اب  ه ک  ام  لا رون  دی ب  ا

□ .µ+
p٢ ∪ µ−

q٢ ⊆ µ+
p١ ∪ µ−

q١

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ۴

دو م  ع  ک  وس ف  ازی راب  ط  ه ی از م  س  ت  ق  ل پ  ارام  ت  رهای دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های  در

گ  راف های در م  ق  ادی  رش  ان ب  راب  ر گ  راف م  رت  ب  ه ی و ان  دازه رئ  وس، درج  ات ان  واع ن  ظ  ی  ر ق  ط  ب  ی،



٢٨۴ دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف های

دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف دو ت  رک  ی  ب و دک  ارت  ی ح  اص  ل  ض  رب ب  ود. خ  واهن  د دوق  ط  ب  ی ف  ازی

ی  ک دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک م  ت  م  م اس  ت. دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک

م  ق  دار زوج دو از ش  ده ن  ت  ی  ج  ه آس  ت  ان  ه گ  راف های در اس  ت. ق  وی دوق  ط  ب  ی م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف

گ  راف ب  ر ک  وچ  ک  ت  ر م  ق  ادی  ر ب  ه م  ت  ن  اظ  ر گ  راف دوق  ط  ب  ی، م  ع  ک  وس ف  ازی گ  راف ی  ک ب  رای م  ت  ف  اوت

اس  ت. غ  ال  ب ب  زرگ  ت  ر م  ق  ادی  ر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر
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