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نسبت زیرمجموعه یک ساز پایدار و زیرمجموعه یک ساز پایدار مفاهیم مقاله، این در چکیده.

پردازیم. می آنها مطالعه به و کنیم می معرفی تکین BL-جبرهای در را دیگر مجموعه زیر به

تکین فیلترهای ساز پایدار و است تکین فیلتر یک مجموعه، یک ساز پایدار که دهیم می نشان

مطالعه بررسی، در سعی قضایا اثبات و مثالها آوردن با باشند. می تکین فیلتر یکدیگر، به نسبت

ثابت همچنین، کنیم. می پایدارسازها از استفاده با تکین BL-جبرهای بیشتر شناخت و عمیق

است. اول تکین فیلتر یک مجموعه، یک ساز پایدار خطی، تکین BL-جبرهای در که کنیم می

پردازیم. می قسمتی خارج تکین BL-جبرهای بر سازها پایدار تاثیر بررسی به آخر در

سرآغاز .١

تاکنون که است هایی نظریه ترین محبوب و پرطرفدارترین از یکی فازی، مجموعه های نظریه

کرد. معرفی را فازی های مجموعه نظریه ١٩۶۵ سال در زاده لطفی پرفسور است. شده معرفی
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تکین. فیلتر ساز، پایدار تکین، BL-جبر غیرکلاسیک، های منطق کلیدی. کلمات و عبارات

فازی) سیستم های (انجمن ١۴٠۵ ©

١٣۵
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نمود فراهم را ریاضی معادله های با تقریبی استدلال و نادقیق اطلاعات مدل سازی مقدمات ایشان

فازی، مجموعه های نظریه آورد. بوجود کلاسیک منطق و ریاضیات در عظیم تحولی خود نوع در که

تا هستیم ریاضیات از دیگری نوع یک نیازمند ”ما شد: مطرح زاده لطفی پرفسور توسط اینگونه

احتمالات نظریه از متفاوت که مدلی نماییم، سازی مدل را رویدادها دقت عدم و ابهامات بتوانیم

که رود می کار به رویدادها در دقت عدم و قطعیت عدم تشریح و بیان برای فازی نظریه است.”

علوم مهندسی، به مربوط سوالات و مسایل از بسیاری است. آمده بوجود ارزشی چند منطق براساس

مسایل گونه این در زیرا داد. پاسخ جدید نظریه این با میتوان بهتر را ... و پزشکی علوم مختلف،

هایی نظریه از دسته آن از فازی های مجموعه نظریه هستیم. مواجه قطعیت عدم مختلف انواع با

است. داشته علوم سایر در فراوانی کاربردهای تاکنون و کرد پیشرفت سرعت به که است

مورد گسترده طور به تاکنون که است جبری ساختارهای مهمترین از یکی مانده های مشبکه

برای باشد. می BL-جبرها همچون مهمی جبرهای اساس ساختار، این است. گرفته قرار مطالعه

پژوهشگران از توجهی قابل استقبال با که کرد معرفی را BL-جبر مفهوم [۶] هایک بار اولین

شد. مواجه

تکین BL-جبرهای جدید ساختار BL-جبرها، به ∃ و ∀ یکتایی عمل دو کردن اضافه با

هایی ویژگی جبرها این جبری، ساختار این در یکتایی عمل دو این وجود دلیل به آید. می بوجود

دو پژوهشگران در را آنها بررسی و مطالعه برای اشتیاق که دهند می نشان خود از متفاوت و خاص

مثال طور به اند، شده اضافه جبری های ساختار دیگر به پیشتر یکتایی، عمل دو این نماید. می چندان

ℓR-کراندار مونوییدهای ، [۵] اساسی جبرهای ،[٢] هایتینگ جبرهای روی قبلا مطالعات نوع این

،[۴] BL-جبرها ،[١٠] BE-جبرها ،[٨] مانده های کراندار،مشبکه مانده های مشبکه جابجایی،

است. شده انجام جبرها -NM و جبرها هوپ

آمدن بوجود باعث سازها پایدار مانند ای ویژه های مجموعه تعریف در ∀ یکتایی عمل تاثیر

شود. می جبری ساختارهای دیگر در ها مجموعه این از آمده بدست خواص و تعریف با تفاوتهایی

مهمی نقش ساختار) این روی خاص طور تکین(به فیلترهای و فیلترها نظریه که دانیم می طرفی از

دقیق مطالعه برای انگیزه آمدن بوجود باعث ایده این بودن تازه دارند. جبرها این بیشتر شناخت در

[١٣] همکارانش و ظهیری راستا، همین در گردد. می تکین BL-جبرهای روی پایدارساز نوع دو

دادند. قرار بررسی مورد و کرده معرفی تکین BL-جبرهای روی را وضعیتی عمل
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[٣] مانده های مشبکه ،[٧] BL-جبرها جمله از مختلف جبرهای روی ساز پایدار مفهوم

بین که هایی تفاوت است. گرفته قرار بررسی مورد تفصیل به و معرفی [١٢] مثلثی جبرهای و

های مجموعه مطالعه برای انگیزه آمدن بوجود باعث است ساختارها این و تکین BL-جبرهای

گردد. می جبری ساختار این روی ساز پایدار

نوعی تکین BL-جبرهای بیشتر و بهتر شناخت منظور به شد، ذکر بالا در که نکاتی به توجه با

دهیم. می قرار مطالعه مورد را آنها های ویژگی و خاص های مجموعه از دیگر

دهیم. قرار بررسی مورد را تکین BL-جبرهای از بیشتری خواص داریم قصد حاضر، مقاله در

ساز پایدار مفهوم کنیم. می معرفی جبری ساختار این روی را خاص مجموعه دو منظور، این برای

شدن تر روشن برای کنیم. می تعریف تکین BL-جبر روی را Y به نسبت X ساز پایدار و X

روی را ها مجوعه این های ویژگی سپس گردد. می ارایه ها مجموعه این از هایی مثال مفاهیم این

برخی و تکین فیلترهای سازها، پایدار بین ارتباط همچنین کنیم. می مطالعه تکین BL-جبرهای

کنیم. می بررسی را ماکسیمال و اول تکین فیلترهای مانند خاص تکین فیلترهای

نیازها پیش و مقدمات .٢

ادامه در که تکین BL-جبرهای از نتایجی و ای پایه مفاهیم خلاصه طور به بخش این در

کنیم. می بیان را کرد خواهیم استفاده

نوع از L = (L,∨,∧, ∗,→, ٠, ١) صورت به جبر یک مانده مشبکه یک [۶] .٢. ١ تعریف

: که است (٢, ٢, ٢, ٢, ٠, ٠)

است، کراندار مشبکه یک (L,∨,∧, ٠, ١) •

است، جابجایی تکوار یک (L, ∗, ١) •

.L در z و x, y هر برای ،x ≤ y → z اگر تنها و اگر x ∗ y ≤ z •

صورت این Lبه = (L,∨,∧, ∗,→, ٠, ١) مانده مشبکه یک در ¬ نقیض و ≤ ترتیب

معادل، طور به (یا x ∧ y = x اگر تنها و اگر x ≤ y :L در y و x همه برای شوند، می تعریف

،¬x = x → ٠ و (x → y = ١ اگر تنها و اگر معادل طور به یا x؛ ∨ y = y اگر تنها و اگر

.(x ↔ y) = (x → y) ∧ (y → x) ،xn = x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸
n−times

.n ∈ N برخی برای ،an = ٠ اگر است، L از پوچ عضو یک a ∈ L که کنیم می یادآوری
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برای اگر است BL-جبر یک L = (L,∨,∧, ∗,→, ٠, ١) مانده مشبکه یک [۶] .٢. ٢ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در x, y ∈ L هر

خطی)، (پیش (x → y) ∨ (y → x) = ١ •

پذیری). x(تقسیم ∧ y = x ∗ (x → y) •

زیر شرایط آنگاه باشد. مانده مشبکه یک L = (L,∨,∧, ∗,→, ٠, ١) کنید فرض [٩] .٢. ٣ لم

است: برقرار L در z و x, y هر برای

،(x ≤ ¬¬x ویژه x(به ∨ y ≤ (x → y) → y (١)

،x → y ≤ (x ∗ z) → (y ∗ z) (٢)

،(x → y) ∗ (y → z) ⩽ (x → z) (٣)

y → z ⩽ x → z, و x ∗ z ⩽ y ∗ z, z → x ⩽ z → y آنگاه ،x ⩽ y اگر (۴)

،x → (y → z) = y → (x → z) = (x ∗ y) → z (۵)

،x ↔ y ⩽ (y ↔ z) ↔ (x ↔ z) (۶)

∧i∈I(yi → xi) ≤ آنگاه باشند، موجود ∧i∈I(xi → yi) و ∧i∈Ixi,∨i∈Iyi اگر (٧)

،∨i∈Iyi → ∨i∈Ixi

∧i∈I(yi → xi) ≤ آنگاه باشند، موجود ∧i∈I(xi → yi) و ∧i∈Ixi,∧i∈Iyi اگر (٨)

.∧i∈Iyi → ∧i∈Ixi

.a ∨ x = ((x → a) → a) ∧ ((a → x) → x) (٩)

می A = (A,∨,∧, ∗,→, ∀,∃, ٠, ١) ساختار یک تکین BL-جبر یک [۴] .۴ .٢ تعریف

روی یکتایی های عمل ∃ و ∀ است، BL-جبر یک (A,∨,∧, ∗,→, ٠, ١) که طوری به باشد،

کنند: می صدق زیر شرایط در و باشند می A

.∀x → x = ١ (M١)

.∀(x → ∀y) = ∃x → ∀y (M٢)

.∀(∀x → y) = ∀x → ∀y (M٣)

.∀(∃x ∨ y) = ∃x ∨ ∀y (M۴)

.∃(x ∗ x) = ∃x ∗ ∃x (M۵)

تکین BL-جبر یک A ساده طور به یا A = (A,∨,∧,→, ∗, ∀, ∃, ٠, ١) بعد به اینجا از

است.
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هر برای اگر تنها و اگر نامیم می تکین MV-جبر یک را A تکین BL-جبر یک .۵ .٢ تعریف

برقرارباشد: زیر شرط x, y ∈ A

(x → y) → y = (y → x) → x.

تکین فیلتر یک F ⊆ A تهی غیر مجموعه زیر یک ،A تکین BL-جبر یک در [۴] .۶ .٢ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در x, y ∈ A هر برای اگر است، A از

.y ∈ F آنگاه ،x ⩽ y و x ∈ F, y ∈ A اگر (F١)

.x ∗ y ∈ F آنگاه ،x, y ∈ F اگر (F٢)

.∀x ∈ F آنگاه ،x ∈ F اگر (F٣)

داریم: آنگاه .a, b ∈ A و باشد تکین BL-جبر یک A اگر [۴] .٢. ٧ گزاره

.∀(a → b) → (∀a → ∀b) = ١ (١)

.∀(a ∧ b) = ∀a ∧ ∀b (٢)

.a → ∃a = ١ (٣)

.∃(∃a → b) → (∃a → ∃b) = ١ (۴)

.∃(a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b (۵)

.∀(∀a ∗ ∀b) = ∀a ∗ ∀b (۶)

.∃∀a = ∀a,∀∃a = ∃a,∀∀a = ∀a (٧)

.∀(∀a → ∀b) = ∀a → ∀b (٨)

.∃a = a اگر تنها و اگر ∀a = a (٩)

.∀١ = ∃١ = ١ و ∀٠ = ∃٠ = ٠ (١٠)

یک را A از سره تکین فیلتر یک باشد. تکین BL-جبر یک A کنید فرض [١٣] .٢. ٨ تعریف

A از F تکین فیلتر یک باشد. A از سره تکین فیلتر هر شامل اگر نامیم می ماکسیمال تکین فیلتر

.∀y ∈ F یا ∀x ∈ F آنگاه ∀x∨ ∀y ∈ F اگر ،x, y ∈ A هر برای اگر است اول تکین فیلتر

S شامل A از تکین فیلتر کوچکترین ،S ⊆ A تهی غیر مجموعه زیر برای [١٣] .٢. ٩ تعریف

می داده نمایش [S) با و نامند می S توسط شده تولید تکین فیلتر را
⋂
{F : S ⊆ F} یعنی

شود.



١۴٠ تکین BL-جبرهای در ١۴٠پایدارسازها تکین BL-جبرهای در ١۴٠پایدارسازها تکین BL-جبرهای در پایدارسازها

آنگاه ،a ∈ A و باشد A از تهی غیر مجموعه زیر یک S ⊆ A اگر [١٣] .٢. ١٠ گزاره

[S) = {x ∈ A : ∀s١ ∗ · · · ∗ ∀sn ⩽ x s.t. s١, · · · sn ∈ S, n ⩾ ١}.

تکین های BL-جبر در مجموعه یک ساز پایدار .٣

خواهد ارایه مجموعه این از مثالهایی و تعریف را مجموعه یک ساز پایدار مفهوم بخش این در

می مجموعه این بهتر شناخت در سعی مجموعه، یک پایدارسازهای خواص اثبات و بررسی با شد.

است. تکین فیلتر مجموعه یک ساز پایدار که کنیم می ثابت سپس شود.

صورت به را X ساز پایدار باشد. A از تهی غیر مجموعه زیر یک X کنید فرض .٣. ١ تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به و دهیم می نمایش X∗

. X∗ = {a ∈ A : ∀a → x = x، هر برای x ∈ X}

تعریف زیر صورت به → ،∗ های عمل و A = {٠, a, b, c, ١} کنید فرض [١٣] .٣. ٢ مثال

شوند:

∗ ٠ c a b ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

c ٠ c c c c

a ٠ c a c a

b ٠ c c b b

١ ٠ c a b ١

→ ٠ c a b ١

٠ ١ ١ ١ ١ ١

c ٠ ١ ١ ١ ١

a ٠ b ١ b ١

b ٠ a a ١ ١

١ ٠ c a b ١

r c��
�
rb

S
S

S
ra �
�
�
r١
S
S
S

r
٠
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است. جبر -BL یک (A,∧,∨, ∗,→, ٠, ١) اینصورت در

بگیرید: نظر در را زیر های جدول و ،i = ١, ٢, ٣ ،∀i,∃i : A −→ A های نگاشت

x ٠ c a b ١

∀١x ٠ ٠ ٠ ٠ ١

∀٢x ٠ c c c ١

∀٣x ٠ c a b ١

x ٠ c a b ١

∃١x ٠ ١ ١ ١ ١

∃٢x ٠ c ١ ١ ١

∃٣x ٠ c a b ١

هستند. تکین BL-جبرهای ،i = ١, ٢, ٣ برای (A,∀i,∃i) ساختارهای

داریم X = {a, c} مجموعه برای ،(A,∀١∃,١) ساختار در (١)

.X∗ = {١}

داریم Y = {b, ١} مجموعه برای ،(A,∀٣, ∃٣) ساختار در (٢)

.Y ∗ = {a, ١}

کنیم: می بررسی تکین BL-جبرهای در را سازها پایدار های ویژگی از برخی زیر لم در

داریم: آنگاه باشد. A از تکین فیلتر یک F و X,Y ⊆ A کنید فرض .٣. ٣ لم

.Y ∗ ⊆ X∗ آنگاه ،X ⊆ Y اگر (١)

.{١}∗ = A و A∗ = {١} (٢)

.Xi ⊆ A برای ،(
⋃
i∈I

Xi)
∗ =

⋂
i∈I

X∗
i (٣)

.Xi ⊆ A برای ،
⋂
i∈I

X∗
i ⊆ (

⋂
i∈I

Xi)
∗ (۴)

.h(X∗) ⊆ h(X)∗ آنگاه ،X ⊆ Aو باشد همریختی یک h : A −→ A اگر (۵)

.X∗ =
⋂
{{x}∗ : x ∈ X} (۶)

.{١} ⊆ F
⋂
F ∗ (٧)

∀a → y = y رابطه y ∈ Y هر برای تعریف طبق پس a ∈ Y ∗ کنیم فرض (١) اثبات.

در و a ∈ X∗ تعریف طبق لذا است. برقرار ∀a → x = x تساوی پس X ⊆ Y که آنجایی از

.Y ∗ ⊆ X∗ داریم نتیجه
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حال است. برقرار ∀a → x = x رابطه x ∈ X هر برای پس a ∈ A∗ کنیم فرض (٢)

.A∗ ⊆ {١} پس ،a = ١ داریم ،∀a ≤ a که آنجایی از .∀a → a = a آنگاه a = x اگر

بنابراین .١ ∈ A∗ آنگاه ،x ∈ A هر برای ∀١ → x = ١ → x = x طرفی از

.A∗ = {١}

.a ∈ A هر برای ،∀a ≤ ١ چون ،{١}∗ = {a ∈ A : ∀a → ١ = ١} = A

،(∀a ∈ Xi) (∀i ∈ I) پس .x ∈ X∗
i (∀i ∈ I) آنگاه .x ∈

⋂
i∈I

X∗
i کنید فرض (٣)

.x ∈ (
⋃
i∈I

Xi)
∗ پس a؛ ∈

⋃
i∈I

Xi هر برای ،∀x → a = a بنابراین .∀x → a = a

است. واضح برعکس اثبات ،(١) قسمت از استفاده با

است. واضح اثبات (١) قسمت از استفاده با (۴)

وجود پس .y ∈ h(X∗) و باشد همریختی یک h : A −→ A ،X ⊆ A اگر (۵)

.a ∈ X هر برای ،∀x → a = a بنابراین .y = h(x) که طوری به x ∈ X∗ دارد

بنابراین .a ∈ X هر برای ،∀h(x) → h(a) = h(a) داریم است همریختی یک h چون

.y = h(x) ∈ h(X)∗

،a ∈ {x}∗ اگر تنها و اگر x ∈ X هر برای ،∀a → x = x اگر تنها و اگر a ∈ X∗ (۶)

.a ∈
⋂
{{x}∗ : x ∈ X} اگر تنها و اگر x ∈ X هر برای

□ .{١} ⊆ F
⋂

F ∗ ١داریم ∈ F و x ∈ F هر برای ،١ → x = x که آنجایی از (٧)

نیستند. برقرار همواره ٣. ٣ لم (۵) و (۴) های قسمت برعکس که دهیم می نشان زیر مثال در

X١ = اگر بگیرید، نظر در را (A,∀١, ∃١) ساختار ٣. ٢ مثال در :(۴) قسمت برای .۴ .٣ مثال

.(
⋂
Xi)

∗ = ∅ اما
⋂
X∗

i = {١} داریم آنگاه ،X٢ = {١} و {a, c}

را h همریختی اگر بگیرید، نظر در را (A, ∀٣, ∃٣) ساختار ٣. ٢ مثال در :(۵) قسمت برای

کنیم: تعریف زیر صورت به

h(x) =


x x = ٠, c, ١

b x = a

a x = b

.h(X)∗ ⊈ h(X∗) که است واضح X = {a, ١} برای
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نیست. برقرار همواره ٣. ٣ لم (٧) قسمت برعکس دهیم می نشان بعد مثال در

می تعریف زیر صورت به را → و ∗ بگیرید. نظر در را ([٠, ١],∨,∧, ∗,→, ٠, ١) .۵ .٣ مثال

کنیم:

x ∗ y = min(x, y)، x → y =

١ x ≤ y

y y < x

F = [٠٫٧, ١] فیلتر برای . ∀x = x = ∃x که بگیرید نظر در صورت این به را ∃ و ∀ های عمل

.F ∩ F ∗ ⊈ {١} بنابراین F ∗ = [٠٫٧, ١] داریم

.A∗∗ = A و {١}∗∗ = {١} که است واضح (٢) قسمت ٣. ٣ لم از استفاده با .۶ .٣ نتیجه

آنگاه .∅ ̸= X ⊆ A کنید فرض .٣. ٧ لم

{a ∈ A : ∀a ∨ x = ١, x ∈ X} ⊆ X∗.

∀a ∨ x = ١ بنابراین a ∈ {a ∈ A : ∀a ∨ x = ١, x ∈ X} کنیم فرض اثبات.

نتیجه در ((x → ∀a) → ∀a) ∧ ((∀a → x) → x) = ١ داریم (٩)٢. ٣ لم طبق

بنابراین (∀a → x) → x = ١ پس (∀a → x) → x = (x → ∀a) → ∀a = ١

.a ∈ X∗ و ∀a → x = x

□

.X∗ = [X)∗ آنگاه .X ⊆ A و باشد تکین MV-جبر یک A کنید فرض .٣. ٨ قضیه

.[X)∗ ⊆ X∗ ،٣. ٣ لم از استفاده با ،X ⊆ [X) که آنجایی از اثبات.

که دهیم نشان باید ،٣. ٧ لم از استفاده با .x ∈ [X) ،a ∈ X∗ کنید فرض برعکس،

و i = ١, . . . , n برای xi ∈ X, از برخی برای ،x ≥ x١ ∗ . . . ∗ xn داریم .x ∨ ∀a = ١

داریم ٢. ٣ لم از استفاده با .i = ١, . . . , n هر برای ∀a ∨ xi = ١, ،a ∈ X∗

∀a ∨ x ≥ ∀a ∨ (x١ ∗ . . . ∗ xn)

≥ (∀a ∨ x١) ∗ . . . ∗ (∀a ∨ xn)

= ١.

□ .a ∈ X∗ و ∀a ∨ x = ١ بنابراین
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باشد. می A از تکین فیلتر یک X∗ آنگاه .X ⊆ A کنید فرض .٣. ٩ لم

استفاده با ،∀a ≤ ∀b آنگاه .a ≤ b که طوری به b ∈ A و a ∈ X∗ کنید فرض اثبات.

پس x ≤ ∀b → x و ∀b → x ≤ x بنابراین ∀b → x ≤ ∀a → x = x داریم ،٢. ٣ لم از

.x = ∀b → x

گزاره و ٢. ٣ لم از استفاده با .x = ∀b → x و x = ∀a → x آنگاه ،a, b ∈ X∗ اگر

∀(a ∗ b) → x = ∀a ∗ ∀b → x = ∀a → (∀b → x) = ∀a → x = x داریم ،٢. ٧

.a ∗ b ∈ X∗ بنابراین

□ .∀a ∈ X∗ آنگاه ،∀∀a → x = ∀a → x = x که آنجایی از .a ∈ X∗ کنید فرض

آن از تهی غیر مجموعه زیر یک X و بوده خطی تکین BL-جبر یک A کنید فرض .٣. ١٠ قضیه

است. A از اول تکین فیلتر یک X∗ اینصورت در باشد.

∀(∀a ∨ ∀b) → آنگاه .∀a ∨ ∀b ∈ X∗ که طوری به a, b ∈ A کنید فرض اثبات.

که آنجایی از ∀a ∨ ∀b → x = x. ،٢. ٧ گزاره از استفاده با .x ∈ X هر برای x = x,

یا x = ∀a ∨ ∀b → x = ∀a → x پس ،∀b ≤ ∀a یا ∀a ≤ ∀b ، است خطی A

فیلتر ∗Xیک پس .∀b ∈ X∗ یا ∀a ∈ X∗ بنابراین .x = ∀a ∨ ∀b → x = ∀a → x

□ باشد. می اول تکین

نیست. برقرار لزوما ٣. ١٠ قضیه برعکس که دهیم می نشان بعد مثال در

آنگاه ،X = {a, ١} اگر بگیرید. نظر در را (A,∀٣, ∃٣) ساختار ٣. ٢ مثال در .٣. ١١ مثال

خطی تکین BL-جبر یک A اما است اول تکین فیلتر یک X∗ که است واضح .X∗ = {b, ١}

نیست.

Y مجموعه به نسبت X مجموعه ساز پایدار .۴

و مطالعه مورد و تعریف دیگر ای مجموعه به نسبت مجموعه یک پایدارساز بخش، این در

می تکین فیلتر هم به نسبت تکین فیلتر دو ساز پایدار که کنیم می اثبات گرفت. خواهد قرار بررسی

می تکین BL-جبرهای بهتر شناخت در سعی ها، مجموعه این از خواصی اثبات با سپس باشد.

کنیم.
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به نسبت X ساز پایدار باشند. A از تهی غیر مجموعه زیر دو Y و X کنید فرض .١ .۴ تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به x ∈ X هر برای را Y

(X,Y )∗ = {a ∈ A : (∀a → x) → x ∈ Y }.

.X ⊆ A هر برای ،(X, {١})∗ = X∗ داریم وضوح به

Y = و X = {١} برای بگیرید. نظر در را (A,∀٣, ∃٣) ساختار ،٣. ٢ مثال در .٢ .۴ مثال

.(X,Y )∗ ̸= (Y,X)∗ بنابراین .(Y,X)∗ = {a, ١} و (X,Y )∗ = ∅ داریم {c, b}

است. A از تکین فیلتر یک (F,G)∗ آنگاه باشد، A از تکین فیلتر F,Gدو اگر .٣ .۴ قضیه

(∀١ → x) → x = (١ → x) → x = x → x = ١ ∈ G, که آنجایی از اثبات.

.١ ∈ (F,G)∗ ،x ∈ F هر برای

هر برای ،(∀(a → b) → x) → x ∈ G پس .a, a → b ∈ (F,G)∗ کنید فرض

از .x ∈ F هر برای ،((∀a → ∀b) → x) → x ∈ G داریم، ٢. ٣ لم و ٢. ٧ گزاره با .x ∈ F

بنابراین .∀a → x ∈ F است، تکین فیلتر یک F و x ≤ ∀a → x که آنجایی

((∀a → ∀b) → (∀a → x)) → (∀a → x) ∈ G. (I)

پس .∀b → x ≤ (∀a → ∀b) → (∀a → x) داریم، x ∈ F هر برای ،٢. ٣ لم از استفاده با

استفاده با .(∀b → x) → (∀a → x) ≥ ((∀a → ∀b) → (∀a → x)) → (∀a → x)

داریم (I) از

(∀b → x) → (∀a → x) ∈ G. (II)

بنابراین،

((∀a → x) → x) → ((∀b → x) → x) = (∀b → x) → (((∀a → x) → x) → x)

= (∀b → x) → (∀a → x).

داریم ،(II) از استفاده با (∀a → x) → x ∈ G است، تکین فیلتر یک G چون

.b ∈ (F,G)∗ بنابراین .((∀b → x) → x) ∈ G

،∀∀a = ∀a که آنجایی از (∀a → x) → x ∈ G. آنگاه .a ∈ (F,G)∗ کنید فرض

□ .∀a ∈ (F,G)∗ پس .(∀∀a → x) → x = (∀a → x) → x ∈ G داریم
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تکین فیلتر (X,Y )∗ آنگاه نباشند، A از تکین فیلتر X,Y اگر دهیم می نشان بعد مثال در

نیست: A از

X = {b}, Y = مجموعه دو بگیرید، نظر در را (A,∀٣, ∃٣) ٣. ٢ساختار مثال در .۴ .۴ مثال

داریم نیستند. تکین فیلتر مجموعه دو این وضوح به بگیرید. نظر در را {c}

(X,Y )∗ = {b}.

نیست. تکین فیلتر مجموعه، این که

به را D(F ) مجموعه آنگاه باشد. A BL-جبر از تکین فیلتر یک F کنید فرض .۵ .۴ تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت

D(F ) = {x ∈ A : ¬¬∀a ∈ F}.

زیر ،i ∈ I هر برای Yi ،X,Y,Xi و باشد A از تکین فیلتر یک F کنید فرض .۶ .۴ قضیه

آنگاه .
⋂
i∈I

Yi ̸= ∅ و
⋂
i∈I

Xi ̸= ∅ که طوری به باشند A از هایی مجموعه

.X ⊆ Y آنگاه ،(X,Y )∗ = A اگر (١)

.(F, F )∗ = A (٢)

.X∗ ⊆ (X,F )∗ (٣)

.n ∈ N هر برای ،an ∈ X∗ اگر تنها و اگر a ∈ X∗ (۴)

.({١}, F )∗ = A (۵)

.(X ′, Y )∗ ⊆ (X,Y ′)∗ آنگاه ،Y ⊆ Y ′ و X ⊆ X ′ اگر (۶)

.
⋂
i∈I

(Xi, Yi)
∗ = (

⋂
i∈I

Xi,
⋂
i∈I

Yi)
∗ (٧)

.(X,
⋂
i∈I

Yi)
∗ =

⋂
i∈I

(X,Yi)
∗ (٨)

.
⋃
a∈A

{a}∗ = A (٩)

.(X, {١})∗ = X∗ (١٠)

.F ⊆ (X,F )∗ (١١)

.({٠}, F )∗ = D(F ) (١٢)

.
⋃
i∈I

(Xi, Yi)
∗ = (

⋂
i∈I

Xi,
⋃
i∈I

Yi)
∗ (١٣)
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.(X,A)∗ = A (١۴)

بنابراین .٠ ∈ (X,Y )∗ داریم ٠ ∈ A که آنجایی از ،(X,Y )∗ = A اگر (١) اثبات.

پس x ∈ X هر برای x = ١ → x = (٠ → x) → x = (∀٠ → x) → x ∈ Y

.X ⊆ Y

٢. ٣ لم از استفاده با باشد. A از تکین فیلتر یک F و a ∈ A, x ∈ F کنید فرض (٢)

بنابراین a؛ ∈ (F, F )∗ نتیجه در (∀a → x) → x ∈ F پس x ≤ (∀a → x) → x

است. واضح برعکس، .A ⊆ (F, F )∗

(∀a → x) → x = پس .x ∈ X هر برای ∀a → x = x آنگاه a ∈ X∗ اگر (٣)

.a ∈ (X,F )∗ نتیجه در x؛ → x = ١ ∈ F

٢. ٧ گزاره از استفاده با .x ∈ A هر برای ∀a → x = x آنگاه a ∈ X∗ کنید فرض (۴)

داریم

∀a٢ → x = ∀(a ∗ a) → x

= ∀a ∗ ∀a → x

= ∀a → (∀a → x)

= ∀a → x

= x.

∀an−١ → آنگاه an−١ ∈ X∗ کنید فرض حال a٢ ∈ X∗ ،∀a٢ → x = x که آنجایی از

پس .x ∈ A هر برای x = x

∀an → x = ∀(a ∗ an−١) → x

= ∀a ∗ ∀an−١ → x

= ∀a → (∀an−١ → x)

= ∀a → x

= x.
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است. واضح برعکس، .an ∈ X∗ بنابراین

(∀a → ١) → ١ = داریم است، تکین فیلتر یک F که آنجایی از .a ∈ A کنید فرض (۵)

.({١}, F )∗ = A بنابراین a؛ ∈ ({١}, F )∗ پس .١ → ١ = ١ ∈ F

پس .x ∈ X ′ هر برای ،(∀a → x) → x ∈ Y آنگاه ،a ∈ (X ′, Y )∗ اگر (۶)

.a ∈ (X,Y ′)∗ نتیجه در x ∈ X هر برای ،(∀a → x) → x ∈ Y ′

i ∈ I هر برای ،a ∈ (Xi, Yi)
∗ اگر تنها و اگر i ∈ I که جایی ،a ∈

⋂
i∈I

(Xi, Yi)
∗ (٧)

(∀a → اگر تنها و اگر i ∈ I و x ∈ Xi هر برای ،(∀a → x) → x ∈ Yi اگر تنها و اگر

.a ∈ (
⋂
i∈I

Xi,
⋂
i∈I

Yi)
∗ اگر تنها و اگر i ∈ I و a ∈ Xi هر برای ،x) → x ∈

⋂
i∈I

Yi

اگر تنها و اگر (a ∈ (X,Yi)
∗) (∀i ∈ I) اگر تنها و اگر a ∈

⋂
i∈I

(X,Yi)
∗ (٨)

(∀x ∈ X)(∀i ∈ I) اگر تنها و اگر ((∀a → x) → x ∈ Yi) ،(∀i ∈ I)(∀x ∈ X)

.a ∈ (X,
⋂
i∈I

Yi)
∗ اگر تنها و اگر ((∀a → x) → x ∈ Yi)

.
⋃
a∈A

{a}∗ = A داریم ١ ∈ A و {١}∗ = A ،٣. ٣ لم از استفاده با (٩)

.x ∈ X هر برای ،(∀a → x) → x = ١ آنگاه .a ∈ (X, {١})∗ کنید فرض (١٠)

نتیجه در x ∈ X هر برای ،∀a → x = x داریم ،٢. ٣ لم از استفاده با .∀a → x ≤ x پس

است. برقرار برعکس قسمت(٣) از استفاده با .a ∈ X∗

،∀a ≤ (∀a → x) → x ،٢. ٣ لم از استفاده با ،∀a ∈ F آنگاه .a ∈ F کنید فرض (١١)

.a ∈ (X,F )∗ بنابراین .(∀a → x) → x ∈ F پس

داریم (١٢)

({٠}, F )∗ = {a ∈ A : (∀a → ٠) → ٠ ∈ F}

= {a ∈ A : ¬¬∀a ∈ F}

= D(F ).
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(∀a → x) → x ∈ ،x ∈
⋂
i∈I

Xiهر برای آنگاه .a ∈ (
⋂
i∈I

Xi,
⋃
i∈I

Yi)
∗ اگر (١٣)

بنابراین .x ∈ Xi هر برای ،(∀a → x) → x ∈ Yi که طوری به i ∈ I دارید وجود .
⋃
i∈I

Yi

.a ∈
⋃
i∈I

(Xi, Yi)
∗ ،a ∈ (Xi, Yi)

∗

(∀a → که طوری به i ∈ I دارد وجود آنگاه .a ∈
⋃

i∈I(Xi, Yi)
∗ کنید فرض برعکس،

هر برای ،(∀a → x) → x ∈
⋃

i∈I Yi پس .x ∈ Xi هر برای ،x) → x ∈ Yi

بنابراین .x ∈
⋂

i∈I Xi هر برای ،(∀a → x) → x ∈
⋃

i∈I Yi آنگاه .x ∈ Xi

.a ∈ (
⋂
i∈I

Xi,
⋃
i∈I

Yi)
∗

داریم x ∈ X هر برای (١۴)

(X,A)∗ = {a ∈ A : (∀a → x) → x ∈ A} = A.

□

نیست: برقرار کلی طور به (١), (٣), (۶) های قسمت عکس که دهیم می نشان زیر مثال در

بگیرید. نظر در را ٣. ٢ مثال .٧ .۴ مثال

در X = {a} ⊆ Y = {a, b} کنید فرض (A,∀٣∃,٣) ساختار در ،(١) قسمت برای

.(X,Y )∗ = {٠, c, a} ̸= A داریم اینصورت

در X = {a}, F = {a, ١} کنید فرض (A,∀١, ∃١) ساختار در ،(٣) قسمت برای

.(X,F )∗ = A ⊈ X∗ = {١} داریم اینصورت

کنید فرض (A,∀٣, ∃٣) ساختار در ،(۶) قسمت برای

.X = Y = {١}, X ′ = {a}, Y ′ = {b}

.(X ′, Y ) = {b, ١} ⊈ (X,Y ′) = ∅ داریم اینصورت در

باشد. A از تکین ماکسیمال فیلتر یک F و باشد A از تکین فیلتر یک G کنید فرض .٨ .۴ لم

.(G,F )∗ = F آنگاه

تکین فیلتر یک (G,F )∗ .F ⊆ (G,F )∗ داریم (١١) ۶ .۴ قضیه از استفاده با اثبات.

□ .(G,F )∗ = F بنابراین است تکین ماکسیمال فیلتر یک F و است
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نیست. برقرار بالا قضیه عکس که دهیم می نشان ادامه در

G = [٠٫۵, ١] و F = [٠٫٧, ١] تکین های فیلتر برای بگیرید. نظر در را ۵ .٣ مثال .٩ .۴ مثال

نیست. ماکسیمال F تکین فیلتر که است واضح اما .(G,F )∗ = F داریم

آنگاه .X,Y ⊆ A و باشند A از تکین فیلتر دو G و F کنید فرض .١٠ .۴ گزاره

(X × Y, F ×G)∗ = (X,F )∗ × (Y,G)∗.

داریم ،x ∈ X, y ∈ Y هر برای اثبات.

(X × Y, F ×G)∗ = {(a, b) ∈ A×B : (∀(a, b) → (x, y)) → (x, y) ∈ F ×G, }

= {(a, b) ∈ A×B : ((∀a,∀b) → (x, y)) → (x, y) ∈ F ×G, }

= {(a, b) ∈ A×B : ((∀a → x) → x, (∀b → y) → y)) ∈ F ×G, }

= (X,F )∗ × (Y,G)∗.

□

خانواده {Xi}i∈I و باشد A از تکین فیلترهای از ای خانواده {Fi}i∈I کنید فرض .١١ .۴ نتیجه

.(
∏
i∈I

Xi,
∏
i∈I

Fi)
∗ =

∏
i∈I

(Xi, Fi)
∗ آنگاه باشد. A های مجموعه زیر از ای

آنگاه X ⊆ A و باشند A از تکین فیلتر دو G و F اگر .١٢ .۴ گزاره

(X,F/G)∗ = (X,F )∗/G.

داریم x ∈ X هر برای اثبات.

(X,F/G)∗ = {[a] ∈ A/G : (∀[a] → x) → x ∈ F/G}

= {[a] ∈ A/G : (∀a → x) → x ∈ F}

= {[a] ∈ A/G : a ∈ (X,F )∗}

= (X,F )∗/G.

□



ظهیری س. ظهیری١۵١ س. ظهیری١۵١ س. ١۵١

در باشد، همریختی یک f : A → B و باشند تکین BL-جبر دو A,B اگر .١٣ .۴ تعریف

کنیم: می تعریف اینصورت

.ker f = {a ∈ A : f(a) = ١}

آنگاه باشد. تکین BL-جبرهای از مونومورفیسم fیک : A → B کنید فرض .١۴ .۴ گزاره

.(X, ker f)∗ = (f−١(X))∗

داریم ،x ∈ X هر برای است. A از تکین فیلتر یک ker(f) که است واضح اثبات.

a ∈ (X, ker(f))∗ ⇔ (∀a → x) → x ∈ ker(f)

⇔ f((∀a → x) → x) = ١

⇔ (∀f(a) → f(x)) → f(x) = ١

⇔ ∀f(a) → f(x) = f(x)

⇔ a ∈ (f−١(X))∗.

□

گیری نتیجه

دیگر مجموعه به نسبت مجموعه یک ساز پایدار و مجموعه یک ساز پایدار مفاهیم مقاله این در

سازها پایدار از هایی مثال آوردن با دادیم. قرار بررسی مورد و کرده معرفی تکین BL-جبرهای در را

معرفی از بعد پرداختیم. خاص های مجموعه این و جبر این بهتر شناخت به جبری ساختار این روی

نسبت تکین فیلتر دو ساز پایدار و است تکین فیلتر مجموعه یک ساز پایدار دادیم نشان کدام، هر

می ضروری قضیه اثبات برای بودن تکین فیلتر شرط دادیم نشان مثالی در است. تکین فیلتر هم، به

بررسی و مطالعه مورد را ها مجموعه این از کدام هر از ای ویژه خواص بخش، هر ادامه در باشد.

رابطه تکین MV-جبرهای در که بود مساله این اثبات توجه قابل نتایج از یکی دادیم. قرار دقیق

بررسی را تکین های فیلتر انواع و سازها پایدار بین رابطه همچنین، است. برقرار X∗ = [X)∗

کردیم.

سبب که خاص های مجموعه دیگر و تکین BL-جبرهای روی تر گسترده و بیشتر مطالعه

بود. خواهد آینده در ما مطالعه زمینه گردد، می جبری ساختار این های ویژگی بیشتر شناخت
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